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INTRODUCTION. 


En  1811,  Poisson  inaugura  la  théorie  des  phénomènes  élec- 
triques; depuis  ce  temps,  l'étude  des  lois  auxquelles  obéissent 
l'Electricité  et  le  Magnétisme  a  suscité  les  efforts  d'une  foule  de 
grands  physiciens  et  de  grands  analystes.  Leurs  innombrables 
travaux  se  sont  succédé  sans  relâche  pendant  toute  la  durée  du 
siècle  et  dans  tous  les  pays;  leurs  découvertes  forment  aujourd'hui 
l'un  des  plus  vastes  ensembles  scientifiques  qui  soit  au  monde. 

Le  moment  semble  venu  de  coordonner  les  résultats  de  tant 
d'efforts;  de  réunir  eu  un  faisceau  unique  ces  recherches  conçues 
d'après  les  idées  les  plus  diverses,  écrites  dans  toutes  les  langues, 
dispersées  dans  toutes  les  revues.  Il  semble  que,  si  l'on  parvenait 
à  réaliser  celte  vaste  synthèse,  on  se  trouverait  en  présence  du 
plus  beau  système  de  Philosophie  naturelle  qui  ait  jamais  été  en- 
gendré par  l'esprit  humain. 

Dans  le  présent  Ouvrage,  nous  avons  cherché,  dans  la  limite  de 
nos  forces,  à  tracer  une  première  ébauche  de  celte  synthèse. 
Notre  œuvre  présentera  certainement  bien  des  imperfections;  mais 
peut-être,  malgré  ses  défauts,  préparera-t-elle  d'autres  œuvres 
plus  achevées;  s'il  en  est  ainsi,  nous  n'aurons  pas  perdu  notre 
peine. 

Ce  que  nous  nous  sommes  proposé  d'écrire,  c'est  un  exposé 
aussi  un,  aussi  logique  que  possible  des  théories  sur  l'Electricité 
et  le  Magnétisme,  et  non  pas  une  compilation  de  ces  théories.  On 
ne  trouvera  pas  ici  tout  ce  qui  a  été  dit  sur  les  phénomènes  élec- 
triques et  magnétiques;  nous  désirons  seulement  qu'on  y  trouve 
les  idées  vraiment  nettes  et  fécondes  qui  ont  été  émises  à  leur  su- 
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jet.  Le  minerai  qui  contient  la  Science  renferme  toujours  de  la 
gangue;  nous  avons  rejeté  beaucoup  de  cette  gangue  :  le  litre  de 
ce  que  nous  avons  gardé  n'en  sera  que  plus  riche. 

Après  avoir,  pendant  dix  ans,  médité  les  diverses  parties  de  la 
Science  électrique,  nous  nous  sommes  convaincu  que  tout  ce  qu'il 
j  a  de  clair  et  de  fécond  dans  cette  Science  pouvait  se  grouper, 
avec  beaucoup  d'ordre  et  d'unité,  autour  de  quelques  principes 
empruntés  à  la  Mécanique  et  à  la  Thermodynamique,  et  c'est  ce 
groupement  que  nous  avons  essayé  d'exposer. 

Avant  de  montrer  comment  la  Mécanique  et  la  Thermodyna- 
mique permettent  de  débrouiller,  de  trier,  de  classer  les  théories 
relatives  à  l'Electricité  et  au  Magnétisme,  faut-il  reprendre  et  dis- 
cuter les  principes  de  ces  sciences?  Logiquement,  oui;  car  l'ex- 
posé que  l'on  donne  ordinairement  de  ces  principes  suffit  bien  à 
l'examen  de  quelques-nns  des  problèmes  les  plus  simples  de  la 
Physique;  mais  on  le  trouve,  au  contraire,  constamment  défec- 
tueux et  contradictoire  lorsqu'on  veut  l'appliquer  aux  questions 
plus  complexes  que  soulève  l'étude  de  l'Electricité  et  du  Magné- 
tisme. 

Cependant,  cette  révision  logiquement  nécessaire  des  principes 
de  la  Mécanique  et  de  la  Thermodynamique,  nous  ne  l'avons  pas 
faite  ici.  La  raison  en  est  simple  :  pour  prévoir  tous  les  cas,  si 
compliqués,  qu'offriront  les  théories  électriques,  il  est  nécessaire 
de  surcharger  les  démonstrations  de  la  JVlécanique  et  de  la  Ther- 
modynamique d'une  foule  de  restrictions,  de  conditions,  d'hypo- 
thèses, qui  en  font  l'une  des  parties  les  plus  épineuses  de  la 
Science.  Présenter  d'abord  ces  théories  d'une  manière  abstraite, 
en  les  séparant  des  applications  qui  exigent  et,  partant,  justifient 
ce  luxe  de  précautions,  ce  serait  les  rendre  difficiles  à  comprendre 
peut-être,  rebutantes  à  coup  sûr. 

Nous  avons  donc  cru  qu'il  était  bon  de  renverser  l'ordre  logique  : 
dans  le  présent  Livre,  nous  nous  proposons  de  faire  fonctionner, 
sous  les  yeux  du  lecteur,  l'instrument  thermodynamique;  de  lui 
faire  exécuter  l'ouvrage  pour  lequel  il  a  été  nécessaire  de  tant 
compliquer  ses  rouages.  Nous  nous  bornerons  à  donner,  de  temps 
en  temps,  sur  son  mécanisme  quelques  sommaires  indications. 
Plus  tard,  si  nos  forces  ne  nous  trahissent  pas,  nous  démonte- 
rons cet  instrument  pièce  à  pièce,  nous  en  expliquerons  tous  les 
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organes  et  nous  montrerons  les  autres  applications  qu'on  en  peut 
faire. 

Ce  premier  Volume  est  consacré  à  l'étude  des  lois  qui  prési- 
dent à  l'équilibre  de  l'Électricité  et  à  son  mouvement  permanent 
sur  les  corps  conducteurs.  Après  avoir  donné  un  tableau  de  la 
théorie  classique  de  l'équilibre  électrique  et  des  méthodes  mathé- 
matiques qui  servent  à  résoudre  le  problème  de  l'Électrostatique, 
nous  éludions,  dans  les  trois  derniers  Livres,  les  applications  de 
la  Thermodynamique  aux  conducteurs  métalliques  homogènes  ou 
hétérogènes  et  aux  conducteurs  électroljtiques. 

Nous  sommes  très  bref  sur  les  électrolytes,  non  pas  que  les 
méthodes  employées  pour  les  conducteurs  métalliques  ne  per- 
mettent d'en  pousser  très  loin  l'étude;  mais  cette  étude  ne  peut 
être  faite  sans  un  examen  approfondi  des  propriétés  des  dissolu- 
tions salines,  et  la  longueur  de  cet  examen  excéderait  les  bornes 
de  notre  Ouvrage. 

Au  contraire,  nous  traiterons  très  complètement  les  propriétés 
des  conducteurs  métalliques;  l'exposé  que  nous  en  donnons  est, 
crojons-nous,  le  plus  élendu  et  le  plus  approfondi  qui  ait  été 
donné  jusqu'ici. 

Le  second  Volume  sera  consacré  aux  propriétés  des  aimants  et 
des  corps  diélectriques  ;  les  méthodes  indiquées  dans  notre  Théorie 
nouvelle  de  l' aimant (ition  par  influence ,  fondée  sur  la  Ther- 
modynamique, nous  ont  permis  de  ramener  à  l'unité  le  vaste 
ensemble  de  recherches  auxquelles  ces  corps  ont  donné  lieu, 
de  les  rectifier  sur  plusieurs  points,  de  les  com[)léter  sur  beau- 
coup. 

Dans  un  troisième  Volume,  nous  étudierons  les  phénomènes 
que  produisent  les  courants  linéaires,  les  lois  de  l'induction  entre 
tels  courants,  leurs  actions  électrodynamiques,  l'induction  que  les 
aimants  engendrent  dans  les  fils  métalliques,  l'aimantation  par  les 
courants,  les  actions  qui  s'exercent  entre  les  aimants  et  les  cou- 
rants. La  méthode  nouvelle  suivie  dans  cette  partie  de  notre  Ou- 
vrage nous  permettra  d'étudier  les  propriétés  de  courants  linéaires 
quelconques  et  non  pas  seulement  des  courants  uniformes,  aux- 
quelles on  se  borne  en  général. 

La  méthode  suivie  dans  ce  troisième  Volume  sera  étendue  ulté- 
rieurement à   l'étude  de  la  propagation  de  l'électricité   dans  les 
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milieux  d'étendue  finie  en  toute  dimension,  qu'ils  soient  conduc- 
teurs, magnétiques  ou  diélectriques. 

Nous  avons  laissé  de  côté,  en  général,  l'étude  des  méthodes 
destinées  à  mesurer  les  diverses  grandeurs  électriques;  les  Traités 
classiques  renferment,  sur  ces  méthodes,  des  renseignements  suf- 
fisants. De  même,  nous  nous  sommes  borné  à  indiquer  sommaire- 
ment les  expériences  qui  servent  à  vérifier  les  lois  que  nous  étu- 
dions; la  description  détaillée  des  instruments  et  des  précautions 
exigés  par  leur  emploi  se  trouve  dans  d'autres  livres.  Notre  bul, 
d'ailleurs,  n'est  pas  d'écrire  un  Manuel  propre  à  servir  de  guide  à 
l'expérimentateur  et  au  praticien,  mais  de  marquer  nettement  le 
lien  théorique  qui  unit  entre  elles  les  diverses  parties  de  la  Science 
électrique.  La  vue  claire  de  ce  lien  provoquera  la  découverte  de 
nouveaux  phénomènes,  de  nouvelles  lois,  qui,  à  leur  tour,  servi- 
ront à  le  fortifier  et  à  l'étendre. 

[.ille,  I"  juillet  1891. 
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CHAPITRE   PREMIER. 

PREMIÈRES  DÉFINITIONS.  —  LES  LOIS  DE  COULOMB. 


§  1.  —  Premières  définitions. 

Symmer  et  Franklin  ont  apporté  le  premier  contingent  à  l'en- 
semble des  hypothèses  qui  représentent  les  propriétés  des  corps 
électrisés.  Ces  hypothèses  étaient,  dans  leur  origine,  intimement 
liées  à  des  suppositions  sur  la  nature  de  l'électricité;  mais  il  est 
aisé  aujourd'hui  de  briser  ce  lien,  de  laisser  de  côté  ces  supposi- 
tions sur  la  nature  de  l'électricité,  suppositions  si  étrangères  au 
véritable  objet  de  la  Physique,  que  cette  science  n'a  même  pas  le 
droit  d'en  montrer  la  vanité;  de  ne  laisser,  enfin,  aux  hypothèses 
fondamentales  que  le  caractère  de  définitions  de  paramètres  ana- 
lytiques qui  est  essentiellement  le  leur. 

1).  —  I.  I 


2  LIVRE   I.    —    LES   FORCES  ELECTROSTATIQUES. 

Un  système  électrisé  se  composera,  pour  nous,  d'un  certain 
nombre  de  corps  soit  homogènes,  soit  doués  d'une  constitution 
que  définissent  certains  paramètres  et  certaines  grandeurs  géomé- 
triques variables  d'un  point  à  l'autre  d'une  manière  continue.  Ces 
corps  sont  séparés  les  uns  des  autres  et  du  milieu  non  électrisable 
qui  les  entoure  par  des  surfaces  de  discontinuité. 

A  chaque  point  M(x,y,  z)  intérieur  à  l'un  de  ces  corps  corres- 
pondra une  quantité  p,  fonction  de  x,  y,  z,  ajant  en  tout  point  M 
des  valeurs  positives  ou  négatives,  mais  finies  et  que  l'on  nommera 
la  densité  électrique  solide  au  point  M.  Si,  autour  du  point  M,  on 
trace  un  élément  de  volume  di'  =  dx  dy  dz,  la  quantité  dq  =  p  dv 
sera  la  quantité  d^ électricité,  la  charge  électrique,  ou  la  masse 
électrique  que  renferme  cet  élément. 

A  chaque  point  P  situé  sur  l'une  des  surfaces  de  discontinuité 
que  renferme  le  système  correspondra  une  quantité  o-,  fonction 
des  deux  paramètres  u  et  v  qui  déterminent  la  position  d'un  point 
sur  cette  surface.  Cette  fonction  aura,  en  tout  point  P,  des  valeurs 
positives  ou  négatives,  mais  finies;  elle  sera  nommée  la  densité 
électrique  superficielle  au  point  P.  Si,  autour  du  point  P,  sur 
la  surface  considérée,  on  trace  un  élément  superficiel  c^S,  la  quan- 
tité dq  =  TdS  sera  la  quantité  d'électricité,  la  charge  électrique, 
ou  la  masse  électrique  qvie  renferme  cet  élément  de  surface. 

L'intégrale 

r  r  r 

g  dx  dy  dz, 


Ifl^ 


étendue  au  volume  entier  de  l'un  des  corps  qui  forment  le  système, 
représente  la  quantité  totale  d'électricité  répandue  à  l'intérieur  de 


ce  corps. 

^rale 

,  a  d'S, 


L'intégrale 


S' 


étendue  à  tous  les  éléments  de  l'une  des  surfaces  de  discontinuité 
du  système,  représente  la  quantité  totale  d'électricité  répandue  sur 
cette  surface. 

Si  l'on  forme  pour  tous  les  corps  du  système  les  intégrales  ana- 
logues à  celle  que  nous  venons  de  considérer  en  premier  lieu,  pour 
toutes  les  surfaces  de  discontinuité  du  système  les  intégrales  ana- 
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logues  à  celle  que  nous  venons  de  considérer  en  second  lieu,  et  si 
l'on  ajoute  entre  elles  toutes  les  intégrales  ainsi  obtenues,  la  somme 
représentera  la  quantité  totale  d'électricité  que  renferme  le  sjstème. 

Nous  admettrons  que  cette  quantité  demeure  invariable  dans 
une  modification  quelconque  du  système. 

Cette  hypothèse  a  été  introduite  en  Physique  par  Franklin,  lors- 
qu'il a  admis  que  tout  phénomène  électrique  pouvait  être  repré- 
senté par  la  formation  de  quantités  égales  de  fluide  positif  et  de 
fluide  négatif  aux  dépens  du  fluide  neutre.  Depuis  l'époque  de 
Franklin,  les  physiciens  n'ont  cessé  de  l'admettre,  explicitement 
ou  implicitement,  et  d'en  faire  un  fréquent  usage  dans  leurs  théo- 
ries. C'est  ainsi  que,  dans  un  Mémoire  d'Ohm,  paru  en  182^, 
Mémoire  dont  nous  aurons  bientôt  à  signaler  l'importance,  nous 
trouvons  ce  principe  très  explicitement  énoncé  (').  «C'est  une 
condition,  dit  Ohm,  au  cours  de  l'un  de  ses  raisonnements,  qui 
résulte  de  ce  principe  fondamental,  que  les  deux  électricités  se  dé- 
veloppent toujours  dans  le  même  temps  en  quantités  égales.  »  De 
nos  jours,  on  a  donné  à  cette  hypothèse  le  titre  de  Principe  de 
la  conservation  de  l'électricité  (2). 


§  2.  —  Lois  de  Dufay  et  de  Coulomb. 

Ces  définitions  une  fois  posées,  nous  admettrons,  sur  la  foi  des 
expériences  bien  connues  de  Dufay,  de  Cavendish  et  de  Covdomb, 
que  si  l'on  met  en  présence  l'une  de  l'autre,  à  une  distance  sen- 
sible, deux  masses  matérielles  m  et  m'  infiniment  petites,  portant 
de  l'électricité  répandue  à  leur  intérieur  ou  distribuée  à  leur  sur- 
face, chacune  de  ces  deux  masses  est  soumise  à  une  force  vérifiant 
les  lois  suivantes  : 

1"  L'action  F'  que  la  masse  m  exerce  sur  la  masse  m'  est  dirigée 


(')  G.-S.  Ohm,  Théorie  mathématique  des  courants  électriques,  traduite  par 
J.-M.  Gaugain,  p.  109. 

(')  G.  LiPPMANN,  Principe  de  la  conservation  de  l'électricité  ou  second  prin- 
cipe de  la  théorie  des  phénomènes  électriques  {Journal  de  Physique  pure  et 
appliquée,  2"  série,  t.  X,  p.  38i;  1881). 
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suivant  la  droite  qui  joint  un  point  M  de  la  masse  m  {Jig.  i)  à  un 
point  M'  de  la  masse  m' . 

2"  Si  l'on  désigne  par  q  la  charge  électrique  totale  portée  par 
la  masse  m,  par  q'  la  charge  électrique  totale  portée  par  la  masse 
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m',  par  r  la  distance  MM',  par  e  un  certain  coefficient  positif  et 
absolument  constant;  si,  de  plus,  on  suppose  la  force  F'  comptée 
positivement  quand  elle  est  répulsive,  c'est-à-dire  dirigée  de  M 
vers  M',  et  négativement  quand  elle  est  attractive,  c'est-à-dire  di- 
rigée de  M'  vers  M,  la  force  F'  est  représentée  en  grandeur  et  en 
signe  par  la  formule 


F': 
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3"  La  force  F  que  la  masse  m'  exerce  sur  la  masse  m  est  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  F'  que  la  masse  m  exerce  sur  la 
masse  m! . 

On  voit,  par  la  formule  qui  précède,  que,  le  coefficient  £  étant 
positif,  le  force  F'  a  le  même  signe  que  le  produit  qq'  ;  en  d'autres 
termes,  que  deux  masses  matérielles  électrisées  s'attirent  ou  se  re- 
poussent selon  qu'elles  sont  chargées  d'électricités  de  signes  dif- 
férents ou  de  la  même  électricité. 

La  valeur  du  coefficient  s  étant  absolument  constante,  on  peut, 
si  l'on  veut,  donner  à  ce  coefficient  la  valeur  i  et,  par  conséquent, 
la  faire  disparaître  des  formules,  à  la  seule  condition  de  choisir 
d'une  manière  appropriée  l'unité  de  charge  électrique  laissée,  jus- 
qu'ici, arbitraire.  Si  l'on  définit  la  quantité  d'électricité  qui  doit 
servir  d'unité  par  cette  condition  que  deux  masses  matérielles  infi- 
niment petites,  chargées  chacvme  de  cette  quantité  d'électricité  et 
placées  à  l'unité  de  distance  l'une  de  l'autre,  exercent  l'une  sur 
l'autre  une  action  répulsive  égale  à  l'unité  de  force;  si  l'on  sup- 
pose, en  outre,  les  charges  q  et  q'  rapportées  à  cette  unité,  la  for- 
mule précédente  pourra  s'écrire 

ri 
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La  simplification  qui  résulte  de  cette  suppression  du  coefficient  s 
est  assez  faible  pour  ne  présenter,  en  théorie,  que  peu  d'intérêt. 
Au  contraire,  lorsque  nous  traiterons  des  relations  entre  les  diffé- 
rents systèmes  d'unités  électriques,  il  nous  sera  commode  de  con- 
sidérer les  formules  dans  lesquelles  l'unité  de  quantité  d'électricité 
a  été  laissée  arbitraire  et  dans  lesquelles,  par  conséquent,  e  a  été 
conservé.  Nous  laisserons  donc  cette  quantité  figurer  dans  nos  for- 
mules. 

L'expérience  n'a  établi  l'exactitude  des  lois  de  Coulomb  que 
pour  des  masses  électrisées  dont  la  distance  est  supérieure  à  une 
certaine  limite.  Les  forces  qui  s'exercent  entre  des  masses  élec- 
trisées situées  à  des  distances  insensibles  les  unes  des  autres  sont- 
elles  encore  données  par  ces  lois?  C'est  une  question  que  nous 
examinerons  plus  loin(').  Pour  le  moment,  nous  allons  étudier 
les  forces  qui  s'exercent  entre  des  corps  électrisés,  dans  l'hypo- 
thèse où  ces  forces  sont  exactement  et  en  toute  condition  données 
par  les  lois  de  Coulomb.  Les  résultats  obtenus  ainsi  nous  serviront 
pour  la  discussion  ultérieure  des  lois  de  Coulomb  (-). 


(•)   Voir  Livre  IV,  Chapitre  II. 

(")  Les  travaux  de  Coulomb  sur  l'Électricité  et  le  Magnétisme  ont  été  publiés, 
de  1785  à  1789,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris. 
Ceux  qui  se  rapportent  à  la  démonsLralion  des  lois  dites  de  Coulomb  sont  les  sui- 
vants : 

Premier  Mémoire  sur  l'Électricité  et  le  Magnétisme,  par  M.  Coulomb.  Con- 
struction et  usage  d'une  balance  électrique  fondée  sur  la  propriété  qu'ont  les 
fils  de  métal  d'avoir  une  force  de  réaction  de  torsion  proportionnelle  à  l'angle 
de  torsion  {Mémoires  de  l'Académie  pour  1785,  p.  069-577). 

Second  Mémoire  sur  l'Électricité  et  le  Magnétisme,  où  l'on  détermine  sui- 
vant quelles  loix  le  fluide  magnétique,  ainsi  que  le  fluide  électrique,  agissent 
soit  par  répulsion,  soit  par  attraction,  par  M.  Coulomb  {Mémoires  de  l'Aca- 
démie pour  1785,  p.  578-611). 

Les  Mémoires  de  Coulomb  forment  le  Tome  I  des  Mémoires  de  Physique 
réimprimés  par  la  Société  française  de  Physique. 
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CHAPITRE  IL 

DÉFINITION  DE  LA  FONCTION  POTENTIELLE.  —  PROPRIÉTÉS  DE  CETTE 
FONCTION  EN  UN  POINT  SITUÉ  HORS  DES  CHARGES  AGISSANTES. 


La  loi  de  Coulomb  présente,  avec  la  loi  de  l'attraction  uni- 
verselle, une  étroite  analogie.  Aussi  a-t-on  pu  étendre  à  l'étude  de 
l'électricité  les  méthodes  analytiques  que  les  astronomes  avaient 
créées  povir  résoudre  les  problèmes  de  la  Mécanique  céleste.  Ces 
méthodes,  transportées  en  un  champ  nouveau,  y  ont  montré  une 
fécondité  extraordinaire,  qui  s'est  manifestée  à  la  fois  par  de  magni- 
fiques théories  mathématiques  et  par  des  conséquences  physiques 
d'une  grande  importance. 

C'est  aux  propriétés  d'une  fonction  dont  le  nom  au  moins  a  pé- 
nétré partout,  \di  fonction  potentielle,  que  se  rattachent  les  consé- 
quences dont  il  s'agit.  Nous  allons  voir  comment  les  lois  de  Coulomb 
nous  conduisent  à  la  définition  de  la  fonction  potentielle. 

Supposons  tout  d'abord,  pour  simplifier  notre  exposé,  que  l'on 
remplace  par  des  points  les  éléments  solides  ou  superficiels  des 
corps  électrisés  et  que  l'on  concentre  en  chacun  de  ces  points  la 
charge  électrique  totale  répartie  sur  l'élément  auquel  il  correspond. 

Soit  M  un  point  de  coordonnées  x,  y,  z,  renfermant  une  quan- 


Fiir.  2. 


(j;,y,y^.) 


/Y 

tité  égale  à  l'unité  d'électricité  positive.   Soient  A,  A',  A",  ... 
d'autres  points  en  nombre  quelconque  {fig-  2).  Le  point  A  ren- 
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ferme  une  quantité  q  d'électricité,  le  point  A'  en  renferme  une 
quantité  ^',  le  point  A"  une  quantité  ^",  ....  Les  coordonnées  du 
point  A  sont  a,  6,  c;  celles  du  point  A'  sont  «',  Z>',  c';  celles  du 

point  A"  sont  a",  h%  c"  ; 

Le  point  A  exerce  au  point  M  une  action  F,  dirigée  de  A  vers  M, 
([ui  a  pour  valeur 


/•  désignant  la  distance  AM. 


Le  point  A'  exerce  de  même  au  point  M  une  action  F',  dirigée 
de  A'  vers  M,  qui  a  pour  valeur 

i'  désignant  la  distance  A'M;  .... 

Soit  R  l'action  résultante  exercée  au  point  M  par  les  points  A, 
A',  A",  .  » .  ;  soient  X,  Y,  Z,  les  composantes  de  cette  action  suivant 
les  trois  axes  de  coordonnées.  Soient  i,  r,,  î^  les  composantes  de  la 
force  F;  ^',  r/,  "Ç  les  composantes  de  la  force  F';  ^",  r/',  "Q'  les 
composantes  de  la  force  F";  .... 

Nous  aurons 

■  Z  =  Ç  ^-^'-+-C-^-..•. 

Désignons  par  a,  p,  y  les  angles  que  la  direction  AM  fait  avec  les 
irois  axes  de  coordonnées.  Nous  aurons 

^  =  Fcosa,         7)  =  Fcosp,         !^  =  F  cosy. 

Mais,  d'autre  part, 

X  —  a  „         y  —  b  z  —  c 

COSa  = j  COSp=:-:^ ,  COSY  =  ■ — — J 

/•  '  r  '  r 


bien 


dr  „       dr  dr 

cosa  =  T-J         cosp  =  -— >  cosY  =  -\- 

ox  oy  '       oz 


d'après  l'égalité 

ri  =  {x  —  ay  ^{y  —  by-+{z  —  cy. 
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Nous 

avons 

donc 

l 

=  ^^. 
r^ 

dr 
dx 

■') 

_  -  1 

dr 

r 

=  S^ 

dr 

ce  qui 

i  peut 

encore  s'éci^re 

>• 

=  —zg 

r 

dx  ' 

^-  -- 

=  --g 

4r' 

K-- 

^-tq 

d'- 
r 

Nous 

avons 

de  même 

^-- 

=  -zq' 

r 

dx 

-'î  ■ 

=  -tq 

à-, 

De  ces  formules,  nous  déduisons  les  suivantes 


X  =  - 

J 

à'- 

r 

dx 

+ 

q' 

r 

dx 

-h 

9" 

r 

dx 

Y=  — 

J 

dl 
r 

+ 

7' 

d^, 
r 

dy 

H- 

9" 

à-„ 
r 

'W 

Z  =  — 

.J 

dl 
r 

-\- 

9' 

à-, 
r 

'd^ 

+ 

q" 

dz 

ou 

bien, 

en 

posant 

(0 

V 

r 

.9 
r 

r   -+- 

+ 

..  ., 
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et,  en  remarquant  que  q^  q\  q" ^  .  .  .  sont  des  quantités  indépen- 
dantes de  x^  y,  Zj 

X  =--s  -7-, 

La  quantité  V,  dont  les  dérivées  partielles  font  ainsi  connaître  les 
composantes  de  l'action  R  exercée  au  point  M,  chargé  d'une  unité 
d'électricité,  par  les  charges  q,  q',  q",  .  .  . ,  placées  aux  points  A, 
A',  A",  .  .  . ,  a  reçu  le  nom  de  fonction  potentielle  au  point  M 
des  charges  réparties  aux  points  A,  A',  A",  .... 

On  peut,  au  moyen  de  la  fonction  potentielle,  connaître  la  com- 
posante de  la  force  R  suivant  une  direction  quelconque. 

Soient  a,  b,  c  les  angles  que  cette  direction  fait  avec  les  trois 
axes  de  coordonnées  et  T  la  composante  de  la  force  R  suivant  cette 
direction.  Si  nous  désignons  par  /,  m,  n  les  angles  que  la  direction 
de  la  force  R  fait  avec  les  axes  de  coordonnées  et  par  G  l'angle  que 
la  direction  de  la  force  R  fait  avec  la  direction  donnée,  nous  aurons 

CCS 6  =  cosa  cosl  -\~  cosb  ces  m  -+-  cosc  cos/i 
et 

T  =  R  cos6  =  R  cosl  cosa  -+-  R  cosm  cosb  -r-  R  cosn  cosc. 
Mais 

X  =  Rcos/,         Y  =  Rcosm,         Z  =  Rcosn. 

Nous  aurons  donc 

T  =  X  cosa -r- Y  cosô -f- Z  cosc. 

Menons  par  le  point  M  une  parallèle  à  la  direction  considérée.  Dé- 
signons par  s  la  distance  du  point  M  à  une  origine  fixe  prise  sur 
cette  droite,  cette  distance. étant  comptée  positivement  si,  pour  aller 
de  cette  origine  au  point  M,  on  marche  dans  la  direction  considérée. 
Soit  M'  un  autre  point,  pris  sur  la  même  droite,  à  une  distance 
(s  -h  ds)  de  l'origine.  La  fonction  potentielle  a,  en  ce  point  M',  une 

valeur  V  que  nous  représenterons  par  (V-h  -r-  ds).  La  quantité 

-T-  ainsi  définie  est  ce  que  nous  nommerons  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion potentielle  suivant  la  direction  s. 
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/  dx       \ 

Les  coordonnées  dvi  point  M'  auront  pour  valeurs  (x-{-    ,~  dsV 


nous  aurons 


dY  _  dV  dx       dV  dy        d\  dz 
~ds        dx    ds        dy  ds         dz   ds 

Mais,  d'autre  part, 

dx  ,       dv  dz 

cosa  =  -,- >         CCS  6  =  - ,- j  cosc=  -.- > 

«5  as  ds 

en  sorte  que,  si,  dans  l'expression  de  T,  nous  remplaçons  X,  Y,  Z 
par  leurs  valeurs  (2),  nous  aurons 

_     /dW  dx       àY  dy    ,    dY  dz 
\àx    ds        dy  ds  ~^  dz   ds 
ou  bien 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  chacun  des  élé- 
ments de  volume  ou  de  surface  que  renferme  le  système  était  rem- 
placé par  un  point  de  cet  élément,  et  que  la  charge  portée  par  cet 
élément  était  concentrée  en  ce  point.  Cette  opération  est  toujours  per- 
mise, pourvu  que  les  éléments  auxquels  appartiennent  les  points  A, 
A',  A",  .  .  .  soient  tous  à  distance  finie  du  point  M;  ou,  en  d'autres 
lermes,  que  l'on  puisse  tracer  autour  du  point  M  une  surface  fer- 
mée dont  tous  les  points  soient  à  une  distance  finie  de  M  et  qui  ne 
renferme  pas  d'autre  électricité  que  la  charge  égale  de  l'unité  qui 
se  trouve  au  point  M.  Si  ces  conditions  sont  remplies,  nous  dirons 
abréviativement  que  le  point  M  est  extérieur  aux  charges  agis- 
santes. 

Dans  ces  conditions,  il  est  aisé  de  voir  que  l'expression  de  la 
fonction  potentielle  au  point  M  peut  s'obtenir  de  la  manière  sui- 
vante : 

Pour  chacun  des  volumes  électrisés  que  renferme  le  système, 
formons  l'intégrale  triple 


fil       da  dh  de, 


p  étant  la  densité  électrique  solide  en  un  point  de  l'élément  da  dh  de, 
et  r  la  distance  de  ce  point  au  point  M  [x,  y,  z). 
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Pour  chacune  des  surfaces  électrisées  que  renferme  le  système, 
formons  l'intégrale  double 


y.dS, 


7  étant  la  densité  superficielle  en  un  point  de  l'élément  dS,  et  r  la 
distance  de  ce  point  au  point  M  (x,  y,  z). 

Ajoutons  ensemble  toutes  les  intégrales  ainsi  obtenues,  et  nous 
aurons  la  valeur  de  la  fonction  potentielle  au  point  M 

(4)  \{x,y,z)=^JJJUadbdc+^^~dS. 

La  fonction  V  ainsi  définie  est  une  fonction  des  coordonnées  x^ 
y,  z  du  point  M. 

Le  point  M  demeurant  à  dislance  finie  de  tous  les  points  élec- 
trisés,  r  est  toujours  différent  de  o.  L'élément  soumis  à  l'intégration 
est  toujours  fini;  il  \arie  d'une  manière  uniforme  et  continue  avec 
les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  M.  La  quantité  V  est  donc  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  des  coordonnées  x,  y,  z  du 
point  M. 

Lorsque  l'une  des  trois  variables  x,  y,  z  croît  au  delà  de  toute 
limite,  toutes  les  quantités  r  croissent  au  delà  de  toute  limite  ;  tous 
les  éléments  sous  le  signe  d'intégration  tendent  vers  o,  et  il  en  est 
de  même  de  la  fonction  V.  Mais  les  produits  ^V,  J'Y,  ^V  gardent 
en  général,  dans  c^cas,  des  valeurs  finies. 

On  a  évidemment,  en  vertu  de  l'égalité  (4), 

J^w  dy't  dzP  ~  jk^J  J  J  ^  dx"^  dy^dzP 


28 


()/n+n+p  _ 

<s  , , — -  -  dS. 

dx"^  dy^  dzP 


De  cette  formule,  on  déduit  aisément  la  conclusion  suivante  : 

Lorsque  le  point  M  reste  extérieur  aux  masses  agissantes,  les 
dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  la  fonction  potentielle  au 
point  M  par  rapport  aux  coordonnées  de  ce  point  existent  et  sont 
des  fonctions  uniformes,  finies  et  continues  des  coordonnées  de  ce 
point.  Toutes  ces  dérivées  tendent  vers  o  lorsque  le  point  M  s'é- 
loigne indéfiniment.  Le  produit  d'une  dérivée  quelconque  d'ordre  p 
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par  une  fonction  homogène  et  du  degré  p  des  variables  jc,  ^,   ^ 
tend  également  vers  o  dans  ce  cas,  tandis  que  le  produit  de  la  même 
dérivée  par  une  fonction  homogène  et  de  degré  (/>  +  i)  des  mêmes 
variables  demeure,  en  général,  fini. 
La  relation 

(6)  r^=(x  —  a)'i-i-(_y  —  by-h(z  —  cy 

donne 


et,  par  conséquent, 

r i         3{cp  —  ay 

L'égalité  (5),  qui  est  applicable  toutes  les  fois  que  le  point  M  est 
extérieur  aux  masses  agissantes,  donne  alors 


ôx 


\=-^JJJ^,dadbdc^Z^j'ff^S^^dadbdc 


^^  ^c    ,    Q  VC  "^i^  —  aY 


■ss^^^-^ss^ 


^s. 


On  a  de  même 


dS, 


Si  l'on  ajoute  membre  à  membre  les  trois  égalités  ainsi  obtenues 
en  tenant  compte  de  l'égalité  (6),  on  arrive  à  la  proposition  sui- 
vante, dont  nous  verrons  à  chaque  instant  l'importance  : 

En  tout  point  M,  extérieur  à  l'espace  qui  renferme  l'agent, 
on  a  l'égalité 

()2V  ()2V  t)2V    _ 
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L'expression 

t)2V       d^\       ù'^Y 
dx^         dy^         dz^ 

se  présente  si  fréquemment  dans  les  calculs  qu'il  est  utile  de  la 
représenter  par  un  symbole  ;  on  adopte,  en  général,  aujourd'hui, 
dans  les  Traités  français  et  allemands,  le  symbole  AV.  L'équation 
précédente  devient  alors 

{-;  bis)  .  AV=o. 

Nous  venons  d'esquisser  brièvement  les  principales  propriétés 
de  la  fonction  potentielle  en  un  point  extérieur  à  l'espace  qui  ren- 
ferme l'agent.  Ces  propriétés  ont  une  telle  importance  qu'il  serait 
impardonnable  d'ignorer  l'histoire  de  leur  découverte  ('). 

Lagrange,  le  premier,  dans  ses  Remarques  générales  sur  le 
mouvement  de  plusieurs  corps  qui  s^ attirent  mutuellement  en 
raison  inverse  des  carrés  des  distances  (^),  a  signalé  la  pro- 
priété fondamentale  de  la  fonction  potentielle  : 

«  Soient,  dit-il,  M,  M',  M",  ...  les  masses  des  corps  qui  com- 
posent le  système  donné  \  x,  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires 
de  l'orbite  du  corps  M  dans  l'espace  ;  x' ,  y',  z'  celles  de  l'orbite 
du  corps  M',  etc.  5  qu'on  fasse,  pour  abréger, 

il  = 


MM' 

\^{x-x')^  +  {y-yy^-i-(z- 

~z'Y 

MM" 

x/{x  -  x")^-^  {y—yy  -t-  i-s  ■ 

-z"y^ 

M' M" 

et  qu'on  dénote,  à  l'ordinaire,  par  -t->  •  •  •  les  coefficients  de  dx.^  .  . . , 

dans  la  différentielle  de  la  quantité  Q  regardée  comme  fonction  des 
variables  x^  y,  z,  x' 


.  .  .  ;  on  aura 

I    du       I    dQ 
M  55'     M  5k' 

I    dQ 
M  dz 

(')  Voir  Max  Bacharach,  Abriss  der  Geschichte  der  Potentialtheorie  (Dis- 
sertation inaugurale).  Wurzbourg;  i833. 

(»)  Lues  à  l'Académie  de  Berlin  le  20  octobre  1777  {^Nouveaux  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin,  année  1777,  publiés  en  1779,  pp.  i55-i74). 
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pour  les  forces  avec  lesquelles  le  corps  M  est  attiré  par  les  autres 
corps  M',  M", . . . ,  suivant  les  directions  des  coordonnées  0",^,  z,. . . . 
Cette  manière  de  représenter  les  forces  est,  comme  on  le  voit, 
extrêmement  commode  par  sa  simplicité  et  sa  généralité.   » 

Lagrange  ajoute  en  terminant  (p.  l'ji)  :  «  On  prouverait  par  les 
mêmes  principes  que  ces  théorèmes  seraient  également  vrais  si  les 
corps  agissaient  les  uns  sur  les  autres  par  une  force  d'attraction 
mutuelle  proportionnelle  à  une  fonction  quelconqvie  de  la  dis- 
tance.  )) 

La  remarque  de  Lagrange  paraît  n'avoir  pas  été  aperçue  de  ses 
contemporains  et  Laplace  a  dû,  par  ses  propres  efforts,  retrouver 
la  fonction  potentielle;  car  le  premier  qui  en  fasse  usage,  après 
Lagrange,  est  Legendre  ('),  et  il  désigne  la  propriété  fondamentale 
de  cette  fonction  comme  «  un  théorème  que  M.  Laplace  a  bien 
voulu  me  communiquer  ». 

Laplace  a  employé,  pour  la  première  fois,  la  fonction  potentielle 
en  1784,  dans  sa  Théorie  du  mouvement  et  de  la  figure  ellip- 
tique des  planètes.  Il  en  a  fait  ensuite  un  fréquent  usage  dans  la 
Mécanique  céleste  et,  par  là,  a  contribué,  plus  que  tout  autre,  à 
révéler  l'importance  de  cette  fonction. 

Dans  le  Mémoire  (2)  où  Poisson  a  fondé  l'Electrostatique  théo- 
rique, la  fonction  potentielle  a,  pour  la  première  fois,  été  employée 
dans  les  recherches  de  Physique  ;  le  rôle  qu'elle  y  joue  n'a  cessé 
de  grandir  depuis  cette  époque. 

Le  nom  àç.  fonction  potentielle  lui  fut  donné  par  Green  (^)  en 
1828.  Gauss  ('*)  lui  donna  en  i84o  le  nom  de  potentiel;  ce  nom 
prête  à  certaines  confusions;  aussi  Clausius  (^)  a-t-il  proposé  de 


(')  Legendre,  Recherches  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  homogènes  {Mé- 
moires des  Savants  étrangers,  pp.  [\ii-l\i\.  Paris;  1785). 

(^)  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs,  lu  à  rAcadcmie  des  Sciences  les  9  mai  et  3  août  181 2  {Mé- 
moires des  Savants  étrangers,  p.  i;  181 1). 

(^)  G.  Green,  An  essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  on 
the  théories  of  electricity  and  magnetism.  Nottingham;  1828. 

{*)  G. -F.  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten 
Verhàltnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstos- 
sungs  Kràfte  {Mémoires  de  Goettingue,  i84o,  Gauss,  Werke,  t.  V). 

(^)  Clausius,  La  fonction  potentielle  et  le  potentiel;  traduit  en  français  par 
Folie.  Paris;  1870. 
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reprendre  la  dénomination  de  Green.  Il  est  à  regretter  que  cet 
exemple,  auquel  nous  nous  conformerons  dans  le  présent  Ouvrage, 
n'ait  pas  été  suivi  par  tous  les  physiciens. 

Le  symbole  AV,  adopté  aujourd'hui  en  France  et  en  Allemagne 
pour  représenter  l'expression 

d^-Y       d^Y       d-^Y 

est  dû  à  Murphj  (').   Lamé  désignait  cette  expression  par  AjV, 
Betti  par  A-V,  Green  par  5V.  Les  auteurs  anglais  emploient  volon- 
tiers les  symboles  VV  et  V-  V. 
L'égalité  fondamentale 

AV=o 

est  due  à  Laplace.  On  lui  donne,  en  général,  le  nom  d'équation 
de  Laplace.  Laplace  l'a  donnée,  sous  cette  forme,  seulement  en 
'7^7  (")•  Mais,  dès  l'^Sa  (^),  il  avait  donné  l'équation,  transformée 
de  celle-là  en  coordonnées  polaires,  qui  sert  de  point  de  départ  à 
la  théorie  des  fonctions  Y„  de  Laplace. 


(')  MuRPiiY,  Elementary  principles  of  the  theory  of  electricity ,  heat  and 
moleculars  attractions.  Part  I,  p.  \!{0',  i853. 

(^)  Laplace,  Mémoire  sur  la  théorie  de  l'anneau  de  Saturne  {Mémoires 
de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1787,  pp.  249-267.  Paris;  1789). 

(')  Laplace,  Théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  et  de  la  figure  des  pla- 
nètes {^Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1782.  Paris;  1785). 
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CHAPITRE  m. 

THÉORÈME   DE    GREEN. 


Pour  pousser  plus  avant  l'étude  de  Ja  fonction  potentielle,  nous 
aurons  souvent  besoin  de  faire  usage  d'une  identité  analytique  dont 
l'énoncé  porte  le  nom  de  théorème  de  Green. 

Pour  démontrer  cette  égalité,  nous  nous  appuierons  sur  un  lemme 
que  nous  allons  tout  d'abord  établir. 

Considérons  un  espace  clos  limité  par  une  surface  simplement 
connexe  ou  à  connexions  multiples.  Soient  U  et  F  deux  fonctions 
de  x^y^  z,  qui  sont  finies,  uniformes  et  continues  en  tous  les  points 
de  cet  espace  et  de  la  surface  qui  le  limite,  et  dont  les  dérivées  par- 
tielles par  rapport  à  x  sont  finies  en  tous  les  points  du  même  espace 
et  de  la  surface  qui  le  limite. 

Envisageons  l'intégrale 

dF 


-m^ 


.    dxdydz, 

dx         -^ 


étendue  à  cet  espace.  Nous  allons,  au  moyen  d'une  intégration  par 
parties,  transformer  cette  intégrale. 

Soit  M  un  point  de  la  surface  qui  limite  l'espace  considéré.  Me- 
nons en  ce  point  une  normale  à  la  surface  vers  l'intérieur  de  cet 
espace.  Désignons  par  (N/,  x)  l'angle  formé  par  cette  normale 
ainsi  dirigée  avec  la  direction  positive  de  l'axe  des  x. 

Menons,  au  point  M,  une  parallèle  à  la  direction  positive  de  l'axe 
des  X.  Si,  au  point  M,  cette  parallèle  pénètre  à  l'intérieur  de  l'es- 
pace considéré,  l'angle  (N/,  x)  sera  aigu.  Il  sera  obtus  si  cette 
parallèle  sort  de  l'espace. 

Menons  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  x^  laissant  entière- 
ment du  côté  des  x  positifs  l'espace  considéré.  Tous  les  points  de 
cet  espace  se  projettent  sur  ce  plan  à  l'intérieur  d'une  certaine 
courbe  fermée,  à  connexion  simple  ou  multiple,  qui  est  le  contour 
apparent  de  cet  espace.  Divisons  l'aire  intérieure  à  cette  courbe 
fermée  en  éléments  superficiels. 
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Soit  f/S  un  de  ces  éléments.  Par  tous  les  points  du  contour  de 
l'élément  dH,  menons  des  parallèles  à  l'axe  des  x.  Nous  obtien- 
drons ainsi  un  cylindre  infiniment  délié  qui  découpera  sur  la  sur- 
face de  l'espace  considéré  un  nombre  pair  d'éléments.  Nous  dési- 
gnerons ces  éléments,  d'après  l'ordre  dans  lequel  ils  sont  rencon- 
trés lorsqu'on  s'avance  parallèlement  à  l'axe  des  ce,  par  les  indices 
1 ,  1, . . . ,  in.  Leurs  surfaces  seront  dSt ,  dSi, . . . ,  dS2n-  En  un  point 
d'un  élément  de  rang  impair,  une  parallèle  à  la  direction  positive 
de  l'axe  des  x  pénètre  à  l'intérieur  de  l'espace  ;  l'angle  (N/,  x)  est 
aigu.  Au  contraire,  en  un  point  d'un  élément  de  rang  pair,  une  pa- 
rallèle à  la  direction  positive  de  l'axe  des  x  sort  de  l'espace  clos  ; 
l'angle  (N/,  x)  est  obtus.  On  peut  donc  écrire 


(I) 


dl.  =  dSi  cos(N/,  x)i  r=  —  dSz  cos(N/,  x\ 

=  dS$cos{Ni,x)i  =...  =  _  dS2nCos{N,;  a;),^. 


Soient  Xi  l'abscisse  d'un  point  de  l'élément  c^S,  ;  x^  l'abscisse 
d'un  point  de  l'élément  dS2, ...  ;  Xin  l'abscisse  d'un  point  de  l'élé- 
ment dSo/i'  Nous  aurons  évidemment 


s-U 


\ràF    , 

r""^     dF   , 

r 

d¥ 

l]  —  dx+  l 

f       {]-^-dx+.. 

,.-i-  / 

\]~dx 

dx           J 

àx 

.L 

âx 

le  signe  V  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les  élé- 
ments <iS  compris  à  l'intérieur  du  contour  apparent  de  l'espace 
considéré. 

Lorsque  x  varie  de  x.ip^i  à  x^p,  il  résulte  des  hypothèses  faites 
que  les  deux  fonctions  U  et  F  restent  finies,  uniformes  et  continues 
et  que  les  dérivées  partielles  de  ces  deux  fonctions  par  rapport  à  x 
restent  finies.  On  peut  donc  appliquer  à  l'intégrale 

/  ox 

la  formule  d'intégration  par  parties  et  écrire 

(UF)/(  désignant  la  valeur  que  prend  le  produit  UF  lorsqu'on  donne 

aux  variables  j' et  z  les  valeurs,  des  coordonnées  d'un  point  de  l'élé- 

D.  —  I.  a 
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ment  c?S,  et  à  la  variable  x  la  valeur  de  l'abscisse  d'un  point  de 
l'élément  ds^- 
On  a  alors 

J=      g^vf_(UF)i  +  (UF)2~(UF)3  +  ...-(UF),„_i--(UF)2„] 

La  seconde  ligne  de  cette  égalité  peut  évidemment  être  remplacée 
par  l'expression  suivante 

l'intégrale  triple  s'étendant  à  l'espace  considéré. 

La  première  ligne  peut  être  remplacée,  en  vertu  des  relations 

(i),  par 

—  CuFcos(N/,  ^)^S, 

le  signe  ^  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les  éléments 
c/S  de  la  surface  qui  limite  l'espace  considéré.  On  a  donc 


(2) 


=  —  C  UF  cos(N,-,  x)  dS  ^ÇÇÇy  -^^  dx  dy  dz. 


Tel  est  le  lemme  que  nous  voulions  établir. 

Nous  en  déduirons  aisément  le  théorème  de  Green. 

Soit  U  une  fonction  de  x^  y^  z,  uniforme,  finie  et  continue  à 
l'intérieur  d'un  espace  limité  par  une  surface  à  connexion  simple 
ou  multiple  et  sur  cette  surface  même  ;  les  dérivées  du  premier 
ordre  de  U  existent  et  sont  finies  à  l'intérieur  de  cet  espace  et  sur 
la  surface  qui  le  limite.  Soit  V  une  autre  fonction  de  x,  y,  z,  qui 
est  uniforme,  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  l'intérieur  de  cet  espace  et  sur  la  surface  qui  le 

limite  ;  les  trois  dérivées  secondes    -r— ^ ,    -r-^  >  -^-^  sont  supposées 

finies  en  tous  les  points  de  cet  espace  et  de  la  surface  qui  le  limite. 


CHAP.  III.  —  THEOREME  DE  GREEN.  I9 

Faisons  usage  de  l'égalité  (2),  en  supposant  que 
Nous  aurons 

De  même 

///^ ^ ^-^ ^^ ^"  =  -  s  ^ s ''^'^^'' "^ ^^  ""///  s  rz'^"' '^^ '^"- 

Ajoutons  membre  à  membre  les  trois  égalités  ainsi  obtenues  et 
nous  trouverons 

Ç  Ç  C\]  b.y  dx  dy  dz 

=  -  S  U  [^«os(N/,  ^)  +  ^cos(N,,  j)  +  ^  cos(N.-,  ^)]  d^ 

J  J  J  \dx  dx        dy  dy        dz    dz  )    "^    "^ 

Si  nous  désignons  par  -r^  la  dérivée  de  la  fonction  V  suivant  la 

normale  à  la  surface  qui  limite  l'espace  considéré,  cette  normale 
étant  dirigée  vers  l'intérieur  de  cet  espace,  la  définition  même  de 
la  dérivée  d'une  fonction  suivant  une  direction  nous  donnera 

et  l'égalité  précédente  deviendra 
(    f  C  Ç\]  t,Y  dx  dy  dz 

Telle  est  l'identité  qui  est  connue  sous  le  nom  de  théorème  de 
Green. 

On  donne  souvent  à  cette  identité  de  Green  une  autre  forme. 
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Admettons  que  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  U 
soient  uniformes,  finies  et  continues,  comme  celles  de  V,  à  l'inté- 
rieur de  l'espace  considéré  et  sur  la  surface  qui  le  limite,  et  que  les 

dérivées  secondes  -r-^  >  -^—r  >  -r-r  existent  et  soient  limes  en  tous  les 

OX^        0/2        ()z^ 

points  de  cet  espace  et  de  la  surface  qui  le  limite.  Nous  pourrons 
écrire 

r  f  Cy  M]  dx  dy  dz 

J  J  J  \àoc  dx        dy  dy        dz   dz  j         "^  kj      dN,- 

En  comparant  cette  égalité  à  l'égalité  (3),  nous  trouvons 

Cette  nouvelle  forme  du  théorème  de  Green  est  souvent  employée 
pour  transformer  une  intégrale  triple  étendue  à  un  espace  clos  en 
une  intégrale  double  étendue  à  la  surface  qui  limite  ce  volume, 
transformation  que  l'on  a  à  chaque  instant  occasion  d'effectuer  en 
Physique  mathématique. 

Au  moyen  d'hypothèses  particulières  faites  sur  les  fonctions  U 
et  V,  on  peut  déduire  des  formules  (3)  et  (4)  d'autres  formules 
souvent  employées. 

Si,  par  exemple,  nous  supposons  U  =  V,  l'identité  (3)  devient 

Ç  C  Çy  t,y  dx  dy  dz 

Si  nous  faisons  11  =  1,  soit  dans  l'identité  (3),  soit  dans  l'identité 
(4),  nous  trouvons 

(6)  JJJ^Ydxdydz^-^^dS. 

Nous  aurons  souvent,  dans  la  suite  de  ces  Leçons,  à  faire  usage  des 
égalités  (5)  et  (6). 

Green  a,  le  premier  ('),  insisté  sur  la  grande  importance  du 

(')  Georges  Green,  Essay  on  the  application  of  mathematical  analysis  on 
the  théories  of  electricity  and  magnetism  (Nottingham,  1828). 


(5) 
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théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  mais  ce  théorème  était, 
au  moins  partiellement,  connu  avant  lui  :  «  La  formule  (4),  dit 
M.  E.  Mathieu  ('),  est  celle  qui  sert  à  déterminer  les  coefficients 
de  la  série  qui  donne  le  refroidissement  d'un  corps;  elle  a  donc  été 
employée  dans  différen  ts  cas  par  Fourier  et  Poisson ,  longtemps  avant 
l'apparition  du  Mémoire  de  Green  sur  la  théorie  de  l'Electricité.  » 
Le  lemme  dont  nous  avons  fait  usage  pour  l'établir  a  été  souvent 
employé  par  Poisson. 

(•)  Emile  Mathieu,  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  à  l'électrosta- 
tique et  au  magnétisme.  Première  Partie  :  Théorie  du  potentiel,  p.  i4  (Paris, 

i885). 


LES   FORCES   ELECTROSTATIQUES. 


CHAPITRE  IV. 

LEMMES    DE    GAUSS. 
ATTRACTION  D'UNE  COUCHE  SPHÉRIQUE  HOMOGÈNE. 


§  1.  —  Les  trois  lemmes  de  Gauss. 

La  démonstration  de  l'identité  de  Green  repose  essentiellement 
sur  la  division  d'un  espace  clos  en  une  infinité  de  cylindres  infini- 
ment déliés  ayant  tous  leurs  génératrices  parallèles  entre  elles. 

Il  existe  un  autre  mode  très  naturel  de  division  d'un  semblable 
espace  en  volumes  infiniment  petits  :  il  consiste  à  décomposer  cet 
espace  en  cônes  infiniment  aigus  ayant  tous  leur  sommet  en  un 
même  point. 

Ce  mode  de  division  a  été  employé,  pour  la  première  fois,  par 
Lagrange,  dans  l'étude  du  problème  de  l'attraction  des  ellip- 
soïdes (').  Legendre  retrouva,  de  son  côté,  ce  même  mode  de 
décomposition  de  l'espace  dans  son  premier  travail  sur  l'attrac- 
tion des  ellipsoïdes  (2).  Dans  son  second  Mémoire  sur  le  même 
problème,  Legendre  (^)  reconnaît,  à  cet  égard,  la  priorité  de  La- 
grange :  «  Ce  principe,  dit-il,  auquel  j'étais  parvenu  par  des  consi- 
dérations géométriques,  ne  s'est  point  trouvé  différent  d'un  moyen 
de  transformation  indiqué  par  M.  de  Lagrange. ...  La  propriété 
en  appartient  donc  à  cet  illustre  géomètre.  » 

Ce  mode  de  division  de  l'espace  s'est  montré  très  puissant  entre 
les  mains  des  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  théorie  de  l'at- 
traction. Il  leur  a  notamment  permis  de  résoudre  le  problème  de 
l'attraction  des  ellipsoïdes. 

Il  existe  une  sorte  de  parallélisme  entre  les  méthodes  fondées 
sur  la  décomposition  de  l'espace  en  cylindres  infiniment  déliés 
dont  les  génératrices  ont  même  direction  et  les  méthodes  fondées 


(')  Lagrange,  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  p.  i25;  1773. 
(')  Legendre,  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  X;  1778. 
(')  Legendre,  Mémoires  sur  les  intégrales  doubles  {^Mémoires  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  p.  4^5;  1788). 
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sur  la  décomposition  de  l'espace  en  cônes  infiniment  déliés  issus 
d'un  même  point.  Ce  parallélisme  a  été,  à  plusieurs  reprises,  si- 
gnalé par  Gauss  ('). 

Le  rôle  que  joue,  dans  la  première  espèce  de  méthodes,  le  théo- 
rème de  Green,  semble  être  tenu,  dans  la  seconde  espèce  de  mé- 
thodes, par  trois  lemmes  très  simples  que  Gauss  (^)  a  imaginés 
afin  de  résoudre  le  problème  de  l'attraction  des  ellipsoïdes.  Ce 
sont  ces  lemmes  que  nous  allons  démontrer,  suivant  la  forme  même 
de  Gauss. 

Imaginons  une  surface  fermée  S,  à  connexion  simple  ou  mul- 
tiple, limitant  un  certain  espace  clos  E;  imaginons  aussi  un  point 
M  que,  pour  le  moment,  nous  supposerons  n'être  point  situé  sur 
la  surface  S. 

Du  point  M,  faisons  partir  un  rayon  vecteur  qui  rencontre  la 
surface  S;  si  le  point  M  est  à  l'intérieur  de  l'espace  E,  ce  rayon 
vecteur  rencontrera  la  surface  S  un  nombre  impair  de  fois.  A 
chaque  rencontre  d'ordre  impair,  il  sortira  de  l'espace  considéré, 
et,  à  chaque  rencontre  d'ordre  pair,  il  y  entrera.  Si,  au  contraire, 
le  point  M  est  extérieur  à  l'espace  considéré,  le  rayon  vecteur  ren- 
contrera la  surface  S  un  nombre  pair  de  fois;  à  chaque  rencontre 
d'ordre  impair,  il  entrera  dans  l'espace  considéré;  à  chaque  ren- 
contre d'ordre  pair,  il  en  sortira. 

Désignons  par  /-^  la  distance  du  point  M  au  yo'ème  point  de  ren- 
contre de  notre  rayon  vecteur  avec  la  surface  S.  Soit  N^  la  nor- 
male en  ce  point  à  la  surface  S,  celte  normale  étant  dirigée  vers 
l'extérieur  de  l'espace  E,  et  soit  (/\Ne)p  l'angle  que  la  normale 
ainsi  dirigée  fait  avec  le  rayon  vecteur.  L'angle  (r,^e)p  est  aigu 
ou  obtus,  selon  qu'au  point  considéré  le  rayon  vecteur  sort  de  l'es- 
pace E  ou  pénètre  dans  cet  espace. 

Dès  lors,  si  le  point  M  est  intérieur  à  l'espace  E,  nous  au- 


(  '  )  Gauss  (C.-F.)  ,  Tlieoria  attractionis  corporum  sphœroidicorum  ellipticorum 
homogeneorum  methodo  nova  tractata  {Nouveaux  Mémoires  de  Goettingue, 
t.  II,  i8i3;  Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  i).  —  Principia  generalia  theoriœ  figurœ 
Jîuidoruni  in  statu  œquilibrii  {Nouveaux  Mémoires  de  Goettingue,  t.  V,  i83o; 
Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  43). 

(")  Gauss  (G.-F.),  Theoria  attractionis  corporum  sphœroidicorum  elliptico- 
rum homogeneorum  methodo  nova  tractata  {^Nouveaux  Mémoires  de  Goettin- 
gue, t.  II,  i8i3;  Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  9). 
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rons 

cos(r,  Ne)i>o,     cos(r,  Ne)2<o,      ...,     cos(r,  Ne)2,„-i  >  o, 

et,  si  le  point  M  est  extérieur  à  l'espace  E,  nous  aurons 

cos(;-,  Ne),<o,     cos(r,Ne)2>  o,     ...,     cos(r,  Ne)2„>  o. 

Sur  la  surface  d'une  sphère  de  rajon  i,  ayant  pour  centre  le  point 
M,  prenons  un  élément  d'y  voisin  du  point  où  cette  surface  sphé- 
rique  est  percée  par  notre  rajon  vecteur.  Le  contour  de  cet  élé- 
ment étant  pris  pour  directrice  d'un  cône  infiniment  délié  dont  le 
sommet  est  en  M,  ce  cône  découpera  sur  la  surface  S  des  éléments 

CtS  \  A    CiS  2}   •  •  "5   as  py  •  •  f  . 

Si  l'angle  (r,  N^)^  est  aigu,  nous  aurons 

_  COs(/-,  l^e)i>d^p  _ 

ri 
Si,  au  contraire,  l'angle  (/•,  N^)^  est  obtus,  nous  aurons 


^(j  =  — 


COS(r.    'Ne)pdSp 


'  p 
Cela  posé,  considérons,  en  premier  lieu,  le  cas  où  le  point  M  est 
intérieur  à  l'espace  considéré.  Nous  aurons 

_cos(r,  Ne)i<iS,  _       cos{r,  Ne)2  0?S2 
^~  'r\  "~  ri 

_  _    COS(r,    Ne)2,«-lC?S2,„-l 

— —  5 > 

et,  par  conséquent, 

cos(r,  Ne)i«iSi        cos(/-,  Ne)2<^S2    ,  cos(r,  Ne)2/„-i  c?S2,„_i         , 

■ 11 ' —^ -T- .  .  .  H -^ =:  rfa. 

'  l  '2  '  2'n-l 

Ecrivons  les  égalités  analogues  qui  nous  sont  fournies  par  tous  les 
éléments  «?o-  de  la  sphère  de  rayon  i,  et  ajoutons-les  membre  à 
membre;  nous  verrons  sans  peine  que  le  premier  membre  de 
l'égalité  résultante  sera  l'intégrale 


S 


COS(/-,    Ne)<fS 


étendue  à  toute  la  surface  S,  et  que  le  second  membre  sera  la  sur- 
face de  la  sphère  de  rayon  i,  c'est-à-dire  ^tz.  D'où  le  théorème 
suivant,  qui  constitue  le  premier  lemme  de  Gauss  : 
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Lorsque  le  point  M  est  intérieur  à  V espace  clos  limité  par  la 

sur J ace  S,  on  a 

(0  ncos(r,  N,)^S^^^^ 

Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  M  est  extérieur  à 
l'espace  E  limité  par  la  surface  S,  on  a,  dans  ce  cas, 

COs(r,  Ne)irfSi  COS(r,  Ne)2fl?S2 


do  = 


ri 

COs(r,   ^e)>ndSzn 
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et,  par  conséquent, 

cos(r,  Ne)ic?Si        cos(r,  Ne)2</S2    ,  cos(r,  Ne)2„«a?S2, 

ri  ri  ri^ 

En  écrivant  des  égalités  analogues  pour  tous  les  éléments  d'y  et 
en  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve  le  résultat  suivant, 
qui  constitue  le  deuxième  lemnie  de  Gauss  : 

Lorsque  le  point  M  est  extérieur  à  l'espace  clos  limité  par 
la  surface  S,  on  a 

(2)  Qcos(r,-Ne)dS  ^^ 

Examinons  maintenant  le  cas  un  peu  plus  compliqué  où  le 
point  M  est  sur  la  surface  S,  et  supposons  d'abord  que  la  surface 
S  admette  au  point  M  un  plan  tangent  unique  P.  Ce  plan  P  divise 
l'espace  en  deux  régions  faciles  à  distinguer  l'une  de  l'autre.  Si, 
par  le  point  M,  on  mène  vme  demi-droite  normale  au  plan  P, 
selon  la  direction  que  l'on  aura  attribuée  à  cette  demi-droite,  elle 
entrera  dans  l'espace  E  au  point  M,  ou  bien  elle  en  sortira.  Nous 
nommerons  première  région  la  région  dans  laquelle  se  trouve  la 
premièie  direction,  et  deuxième  région  la  région  dans  laquelle  se 
trouve  la  deuxième  direction. 

Le  plan  P  divise  en  deux  hémisphères  la  sphère  de  rajon  i  ayant 
le  point  M  pour  centre.  Nommons  premier  hémisphère  l'hémi- 
splière  situé  dans  la  première  région,  et  deuxième  hémisphère  l'hé- 
misphère situé  dans  la  deuxième  région. 

Soit  da  un  élément  superficiel  du  premier  hémisphère.  Prenons 
le  contour  de  cet  élément  d<7  pour  directrice  d'un  cône  infiniment 
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délié  ayant  pour  sommet  le  point  M.  Ce  cône  découpe  sur  la  sur- 
face S  un  nombre  impair  d'éléments  dS^^  dSi,  .  .  .,  dS2m-^'  Les 
éléments  d'ordre  impair  correspondent  aux  points  où  le  cône  sort 
de  l'espace  E,  les  éléments  d'ordre  pair  aux  points  où  il  pénètre 
dans  cet  espace.  On  a  donc 

,    _  cos(r,  Ne)i  (5?Si  _       cos(r,  Ne)2<:/S2 

COS(/%  Ne)2,„-iC^S2/«-i 


et,  par  conséquent, 

cos(r,  Ne)i<iS]        cos(r,  Ne)2<3?S2  cos(r,  Ne)2,„-i<iS2w-i 


=  d^. 


Écrivons  des  égalités  analogues  pour  tous  les  éléments  d<7  du  pre- 
mier hémisphère,  et  ajoutons-les  membre  à  membre;  nous  aurons 

,    ,  n  cos{r,  Ne)dS 

(«)  0~^^^ ="'''' 

l'intégration  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface  S  qui  sont 
situés  dans  la  première  région. 

Soit  de  même  d^  un  élément  superficiel  du  second  hémisphère  ; 
à  cet  élément,  circonscrivons  un  cône  infiniment  délié  ayant  le 
point  M  pour  sommet.  Ce  cône  découpe  sur  la  surface  S  un  nombre 
pair  ou  nul  d'éléments  c^Sj,  dSo-,  •  •  .,  dS2n-  Les  éléments  d'ordre 
impair  correspondent  aux  points  où  le  cône  entre  dans  l'espace  E, 
les  éléments  d'ordre  pair  aux  points  où  il  sort  de  cet  espace.  On  a 
donc 

,  cos(r,  Ne)i<'iSi        cos(r,  Ne)2a?S2 

d"  = ^z —  ^ j:ï 

_  _    C0S(7',  Ne)2„C?S2« 

- -  ^2 ' 

'  in- 

et,  par  conséquent, 

cos(r,  Ne)i<fSi        cos(r,  Ne)2(iS2  cos(/',  Ne")2«<^S2rt 


0. 


1-> 


Ajoutons   membre  à  membre  les  égalités  analogues  fournies   par 
tous  les  éléments  d's  du  second  hémisphère,   et  nous  trouverons 

(6)  gcos(r,N.)rfS^^^ 
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l'intégration  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  la  surface  S  qui  se 
trouvent  dans  la  deuxième  région. 

Ajoutons  membre  à   membre  les  deux  égalités  (a)  et  (6);  la 
somme  des  premiers  membres  sera  l'intégrale 

Scos(r,  Ne)rfS 

étendue  à  la  surface  S  tout  entière,  et  nous  obtiendrons  le  troi- 
sième lemme  de  Gauss  : 

Lorsque  le  point  M  est  situé  sur  la  surface  S  et  que  la  sur- 
face admet  en  ce  point  un  plan  tangent  unique,  on  a 

cos(r,  Ne)c?S 


(3)  S^'<^ 


Si  au  point  M  la  surface  S,  au  lieu  d'admettre  un  seul  plan  tan- 
gent, admettait  plusieurs  plans  tangents  ou  un  cône  de  tangentes 
à  une  ou  plusieurs  nappes,  un  raisonnement  analogue  donnerait 
aisément  la  valeur  de  l'intégrale 

Scos(r,  Ne)ifS 

Si,  par  exemple,  le  point  considéré  est  un  point  conique  simple, 
on  aura 

a  étant  l'ouverture  sphérique  de  la  nappe  du  cône  qui  renferme  la 
surface  à  son  intérieur  au  voisinage  du  point  considéré  ;  si  le  point 
considéré  fait  partie  d'une  arête,  on  aura  encore  la  même  formule, 

-  étant  l'angle  plan  du  dièdre  qui,  au  voisinage  de  l'arête,  com- 
prend la  surface  à  son  intérieur. 

§  2.  —  Existence  de  la  force  d'attraction  en  un  point  intérieur  aux  charges 
agissantes.  Conséquence  des  lemmes  de  Gauss. 

Supposons  qu'un  système  soit  formé  d'un  ou  de  plusieurs  corps 
renfermant  à  leur  intérieur  de  l'électricité  dont  la  densité  solide  soit  p 
au  point  («,  ^,  c).  Ce  système  renferme  des  surfaces  de  disconti- 
nuité sur  lesquelles  l'électricité  est  distribuée,  et  sa  densité  superfi- 
cielle est  a  en  un  point  de  l'élément  superficiel  d'S.  Soit  M(.2;,y,  c) 
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un  point  extérieur  à  toutes  ces  masses  agissantes.  Si  ce  point  porte 
une  unité  d'électricité,  il  sera  soumis,  en  vertu  des  lois  de  Cou- 
lomb, à  une  force  ayant  pour  composantes 

/'  désignant,  suivant  les  circonstances,  soit  la  distance  du  point  M 
au  point  (a,  Z),  c),  soit  la  distance  du  point  M  à  un  point  de  l'élé- 
ment dS. 

Prenons  maintenant  le  point  M(a:,y,  z)  k  l'intérieur  des  régions 
occupées  par  les  charges  agissantes,  soit  à  distance  finie  de  toute 
surface  de  discontinuité,  soit  même  sur  une  surface  de  discontinuité. 
Laissons  de  côté,  pour  le  moment,  ce  dernier  cas,  qui  est  le  plus 
compliqué.  Désignons  par  l'indice  i  le  corps  électrisé  auquel  ap- 
partient le  point  M,  c'est-à-dire  une  masse  d'étendue  finie,  entou- 
rant le  point  M  et  ne  renfermant  aucune  surface  de  discontinuité. 

Autour  du  point  M,  traçons  une  surface  fermée  assez  petite  pour 
qu'elle  ne  pénètre  dans  aucun  corps  du  système  autre  que  le  corps  i , 
et  qu'elle  ne  rencontre  aucune  surface  de  discontinuité.  Désignons 
par  0  cette  surface. 

Soit  2  la  partie  du  corps  i  non  comprise  dans  la  surface  0. 

Imaginons  que  toutes  les  charges  électriques,  sitviées  en  dehors 
de  la  surface  0,  agissent  sur  le  point  M,  chargé  d'une  unité  d'élec- 
tricité, conformément  aux  lois  de  Coulomb.  La  force  exercée  a 
pour  composantes  des  quantités  X,  Y,  Z,  données  par  les  éga- 
lités (4),  qui  peuvent  encore  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


— -  da  db  de, 

ox  ' 


Dans  ces  expressions,  le  signe  \]  qui  porte  sur  l'intégrale  triple 
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s'applique  à  tous  les  corps  du  système  autres  que  le  corps  i  ;  le 
signe  ^  qui  porte  sur  l'intégrale  de  surface  s'applique  à  toutes 
les  surfaces  de  discontinuité  du  système;  l'intégrale  triple  non 
soumise  au  signe  \^  s'étend  à  tous  les  éléments  de  l'espace  2. 

Ces  expressions  (5)  peuvent  se  transformer. 

Considérons  la  sphère  de  rayon  i  ayant  le  point  M  pour  centre  ; 
soit  du  un  élément  de  la  surface  de  cette  sphère.  Prenons  le  con- 
tour de  cet  élément  pour  directrice  d'un  cône  infiniment  délié 
ayant  pour  sommet  le  point  M.  Deux  sphères  décrites  du  point  M 
comme  centre  avec  des  rayons  /'  et  {^r  +  dr)  découpent  sur  ce  cône 
un  élément  de  volume  r-dlldr;  on  peut  adopter,  pour  l'es- 
pace 2,  ce  mode  de  division  en  éléments  de  volume. 

On  peut  donc  écrire,  au  lieu  des  égalités  (5), 

Y  =  . . . , 

le  dernier  signe  V  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les 

éléments  JS  de  la  sphère  de  rayon  i  ayant  le  point  M  pour  centre. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  0  se  contracte  de  manière 
à  venir  s'évanouir  au  point  M  par  une  série  quelconque  de  formes. 
Les  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  X  demeurent  inva- 
riables durant  cette  modification.  Le  troisième  terme  formé  par 
une  intégrale  dont  les  limites  et  les  éléments  demeurent  finis, 
lorsque  la  surface  0  s'évanouit,  tend  vers  une  limite  finie  dont  la 
valeur  ne  dépend  pas  de  la  série  de  formes  par  lesquelles  passe 
la  surface  0.  Donc  X  tend  aussi  vers  une  limite  finie,  indépen- 
dante de  la  série  de  formes  par  lesquelles  passe  la  surface  0,  et 
cette  limite  peut  être  représentée  par  la  première  des  égalités  (4). 

Une  démonstration  analogue  s'applique  à  Y  et  Z  et  nous  permet 
d'énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  Von  suppose  que  la  loi  de  Coulomb  exprime  toujours 
r  action  mutuelle  de  deux  particules  électrisées,  quelque  petite 
que  soit  la  distance  qui  sépare  ces  deux  particules,  Vaction 
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exercée  sur  un  point  chargé  d'une  unité  d'électricité  conserve 
une  grandeur  et  une  direction  bien  déterminée,  même  si  le  point 
fait  partie  d'un  volume  électrisé,  pourvu  qu'il  soit  à  distance 
finie  de  toute  surface  de  discontinuité  électrisée.  Les  compo- 
santes de  cette  action  sont  représentées  par  les  égalités  (4). 

Nous  allons  voir  de  plus  que,  dans  ces  conditions,  chacune  des 
trois  composantes  de  la  force  est  une  fonction  continue  des 
coordonnées  du  point  sur  lequel  agit  la  force. 

Soient,  en  effet,  deux  points  voisins  M(^,y,  z)  et  M'(^', _/',  z'). 
Autour  du  point  M,  traçons  une  surface  fermée  convexe,  0,  en- 
fermant aussi  le  point  M'(x',  jk',  -z'),  et  ne  rencontrant  aucune  sur- 
face de  discontinuité. 

Soit  X  l'une  des  composantes  de  la  force  exercée  au  point  M. 

Nous  pourrons  écrire 

X  =  Xj  -1-  A2, 

X,  étant  la  composante  de  l'action  exercée  au  point  M  par  l'élec- 
tricité répandue  à  l'intérieur  de  la  surface  0,  et  X2  la  composante 
de  l'action  exercée  au  point  M  par  l'électricité  extérieure  à  la 
surface  0.  Une  notation  analogue  nous  permet  d'écrire,  pour  le 
point  M', 

Nous  aurons  donc 

A.  —  A.  =^  X.  —  Xj  —H  Xq  —  X2. 

Les  raisonnements  faits  précédemment  nous  montrent  que,  pour 
tout  point  M"  intérieur  à  la  surface  0,  on  peut  écrire 

.R 

dx 


x'i^SjT  pâ'^'-^2, 


dît  étant  un  élément  superficiel  de  la  surface  de  rayon  1  ayant  pour 
centre  le  point  M",  et  R  la  distance  au  point  M"  d'un  point  de  la 
surface  0  ayant  sa  perspective  sphérique  svir  l'élément  t/S.  Cette 
expression  nous  montre  que  l'on  peut  toujours  prendre  la  sur- 
face 0  assez  petite,  pour  avoir  en  tout  point  M''  intérieur  à  cette 
surface 

|x';i<^   (»), 

(' )  La  notation  a,  empruntée  à  M.  Weierstrass,  signifie  valeur  absolue  de  a. 
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r,   étant  une   quantité  positive  quelconqxie   donnée  d'avance.   On 
aura  donc,  en  particulier, 

|x,|<|,      ix;i<5. 

La  surface  0  étant  ainsi  choisie,  remarquons  que  X2  est  évi- 
demment une  fonction  continue  des  coordonnées  du  point  M,  en 
sorte  qu'on  pourra  tracer  autour  du  point  M  une  sphère  S,  en  en- 
tier comprise  à  l'intérieur  de  la  surface  0,  et  assez  petite  pour 
que  l'on  ait 

|X;-X,|<^; 

toutes  les  fois  que  le  point  M'  sera  intérieur  à  cette  sphère.  On 
voit  alors  que,  toutes  les  fois  que  le  point  M'  sera   intérieur  à  la 

sphère  S,  on  aura 

|X'--X|<r„ 

ce  qui  démontre  la  continuité  de  la  quantité  X. 

La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  combinée  avec 
les  lemmes  de  Gauss,  va  nous  fournir  un  théorème  que  nous  au- 
rons constamment  à  appliquer  au  cours  de  ces  Leçons. 

Supposons   que   nous   ajons   un    système    formé    d'un    certain 

Fig.  3. 


nombre  de  corps  continus  à  l'intérieur  desquels  la  densité  élec- 
trique solide  a,  en  tout  point,  une  valeur  finie  p  ;  ces  corps  sont 
séparés  les  uns  des  avitres  par  des  surfaces  de  discontinuité  en  tout 
point  desquelles  la  densité  superficielle  a  une  valeur  finie  o-.  Un 
élément  de  volume  dxdydz  peut  renfermer  un  élément  c?0  d'une 
semblable  surface.  Il  contient  alors  une  charge  électrique 

dm  =  p  dx  dy  dz  -{-  (7  d^, 

Au  travers  de  ce  système,  traçons  une  surface  fermée  S  (Jig.  3), 
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à  connexion  simple  ou  multiple,  dont  tout  point  soit  à  distance 
finie  de  toute  surface  de  discontinuité  électrisée.  Traçons  en- 
suite deux  surfaces  iqui  puissent,  par  une  déformation  continue, 
venir  coïncider  avec  la  surface  S  :  l'une  S',  intérieure  à  l'espace 
limité  par  la  surface  S;  l'autre.  S",  extérieure  au  même  espace; 
nous  supposerons,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  faire,  que  l'on 
ait  tracé  ces  surfaces  de  manière  que  l'espace  qu'elles  comprennent 
entre  elles  ne  renferme  aucune  surface  de  discontinuité  du  sys- 
tème. 

L'espace  entier  se  trouve  alors  divisé  en  quatre  régions  : 

La  région  1,  intérieure  à  la  surface  S'; 

La  région  2,  comprise  entre  S'  et  S  ; 

La  région  3,  comprise  entre  S  et  S"  ; 

La  région  4,  formée  par  l'espace  illimité  extérieur  à  S". 

Considérons  un  élément  de  volume  de  la  première  région,  élé- 
ment situé  autour  du  point  M).  Pour  cet  élément,  qui  renferme 
une  quantité  dm  d'électricité,  formons  l'expression 


tdm 


S, 


COS(/-,  Ne)  rfS 


r  désignant  la  distance  du  point  M,  à  un  point  de  l'élément  <iS 
et  l'intégration  s'étendant  à  toute  la  surface  S.  D'après  le  premier 
lemme  de  Gauss,  cette  quantité  aura  pour  valeur 

4  r.t  dm . 

Si  nous  intégrons  ces  deux  quantités  égales  entre  elles  pour  tout 
l'espace  i ,  intérieur  à  S',  nous  trouverons  l'égalité 

(G)  ^Jdm^p^^^-^=^.^Jdm. 

Considérons  maintenant  un  élément  de  volume  de  la  région  4, 
élément  de  volume  situé  autour  du  point  M4.  Soit  r  la  distance 
du  point  M;j  à  l'élément  t/S.  Pour  cet  élément,  nous  aurons, 
d'après  le  second  lemme  de  Gauss, 

,     r\   cos(r,  Ne)  dS 
"^bi r^ ^^'     ' 
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el,  en  intégrant  pour  toute  la  région  4, 


.yrf„,g^£^N^)_«fs^o. 


Considérons  maintenant  un  point  M2  de  la  région  2.  Si  l'on 
désigne  par  c?^'  1»  perspective  de  l'élément  dS  sur  une  sphère  de 
centre  Mj  et  de  rayon  i ,  on  aura 

\cos(r,-N,)dS\  =  r^d^. 

On  aura  donc,  pour  tout  point  Ma  de  la  région  2, 

Scos(/-,  Ne)  c?S  I    n 
s V^ PO^^ 

ou 

Scos(r,  Ne)c?S  I  .  , 
s  '  -  I 

Pour  tous  les  points  de  la  région  2,  p  demeure  inférieur  en 
valeur  absolue  à  une  certaine  limite  Pg.  On  a  donc  ' 

Mais  f  f  f  dx  dy  dz  est  le  volume  compris  entre  les  deux  sur- 
faces S  et  S'.  On  peut  prendre  ces  deux  surfaces  assez  voisines 
pour  que  ce  volume  soit  plus  petit  que  toute  quantité  positive 
donnée  d'avance. 

L'inégalité  (8)  peut  donc  être  remplacée  par  l'égalité 

(9)  sT^mC    ^^ili:iM^=r/, 

■fl  étant  une  quantité  que  l'on  peut  rendre  aussi  petite  que  l'en 
veut  en  valeur  absolue,  pourvu  que  l'on  choisisse  la  surface  S' 
assez  voisine  de  la  surface  S. 

On  démontrerait  de  même  l'égalité 

(10)  -      '      ''"'    ^  \      7         c=/ 


t  I  dm  X 
1        Os 


r"  étant  une  quantité  que  l'on  peut  rendre  aussi  petite  que  l'on 
veut  en  valeur  absolue  en  choisissant  la  surface  S"  assez  voisine 
de  S. 

D.  -  I.  3 
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Enfin  on  a  évidemment 

/  dm  —    I   j    I   p  dx  dy  dz 
ou  bien 

/  dm    <  P2    1   I    I    dx  dy  dz, 

ce  qui  peut  s'écrire 

(11)  /  dm  —  r^, 

Tj  étant,  comme  r/,  une  quantité  que  l'on  peut  rendre  aussi  petite 
que  l'on  veut  en  valeur  absolue  en  choisissant  la  surface  S'  assez, 
voisine  de  la  surface  S. 

Soit  DIL  la  quantité  totale  d'électricité  comprise  à  l'intérieur  de 
la  surface  S.  Nous  aurons 

(12)  Dlo  =     /  dm -^    I  dm. 

J^es  égalités  (6),  (7),  (9),  (10),  (11),  (12)  donnent  alors 
cos(/%  Ng)  c?S 


^fdm^ 


—  4  -ite  OÏL  —  r;'  -H  Y)"  —  4  ttît,  . 


Le  premier  membre  de  cette  égalité  ne  dépend  pas  de  la  position 
des  surfaces  S'  et  S".  Le  second  membre  peut  être  rendu  plus 
petit  que. toute  quantité  donnée  si  l'on  rapproche  assez  les  surfaces 
S'  et  S"  de  la  surface  S.  11  est  dès  lors  évident  que  semblable  éga- 
lité ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(.3)  s/^.»S^^^^-;^^-^S-4.s31L  =  o. 

Cette  égalité  (i3)  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme. 
La  quantité 

l\x=î«fb  / 

est  la  composante  suivant  la  noi-male  extérieure  à  la  surface  S  de 
l'action  que  toutes  les  charges  électriques  dm  répandues  sur  le 
système  exerceraient  sur  l'élément  <^S,  si  la  surface  S  était  revêtue 
d'une  couche  électrique  fictive  de  densité  superficielle  égale  à 
l'unité.  Moyennant  cette  définition  de  Fjy,  définition  rendue  légi- 
time parce  que  nous  avons  dit  au  début  de  ce  paragraphe  de  l'exis- 
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tence  de  la  force  même  à  l'intérieur  des  charges  agissantes,  l'éga- 
lité (i3)  peut  s'écrire 

(i4)  CFk^S  =  4to31I. 

Cette  égalité  sera  pour  nous  d'un  fréquent  usage.  Nous  nous  bor- 
nerons, pour  le  moment,  à  en  déduire  les  célèbres  théorèmes  de 
Newton  (')  sur  l'attraction  d'une  couche  sphérique  homogène. 

§  3.  —  Attraction  exercée  en  un  point  par  une  couche  sphérique 

homogène. 

Un   volume  compris   entre   deux   surfaces  sphériques  {^fig-  4) 

Fig.  4- 


■s 


concentriques  est  rempli  d'électricité  qui  y  est  répandue  avec  une 
densité  solide  uniforme;  soit  31L  la  quantité  d'électricité  qu'il 
renferme.  En  un  point  M  se  trouve  une  masse  matérielle  por- 
tant une  charge  électrique  [x.  Cette  masse  matérielle  subit,  de  la 
part  de  la  couche  sphérique,  vine  action  0[ji.,  <Ï>  ayant,  évidem- 
jnent,  la  même  valeur  pour  tous  les  points  équidistants  du  centre  O 
de  la  couche  sphérique  et  l'action  étant  évidemment  dirigée  suivant 
la  ligne  menée  du  centre  O  au  point  M.  Convenons  de  compter 
positivement  l'action  lorsqu'elle  est  dirigée  de  O  vers  M  et  négati- 
vement lorsqu'elle  est  dirigée  de  M  vers  O. 

Prenons  une  surface  sphérique  S  ayant  pour  centre  le  point  O 
et  passant  par  le  point  M.  Soit  r  le  rayon  de  cette  surface.  Il  est 


(')  Newton,  Philosophiœ  naturalis  principia  mathematica.   Liber  I,  Sec- 
tiones  XII,  XIII. 
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aisé  de  voir  que,  pour  une  semblable  surface,  la  quantité  Fj,,  dé- 
finie comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure,  aura  précisément,  en 
tout  point,  la  valeur  $.  Nous  aurons  donc 

(i5)  CFn^S  =  47r/'2<ï.. 

Deux  cas  sont  maintenant  à  distinguer  : 

1°  Le  point  M  est  situé  dans  la  cavité  intérieure  à  la  couche 
sphérique.  Dans  ce  cas,  toutes  les  charges  électriques  dont  émanent 
les  actions  Fjj  sont  extérieures  à  la  surface  S. 

D'après  l'égalité  (i4)  on  a 


§  F:,  ^S  =  o, 


ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (i5), 

4>  =  G. 

Une  couche  sphérique  homogène  n^ exerce  aucune  action  sur 
les  points  renfermés  dans  la  cavité  qu^elle  délimite. 

2°  Le  point  M  est  extérieur  à  la  couche  sphérique.  Dans  ce  cas, 
toutes  les  charges  électriques  de  cette  couche,  qui  produisent 
l'action  Fj,-,  sont  intérieures  à  la  surface  S.  On  a  donc,  d'après 
l'égalité  (14)5 


S 


d\L  étant  la  somme  de  ces  charges,  et  l'égalité  (i5)  devient 

311 


*  =  z 

r 


Une  couche  sphérique  homogène  agit  sur  un  point  extéi-ieur 
comme  si  toutes  les  charges  qu^ elle  renferme  étaient  réunies 
en  son  centre. 

Ces  deux  théorèmes  permettent  aisément  de  calculer  l'action 
exercée  sur  un  point  situé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace 
par  une  sphère  sur  laquelle  l'électricité  est  distribuée  en  couches 
concentriques  homogènes.  En  particulier,  si  le  point  électrisé  est 
extérieur  à  la  sphère,  la  sphère  doit  agir  sur  lui  comme  si  toutes 
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les  charges  électriques  qu'elle  renferme  étaient  ramassées  en  son 
centre;  l'action  exercée  doit  donc  varier  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance  du  point  au  centre  de  la  sphère.  On  sait  que  Cou- 
lomb a  vérifié  expérimentalement  cette  conséquence  de  sa  loi  en 
observant  les  oscillations  d'un  petit  corps  électrisé  en  présence 
d'une  sphère  conductrice  électrisée. 
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CHAPITRE  Y. 


PROPRIETES  DE  LA  FONCTION  POTENTIELLE  EN  UN  POINT  INTERIEUR 
AUX  CHARGES  AGISSANTES. 


§  1.  —  Existence  et  continuité  de  la  fonction  potentielle  en  un  point 
intérieur  aux  charges  agissantes. 

Au  Chapitre  II,  nous  avons  défini  la  fonction  potentielle  et 
étudié  ses  propriétés  seulement  en  vin  point  situé  à  distance  finie 
de  toutes  les  charges  agissantes.  Nous  allons  maintenant  étendre 
les  résultats  obtenus,  en  les  modifiant  au  besoin,  de  manière  qu'ils 
deviennent  applicables  à  un  point  placé  au  contact  des  charges  agis- 
santes. 

Nous  allons,  dans  le  présent  Chapitre,  considérer  un  point  M 
placé  dans  une  région  où  la  densité  solide  de  l'électricité  n'a  pas 
une  valeur  nulle,  mais  situé  en  même  temps  à  distance  finie  de 
toutes  les  surfaces  sur  lesquelles  existe  une  distribution  superfi- 
cielle. 

Pourvu  que  la  densité  solide  ait,  au  point  M,  une  valeur  finie, 
nous  savons,  par  ce  qui  a  été  dit  au  Chapitre  précédent,  que  l'ac- 
tion exercée  par  toutes  les  charges  électriques  du  système  sur  une 
charge  égale  à  l'unité  supposée  placée  au  point  M  a  des  compc- 
santes  parfaitement  déterminées  X,  Y,  Z,  qui  nous  sont  données 
par  les  égalités  (4)  du  Chapitre  IV. 

Autour  du  point  M,  on  peut  tracer  une  surface  fermée  S,  sim- 
plement connexe  et  convexe,  limitant  un  volume  en  tous  les  points 
duquel  la  densité  solide  de  l'électricité  existe  et  a  une  valeur 
finie.  Ce  volume  ne  renferme  aucune  surface  de  discontinuité. 
Désignons  ce  volume  par  l'indice  i  et  le  reste  de  l'espace  par  l'in- 
dice 2. 

L'électricité  répandue  dans  la  région  i  exerce  au  point  M  une 
action  dont  les  composantes  sont  Xj,  Y,,  Z,  ;  l'électricité  répan- 
due dans  la  région  2  exerce  au  point  M  une  action  dont  les  com- 
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posantes  sont  X2,  Yo,  Z2  ;  on  a 

f  X  =  Xi-+-X2, 
(0  Y  =  Y,  +  Y,, 

\    lu  ^  Li\  H—  ^2* 

Les  quantités  Xo,  Yo,  Z2  obéissent  aux  lois  indiquées  au  Cha- 
pitre II;  en  particulier,  si  l'on  désigne  par  x^  y,  z  les  coordonnées 
du  point  M,  et  par  Y^i^iy-,  ^)  la  fonction  potentielle  au  point  M 
de  toute  l'électricité  répandue  dans  la  région  2,  on  aura 

I    A2  —  —  £  — — > 
1  Ox 


z  -      t"*^'. 

L>t  —  —  £  -^ —  • 

\  oz 

Notre  étude  doit  porter  sur  les  quantités  X,,  Y,,  Z,.  De  ces  quan- 
tités, nous  ne  savons  rien,  si  ce  n'est  qu'elles  sont  finies,  déter- 
minées et  représentées  par  les  égalités 

Xi  =  /   /    /  -~r  — -  dai  dbidci, 


'JJJ,  '■'  "^^ 


(  3  )  /Y,  =JJJ-t  ^  da,  db,  de, , 


p    dr 
-2  dy 

p    dr 


fim 


duidbidci, 


p  étant  la  densité  électrique  solide  en  un  point  de  l'élément 
datdbtdct,  pris  dans  la  région  i,  et  r  la  distance  de  ce  point  au 
point  M. 

Entourons  le  point  M  d'une  surface  fermée  S  {Jig.  5)   simplc- 

Fig.  5. 


ment  connexe,  entièrement  contenue  dans  S,  et  pouvant,  par  une 
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déformation  continue,  venir  s'évanouir  au  point  M.  Soit  3  la  ré- 
gion comprise  entre  la  surface  2  et  la  surface  S.  Envisageons  la 
quantité 

(4)  "'"///'  da^dh^dcz, 

Cette  quantité  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque 
la  surface  S  tend  à  venir  s'évanouir  au  point  M  en  passant  par 
vme  série  quelconque  de  formes. 

Soit,  en  effet,  un  rayon  vecteur  issu  du  point  M.  Il  rencontre 
d'abord  la  surface  S  un  nombre  impair  de  fois,  en  des  points  dont 
les  distances  au  point  M  ont  pour  valeurs  rj,  rg,  .  . .,  r^p^  ''ap+i  \ 
il  rencontre  ensuite  la  surface  convexe  S  en  un  point  unique  dont 
la  distance  au  point  M  est  R.  Supposons  que  ce  rayon  vecteur 
soit  l'une  des  génératrices  d'un  cône  ayant  le  point  M  pour  som- 
met et  pour  ouverture  sphérique  t^w.  Nous  verrons  sans  peine  que 
l'on  peut  écrire 

J  =  ^  c/to      /      pr  dr  -+■  I       pr  dr  -h  .  . .  -h   i        pr  dr  -h  j        pr  dr\. 

Supposons  maintenant  que  la  surface  S  vienne  s'évanouir  au  point 
M.  Toutes  les  intégrales  qui  figurent  entre  crochets  tendent  vers 
o,   sauf  la  dernière  qui  tend  vers  une  limite   finie  et  déterminée 

^R 

/      prdr. 

La  quantité  J  tend  donc  vers  une  limite  finie  et  déterminée 

J'=  V  d(x>  I      pr  dr. 

Si  nous  nous  reportons  à  l'expression  (4)  de  J,  nous  voyons  que, 
lorsque  la  surface  S  vient  s'' évanouir  au  point  M(j:,jk,  ^),  la, 
quantité  J  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  que  nous 
désignerons  parY  i  {^,y,  ^)  <?^  qu^  nous  nommerons  fonction  po- 
tentielle au  point  M  de  l'électricité  répandue  dans  la  région  i. 
Suivant  l'usage  établi  dans  l'étude  des  intégrales  définies,  cette 
proposition  s'exprime  par  l'égalité 

(5)  Yi{x,y,z)=JJJ  Ida.dbidcr. 
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Par  définition,  la  fonction  potentielle  au  point  M  de  toute  V  élec- 
tricité répandue  sur  le  système  sera  la  quantité 

(  fi)  V(r,jK,  ^)  =  V,(.r,7,  3)  -\-Yi{x,  y,  z). 

Si  l'on  se  souvient  de  la  définition  de  Y^i^^y^  z)  et  si  l'on  en 
rapproche  la  définition  de  V)(^,j',  ^)  donnée  par  l'égalité  (6), 
on  voit  que  l'on  aura  encore,  comme  pour  un  point  extérieur  aux 
masses  agissantes, 

(7)  y{x,y,z)=^JJJ^^dadbdc+^^ld^„ 

les  notations  ayant  la  même  signification  que  dans  l'égalité  (4)  du 
Chapitre  II. 

Cette  fonction  V(^,j)^,  ;:),  dont  l'existence  est  ainsi  démontrée, 
est  une  fonction  continue  des  coordonnées  du  point  M. 

La  continuité  de  y^i^iy-,  z)  étant  une  vérité  reconnue,  il  nous 
suffit,  pour  prouver  cette  proposition,  de  démontrer  la  continuité 
(le  V,(^,j,  z). 

Démontrer  la  continuité  de  V<  (^,JK,  -s),  c'est  démontrer  que,  du 
point  M  comme  centre,   on  peut  décrire  une  sphère  II  {fig.  6) 

Fig.  6. 


avec  un  rayon  MM'  si  petit  que,  pour  tout  point  W{x\y'^  z")  in- 
térieur à  cette  sphère,  on  ait 

(8)  \y,{x\y,z")-\,{x,y,z)\<r^, 

ri  étant  une  quantité  positive  quelconque  choisie  d'avance. 

Commençons  par  entourer  le  point  M  d'une  surface  fermée, 
sim])lement  connexe  et  convexe  S  entièrement  contenue  dans  S. 
Désignons  par  3  la  région  comprise  à  l'intérieur  de  la  surface  S  et 
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par  4  la  région  comprise  entre  la  surface  S  et  la  surface  S.  La 
région  i  se  composera  de  l'ensemble  des  régions  3  et  4- 

Soit  M."'{x"\y",  z'")  un  point  quelconque  de  la  région  3; 
soient 

Y,(^"',y",^"'),  y^i^"',y",^"'),  y,{x'\y\z"') 

ou,  plus  brièvement, 

V'"       V"       V" 

les  fonctions  potentielles  au  point  M'"  des  charges  réparties  res- 
pectivement dans  les  régions  i,  3,  4i  on  aura 

Soit  R  la  longueur  du  rajon  vecteur  mené  du  point  M'"  à  un  point 
de  la  surface  S;  soit  ofco  l'ouverture  sphérique  d'un  petit  cône  dont 
ce  rayon  vecteur  forme  une  génératrice.  Nous  pourrons  écrire 

yi  =  ^du,J    prdr, 

le  signe  ^  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les  élé- 
ments de  la  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  le  point  M'". 

Cette  formule  nous  montre  que  l'on  peut  prendre  la  surface  S 
assez  petite  pour  que,  pour  tout  point  intérieur  à  cette  surface,  la 
quantité  V'3  soit  inférieure  en  valeur  absolue  à  une  quantité  donnée 
d'avancé.  Nous  supposerons  que  l'on  ait  pris  la  surface  S  assez 
petite,  pour  que,  pour  tout  point  M'"  intérieur  à  cette  surface,  on 
ait 

<9)  iv'ri<^- 

Envisageons  maintenant  la  fonction  V'^'.  C'est  la  fonction  poten- 
tielle au  point  M'"  de  charges  auxquelles  ce.  point  M'"  est  extérieur. 
C'est  donc  une  fonction  continue  des  coordonnées  x'",  y'",  d"  du 
point  M'". 

Le  point  M  étant  l'une  des  positions  possibles  du  point  M'",  on 
voit  que,  du  point  M  comme  centre,  on  pourra  décrire  une  sur- 
face sphérique  II,  en  entier  contenue  dans  S  et  si  petite  que,  pour 
tout  point  M"  intérieur  à  cette  surface  fl,  on  ait 
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Aux  deux  points  M  et  M",  on  peut  appliquer  l'inégalité  (9).  On  a 
donc 

On  peut  donc,   autour  du  point  M,  tracer  une  sphère  II  si  petite 
que,  pour  tout  point  M"  de  cette  sphère,  on  ait 

|V;+V',-V3-VJ<7i, 


ou  bien 


|V';-v,i<r,, 


ce  qui  est  l'inégalité  (9).  La  fonction  potentielle  en  un  point 
varie  donc  d^iine  manière  continue  lorsque  ce  point  se  déplace 
dans  une  région  où  la  densité  solide  des  charges  agissantes 
existe  partout  et  a  partout  une  valeur  finie. 

§  2.  —  Existence  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction 
potentielle.  —  Leur  relation  avec  les  composantes  de  la  force. 

Considérons  au  voisinage  du  point  M(^,j",  5)  un  autre  point 
M'(jc  +  Ajc,  y,  5),  situé  avec  M  sur  une  même  parallèle  à  O^ 
{fig'  7).    Adoptons   d'ailleurs   les  mêmes  notations  qu'en  la  dé- 

Fig.  7. 


monstration  précédente.  Envisageons  la  quantité 


¥3(3-  -{-  A.r,  j,  z)  — V3(.r,r>  ^) 
Aa? 


qui,  d'après  l'égalité  (5),  peut  s'écrire 
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Or  on  a 


1 

j. 
=  [r^—  2  (a  —  x)  ^x  -I-  Aa;2]2. 


-(A 


rr' {r  ■+■  r)  Aa? 
et  l'on  a  aussi  les  inégalités 

\a  —  x\%r, 
\a  —  X  —  Aa?  I  ^  r', 

I  A^  1 1  /•  +  /-', 

cette  dernière  résultant  de  ce  que  la  valeur  absolue  de  A^  est  la 
longueur  du  troisième  côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres  ont 
pour  longueurs  r  et  r' . 

Ces  inégalités,  jointes  à  l'égalité  précédente,  donnent 


Aa?  \  r 


r'{r-hf^')        7-r' 


Si  /•  est  inférieur  à  r',  le  second   membre   est  inférieur  à  — ^^    Si 

/•  est  au  moins  égal  à  r',  le  second  membre  est  au  plus  égal  à  -7^  • 
On  a  donc,  en  tout  cas. 


Ax  \  r 


<i 


Cette  inégalité  obtenue,  on  voit  que  l'on  aura 


Vsjx  +  Aa7,  jK,  -s)  —  VaÇa;,  y,  ^) 


Ax 


<    2 


IfM^ 


das  dbz  dc^ 


Or  la  quantité  qui  figure  au  second  membre  peut  se  transformer 
en  prenant  deux  systèmes  de  coordonnées  polaires.  On  aura 

/   /   /  -^  da^  db^  dcz  =  X  <3^w    /     p  dr^ 

la  première  intégration  s'étendant  à  tous  les  éléments  d'ù  de  la 
sphère  de  rayon  i  ayant  le  point  M  pour  centre,  et  R  étant  la  lon- 
gueur comprise  entre  le  point  M  et  la  surface  S  sur  un  rayon  pas- 
sant par  l'élément  d^ù. 
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On  aura  de  même 

/  /  /  "^  <=^«3  db^  dc-i  =y^d(ii'  I      p  dr, 

la  première  sommation  s'étendant  à  tous  les  éléments  doi'  de  la 
sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  le  point  M',  et  R'  étant  la 
longueur  comprise  entre  le  point  M'  et  la  surface  S  sur  un  rayon 
passant  par  l'élément  doi'. 

Ces  deux  formules  montrent  que  l'on  peut  toujours  choisir  la 
surface  S  assez  petite  pour  que  l'on  ait,  quelle  que  soit  la  position 
des  points  M  et  M'  dans  le  domaine  3, 


<i 


I  ""fff^  (^  ^  '^)  '^"'^  '^^^  '^"^ 

ri  étant  une  quantité  positive  choisie  d'avance,  et  par  conséquent 

¥3(3?  -+-  Aar,  y,  z)  —¥3(37,  y,  z) 


(10) 


ti.X 


<l 


V 


quelle  que  soit  la  position  du  point  M'  sur  une  parallèle  h  Ox 
menée  par  le  point  M  et  comprise  à  l'intérieur  de  la  surface  S. 

Soit  X.i  la  composante,   parallèle  à  O^,  de  l'action  exercée  au 
point  M  par  l'électricité  répandue  dans  la  région  4-  Nous  avons 


-JIIï 


-^  -r-  dat  db\  dc<^. 
■2  dx 


Or  nous  savons  que  l'on  peut  toujours  choisir  la  surface  S  assez- 
petite  pour  que  l'on  ait 

Nous  pouvons  supposer  que  l'on  ait  choisi  la  surface  S  assez  petite 
pour  que  l'on  ait  à  la  fois  l'inégalité  (10)  et  l'inégalité  (11). 

La  surface  S  étant  ainsi  choisie,  remarquons  que  les  propriétés 
de  la  fonction  potentielle  en  un  point  extérieur  aux  masses  agis- 
santes nous  donnent 

^*="~'  -di  ' 

ce  qui  montre  que  l'on  peut  toujours  choisir  Zx  assez  petit  pour 
<[ue  le  point  M'  soit  compris  à  l'intérieur  de  la  surface  S  toutes 
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les  fois  que  l'on  a 

\^a;\^\ox\, 

et  que  l'on  ait  aussi,  toutes  les  fois  que  cette  dernière  condition 
est  remplie, 

Si  l'on  observe  en  outre  que 

Vi {x,  y,  z)  =\z{x,  y,  z)  +¥4(0?,  y,  z), 
Vi  {x  -+-  \x,  y,  z)=\z{x  +  Aa?,  7,  ^)  4- ¥4(3-  -M-  Aa?,  y,  z), 

on  voit  que  les  inégalités  (10),  (i  i)  et  (12)  conduisent  à  la  conclu- 
sion suivante  : 

Quelque  petite  que  soit  la  quantité  positive  Yi  donnée  dUi- 
vance,  on  peut  toujours  trouver  une  quantité  JinieZx^  telle  que 
ron  ait 


(i3) 


Vi(a7-hA.r,  jK,  ^)— V,(a?,  y,z) 


'///^£^^'^^*^'' 


<Tr,, 


ùi.X 

toutes  les  fois  que  l^x  est  au  plus  égal  en  valeur  absolue  à  ox. 

Tirons  les  conséquences  de  cette  inégalité. 

Elle  nous  montre  que  V,  [x^  jk,  z)  admet  au  point  M  une  dérivée 
partielle  du  premier  ordre  par  rapport  à  x^  et  que  cette  dérivée  a 
pour  valeur 

p    dr 


-m 


„    ,     dai  dbi  dci, 
r'-  ox 


X 

c'est-à-dire,  d'après  la  première  des  égalités  (3),  —  —  •  Ce  résul- 
tat, joint  aux  égalités  (i),  (2)  et  (6),  nous  démontre  aisément  les 
propositions  qui  suivent,  du  moins  en  ce  qui  concerne  la  variable  x  ; 
les  propositions  qui  concernent  les  deux  autres  variables  s'éta- 
blissent d'une  manière  analogue. 

En  un  point  d'une  région  où  la  densité  solide  de  V électricité 
existe  et  a  une  valeur  finie,  la  fonction  potentielle  admet  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  à  chacune 
des  trois  variables  x,  y,  z. 
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Ces  dérivées  partielles  sont  exprimées  par  les  égalités 


(^^) 


dx 


les  notations  ayant  la  même  signification  que  dans  Végalité{"j). 
Entre  ces  dérivées  partielles  et  les  composantes  de  la  force 
au  point  considéré,  on  a  les  relations 

(13)  X=  —  £3-»  Y  =  — e-— ,  Z=  — s— -. 

ox  ay  dz 

Enfin,  en  répétant  presque  textuellement  la  démonstration  qui  a 
servi  à  prouver  la  continuité  de  la  fonction  potentielle,  on  prou- 
vera que  ces  dérivées  partielles  du  premier  ordre  varient  d^  une 
manière  continue. 

Les  égalités  (i5)  entraînent  une  conséquence  qui  nous  sera  utile 
tout  à  l'heure. 

Supposons  qu'à  l'intérieur  d'un  corps  en  chaque  point  duquel 
la  densité  solide  de  l'électricité  existe  et  a  une  valeur  finie,  nous 
tracions  une  surface  fermée  S. 

En  un  point  de  cette  surface,  prenons  la  composante  ¥^  de  la 
force  suivant  la  normale  N^  extérieure  à  la  surface.  11  résulte  des 
égalités  (i5)  que  l'on  a 

Mais  les  lemmes  de  Gauss  donnent  [Chap.  IV,  égalité  (i4)l 

.')1L  étant  la  charge  électrique  totale  répandue  à  l'intérieur  de  la 
surface  S  ;  la  définition  même  de  cette  charge  est 


Oft  =  /  /  /  P  ^^  dy  ^^> 


l'intégrale  triple  s'étendant  au  volume  entier  compris  à  l'intérieur 
de  la  surface. 
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Les  trois  égalités  que  nous  venons  d'écrire  donnent 

^^^^  S  ^  ''^  "^  "•  ""fff^  "^"^  "^^  ^^  ^  "*■ 

C'est  l'égalité  que  nous  voulions  établir. 

§  3.  —  Existence  des  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  fonction 
potentielle  en  un  point  intérieur  aux  charges  agissantes. 

Jusqu'ici  nous  avons  admis  seulement  que  l'on  pouvait,  autour  du 
point  M  (^,  jv',  z),  tracer  une  surface  S,  fermée,  simplement  con- 
nexe et  convexe,  telle  que  la  densité  solide  p  de  l'électricité  existe  et 
ait  une  valeur  finie  en  tous  les  points  intérieurs  à  la  surface  S.  Dans 
le  présent  paragraphe,  nous  supposerons  en  outre  qu'e/i  tous  ces 
points  la  densité  solide  de  l'électricité  soit  une /onction  conti- 
nue de  £C,  y,  ^,  admettant,  par  rapport  à  ces  variables,  des 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  soient  Jinies. 

Désignons  toujours  par  i  la  région  du  corps  intérieure  à  la  sur- 
face S,  et  par  2  la  région  extérieure  {fi g-  8). 


Fig. 


La  première  des  égalités  (i4)  nous  donne  aisément 


('7) 


dx 


-m^ 


p    dr^ 


dx 


dui  dh\  dc\ 


Traçons,   autour  du  point  M,   une  surface  S,    comprise  dans  S, 
séparant  la  région  i  en  deux  autres  régions  :  l'une,  3,  intérieure 
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à  S  ;  l'autre,  4j  comprise  entre  S  et  S.  Nous  aurons  alors 

I  ///è  £  ^'"^  ^^'  "^"^  =    ///^  £  ^""^  "^^^  ^'^ 

(i8)  < 

En  premier  lieu,  on  peut  toujours  prendre  la  surface  S  assez  petite 
pour  que  l'on  ait 


(19)  I  fjf^  ■£  ^^3  ^*3  des 

r,  étant  une  valeur  positive  donnée  d'avance. 
En  second  lieu,  on  voit  aisément  que 


<i 


,*' 


(■20)  I  I  I     2  ir  dai^db^dd,—  /  /   /  P  ;^ — da^db^dc^, 


dr        X  —  «4  _        dr 
dx  r  da,^ 

l^a  fonction  -  est  finie,  continue  et  uniforme  en  tout  point  de  la 

région  4î  la  fonction  p(<2',,  64,  C4)  est  uniforme,  finie  et  continue, 
et  admet,  en  tout  point  de  la  région  4?  des  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  qui  sont  finies.  Si  donc  on  désigne  par 

dS  un  élément  de  la  surface  S  \ 

N  la  normale  à  l'élément  g?S  vers  l'intérieur  de  la  région  4  ; 

R  la  distance  de  l'élément  dS  au  point  M  ; 

d^  un  élément  de  la  surface  S  ;  ^ 

cA.  la  distance  de  cet  élément  au  point  M  ; 

V  la  normale  à  cet  élément  vers  l'intérieur  de  la  région  4, 

on  aura,  en  vertu  de  l'égalité  (2)  du  Chapitre  III, 


à-l 


(21) 


f  f  f  P  -^ —  da,,  db^  dci^  =  —  V  -^  cos(N,  x)dS  —  >  "S"  cos(v,  x)  dl, 


1).  -  I. 
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La  quantité 


/// 


-  --'  -  da'^  Ml  dcL 
r  dai 


est  la  fonction  potentielle  au  point  M  d'une  masse  électrique  qui 

serait  répandue  dans  l'espace  4  de  manière  à  avoir  ■—-  pour  densité 

solide  en  chaque  point.  11  résulte  alors  de  ce  qui  a  été  dit  au  §  1 
du  présent  Chapitre  que  l'on  peut  toujours  prendre  la  surface  S 
assez  petite  pour  que  l'on  ait 

Si  l'on  désigne  par  d^  l'ouverture  sphérique  du  petit  cône 
ayant  pour  sommet  le  point  M  et  pour  directrice  le  contour  de 
l'élément  </S,  on  aura 

iJ  SI       ^  '     '  VJ^      cos(v,^)       ' 

la  seconde  sommation  s'étendant  à  la  surface  de  la  sphère  de 
rayon  i  ayant  le  point  M  pour  centre.  On  voit  alors  que  l'on  peut 
prendre  la  surface  S  assez  petite  pour  que  l'on  ait 


(23)  Q^cos(v,  a7)c?2 


<l 


On  peut  évidemment  choisir  la  surface  S  assez  petite  pour  que 
chacune  des  inégalités  (19),  (22)  et  (28)  soit  vérifiée.  Alors,  si 
l'on  tient  compte  des  égalités  (17),  (18),  (20)  et  (21),  on  arrive 
au  résultat  suivant  : 

Il  est  toujours  possible  de  prendre  la  surface  S  assez  petite  pour 
que  l'on  ait 


'^  -  S ^^^(^' ^)  ^^ -///7  i^ ^«^  ^^^  ^^H 


<rr 


rj  étant  une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'avance.  Mais, 
si  l'on  observe  que  le  premier  membre  ne  dépend  pas  de  la  sur- 
face S,  on  voit  qu'il  faut  que  ce  premier  membre  soit  identique- 
ment nul. 

Ainsi,  moyennant  les  restrictions  indiquées  au  commencement 


CHAP.    V.    —    PROPRIÉTÉS   DE   LA   FONCTION   POTENTIELLE.  5r 

de  ce  numéro,  on  arrive  au  résultat  suivant  : 

^^'^  ^  =^  S  R  '°'^^'  ^^  "^^  '^ff/T-  £t"^"^'  "^^'  ^"" 

Celte  égalité  (24)  nous  montre  que  moyennant  les  restrictions 
indiquées,  la  quantité  -~  peut  être  regardée  comme  la  fonction 
potentielle  d'une  certaine  distribution  électrique;  dans  tout  l'es- 
pace I ,  cette  distribution  a  pour  densité  solide  ~  ■,  et,  sur  la  sur- 

UCt\ 

face  S,  elle  a  pour  densité  superficielle  p  cos(N,  x).  On  peut,  dès 
lors,  étendre  à  cette  quantité  les  propriétés  connues  de  la  fonction 
potentielle,  et  notamment  les  propriétés  dont  la  démonstration  a 
fait  l'objet  du  paragraphe  précédent.  On  arrive  ainsi  à  cette  pro- 
position : 

Si,  dans  le  domaine  d^iin  point,  la  densité  électrique  est 
une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  des  coordonnées ,  ad- 
mettant des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  sont 
finies,  la  fonction  potentielle  en  ce  point  admet,  par  rapport 
aux  coordonnées  de  ce  point,  des  dérivées  partielles  du  second 
ordre  qui  sont  continues. 

§  4.  —  Équation  de  Poisson. 

Supposons  qu'en  tout  point  situé  à  l'intérieur  d'une  surface 
fermée  S,  la  densité  électrique  solide  soit  finie  et  varie  d'une  ma- 
nière continue  de  ce  point  aux  points  voisins  ;  supposons  en  outre 

,  .       ,,    .     ,  .    „        ()2V      ()2V     dV2  .  .  , 

que  les  trois  dérivées  partielles  -r-yj  XT'  Tl  '  existent  et  soient  des 

fonctions  finies  et  continues  de  .r,  j',  ^• 

Traçons  une  surface  quelconque  S  à  l'intérieur  de  la  surface  S. 
Soit  «:/S  un  élément  de  cette  surface.  Soit  Ng  la  normale  à  l'élé- 
ment f/S  vers  l'extérieur  de  la  surface  S.  D'après  l'égalité  (16), 
nous  aurons 

^  ^  ^^  '^  ^"^  I  j  I  P  ^^  ^y  ^^^  "=  ^' 

l'intégrale  triple  s'étendant  au  volume  enfermé  par  la  surface  2. 
Si  Ni  désigne  la  normale  à  l'élément  o^S  vers  l'intérieur  de  la 
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surface  S,  nous  aurons 

dY  _       dV 

dNc  ~      d^i' 

D'ailleurs,   dans  les  conditions   où   nous  nous  trouvons,   nous 
pourrons  appliquer  l'équation  (6)  du  Chapitre  III,  qui  donne 

Nous  trouvons  donc 


///' 


(AV+  /i-K^)  dx  dy  dz  =  o. 

Cette  égalité  exige  que  (AV-f-  4'^?)  soit  égal  à  o  en  tovit  point 
intérieur  à  la  surface  S.  Supposons,  en  effet,  qu'en  un  point  M, 
intérieur  à  la  surface  S,  cette  quantité  soit  différente  de  o  et  qu'elle 
soit,  par  exemple,  positive;  en  vertu  des  hypothèses  faites,  elle 
varie  d'une  manière  continue  autour  du  point  M;  on  peut  donc, 
autour  du  point  M,  tracer  une  surface  S  assez  petite  pour  que 
(AV+  47Ï?)  soit  positif  en  tout  point  du  volume  enfermé  par  cette 
surface;  pour  que,  par  conséquent,  l'intégrale 


/// 


(AV-f-  ^t:ç>)  dx  dy  dz, 

étendue  au  volume  qu'enferme  cette  surface,  soit  une  quantité  po- 
sitive, contrairement  à  ce  que  nous  venons  de  démontrer. 

Donc,  si,  dans  le  domaine  d^ un  point,  la  densité  électrique 
solide  existe,  est  finie  et  continue;  si,  dans  ce  domaine,  les 
dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  Jonction  potentielle 
existent,  sont  finies  et  continues,  on  a,  en  ce  point, 

(25)  AV  =  — 4Trp. 

Cette  éqviation,  dite  équation  de  Poisson,  renferme  comme  cas 
particulier  l'équation 

AV=o, 

donnée  par  Laplace  pour  le  point  extérieur  aux  charges  agissantes. 

§  5.  —  Historique. 
L'équation  (aS)  a  été  découverte  en  i8i3  par  Poisson  (').  La 

(')  Poisson,  Remarques  sur  une  équation  qui  se  présente  dans  la  théorie 
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démonstration  que  Poisson  en  donna  à  cette  époque  ne  s'applique 
en  toute  rigueur  qu'aux  corps  à  l'intérieur  desquels  l'électricité  est 
distribuée  d'une  manière  homogène.  Si  un  point  ;M  est  situé  à 
l'intérieur  d'un  semblable  corps,  on  peut  le  prendre  pour  centre 
d'une  sphère  qui  partage  l'espace  en  deux  régions  :  l'une  i,  in- 
térieure à  la  sphère;  l'autre  2,  extérieure  à  cette  sphère. 
On  a  alors 

L'équation  de  Laplace  nous  donne 

AVo^o, 

et,  d'autre  part,  le  calcul  de  AV),  facile  à  faire  au  moyen  des  théo- 
rèmes de  Newton  sur  l'attraction  des  couches  sphériques  homo- 
gènes, donne 

AV2  =  — 4-":?, 

ce  qui  démontre  l'équation  (aS)  pour  un  volume  uniformément 
électrisé.  Lorsque  le  volume  qui  entoure  le  point  considéré  n'est 
pas  uniformément  électrisé,  on  peut,  d'après  Poisson,  prendre  le 
rayon  de  la  sphère  auxiliaire  assez  petit  pour  pouvoir  regarder 
comme  homogène  l'électrisation  à  l'intérieur  de  cette  sphère  et  re- 
produire la  démonstration  précédente. 

Cette  démonstration  manque  évidemment  de  rigueur.  Poisson 
s'en  aperçut  et  donna  ultérieurement  deux  autres  démonstrations 
du  théorème  important  qu'il  avait  découvert. 

La  première  de  ces  deux  démonstrations  (  '  )  est  celle  que  nous 
venons  de  donner  au  paragraphe  précédent;  elle  repose  sur  l'em- 
ploi des  lemmes  de  Gauss,  que  Poisson  démontre  comme  Gauss. 
Bien  que  Poisson  ne  cite  pas  le  nom  de  Gauss,  il  est  probable 
qu'il  connaissait  le  travail  publié  par  ce  dernier  sur  l'attraction  des 
ellipsoïdes;  car,  ainsi  que  le  remarque  j ustement  M.  Bacharach  (-)  : 


des  attractions  des  sphéroïdes  (  Nouveau  Bulletin  de  la  Société  philoniathique 
de  Paris,  vol.  III,  p.  388- 892;  i8i3). 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  théorie  du  magnétisme  en  mouvement  {Mé- 
moires de  l'Académie  des  Sciences  pour  l'année  1828,  t.  VI,  p.  455-463.  Paris; 
1827). 

(')  Max  Bacharach,  Abriss  einer  Geschichte  der  Potentialtheorie,  p.  n 
{Inauguraldissertation.yfiirzho\xT%;  i883). 
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«  Il  est  difficile  de  supposer  que  Poisson,  qui  s'occupait  si  profon- 
dément du  problème  de  l'attraction  des  ellipsoïdes,  comme  en  font 
foi  les  importants  travaux  qu'il  a  publiés  sur  ce  sujet,  ait  encore 
ignoré  après  treize  années  le  travail  de  Gauss,  qui  n'avait  pas  tardé 
à  devenir  célèbre.  » 

La  seconde  démonstration  de  Poisson  (  '  )  repose  sur  les  pro- 
priétés des  fonctions  de  Laplace. 

Poisson  admettait,  sans  se  préoccuper  de  la  démontrer,  l'exis- 
tence de  la  fonction  potentielle  et  de  ses  dérivées  partielles  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  à  l'intérieur  des  charges  agissantes.  Gauss, 
le  premier,  sentit  cette  lacune  et  chercha  à  la  combler  dans  un  Mé- 
moire (-)  qui  a  une  importance  capitale  pour  la  théorie  de  la  fonc- 
tion potentielle.  Gauss  montra  (*),  par  la  méthode  que  nous  avons 
reproduite  au  §  1  du  présent  Chapitre,  que  l'intégrale  qvii  définit 
la  fonction  potentielle  en  un  point  extérieur  aux  charges  agis- 
santes continue  à  représenter,  à  l'intérieur  des  charges  agissantes, 
une  fonction  finie  et  continue  des  coordonnées. 

Gauss  ('')  donna  aussi  une  démonstration  analogue  au  sujet  des 
intégrales  qui,  à  l'intérieur  des  charges  agissantes,  représentent  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction  potentielle. 
Cette  démonstration  a  été  reproduite  par  Dirichlet  (■'),  Riemann  (") 
et  Heine  (^). 

Mais  il  ne  suffit  pas  de  démontrer  que  ces  intégrales  continuent 
à  représenter  des  fonctions  continues  des  coordonnées  à  l'intérieur 
des  charges  agissantes,   pour  pouvoir  affirmer  que  ces  fonctions 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  {Connaissance  des 
Temps  pour  1829,  p.  354-364.  Paris;  1826). 

(^)  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze  in  beziehung  auf  die  im  verkehrten  Ver- 
hàltnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstos- 
sungs-  Kràfte  {Resultate  aus  den Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im 
Jahre,  1839.  Publiés  par  Gauss  et  Weber  à  Leipzig  en  iSjo.  —  Gauss,  Werke, 
t-  V,  p.  197). 

C)  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze,  §  G  (Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  202). 

('•)  Gauss,  ibid. 

(5)  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  ûber  die  im  umgekehrten  verhâltniss 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte,  publiées  par  F.  Grube,  §  4. 
Leipzig  ;  1876. 

(0  Riemann,  Schwere,  Elektricitât  und  Magnetismus,  rédigé  par  K.  Hal- 
tendorfi",  §  6.  Hanovre;  1876. 

(')  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen,  t.  H,  §  17. 
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continues  sont  encore,  à  l'intérieur  des  charges  agissantes,  les  trois 
dérivées  de  la  fonction  potentielle. 

Clausius  (  '  )  donna,  le  premier,  une  démonstration  de  cette  der- 
nière proposition;  mais  sa  démonstration  repose  sur  l'emploi 
d'une  intégration  par  parties  dont  la  légitimité  même  suppose 
l'exactitude  de  la  proposition  à  démontrer. 

La  première  démonstration  satisfaisante  du  théorème  en  ques- 
tion est  due  à  Bouquet  et  se  trouve  dans  la  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur  de  Briot  (-).  La  démonstration  que  nous  avons  donnée 
est  due  à  M.  Otto  Hôlder  (  »). 

L'existence  des  dérivées  secondes  de  la  fonction  potentielle  a  été 
démontrée  par  Gauss  (^)  à  peu  près  comme  nous  l'avons  indiqué 
dans  ce  Chapitre.  Cette  démonstration,  comme  celle  qui  a  été 
donnée  par  Clausius  {^)  suppose  essentiellement  l'existence  des 
dérivées  partielles  de  la  densité  électrique  au  voisinage  du  point 
considéré.  M.  Otto  Holder  (®)  a  montré  que  les  dérivées  partielles 
de  la  fonction  potentielle  existaient  encore  dans  le  cas  beaucoup 
plus  général  où  l'on  admet  seulement  l'hypothèse  suivante  : 

Autour  du  point  M.[x^y^z),  on  peut  tracer  un  domaine  tel 
que,  pour  tout  point  M'(.r',y',  z')  de  ce  domaine,  on  ait 

lA  . 

\9{x\y,z')—p{x,y,z)\<kMm'   , 

A  et  [X  étant  deux  constantes  positives;  si,  de  plus,  pour  deux 
points  quelconques  M.'{x\y^  z')  et  Ml'{x"^y\  z")  de  ce  domaine, 
on  a 

\ç>{x",y',z")-?{x',y\z')\<XM^'^, 

les  dérivées  partielles  du  second  ordre  de  la  fonction  poten- 
tielle sont  continues  au  point  M. 


(')  Clausius,  Die  Potentialfunktion  und  dos  Potential;  Brunswick,  iSSg. 
Traduit  en  français,  sur  la  deuxième  édition,  sous  le  titre  :  La  fonction  poten- 
tielle et  le  potentiel,  par  F.  Folie.  Paris;  1870. 

(')  Briot,  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Va.Tis;  1869. 

(')  Otto  Holder,  Beitrâge  zur  Potentialt/ieorie,  §3  {Inauguraldissertation. 
Stuttgart;  1882). 

(*)  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze,  %  9  (Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  206). 

(*)  Clausius,  La /onction  potentielle  et  le  potentiel,  p.  46.  Égalité  (69). 

(«)  Otto  Holder,  Beitràge zur  Potentialtheorie,  §  4  et  5. 
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Quant  à  l'équation  de  Poisson,  il  en  a  été  donné  d'innombrables 
démonstrations.  Outre  celle  que  nous  avons  donnée,  qui,  nous 
l'avons  dit,  est  due  à  Poisson,  nous  mentionnerons  celle  de 
Gauss  ('),  qui  repose  sur  l'expression  des  dérivées  partielles  du 
second  ordre  que  l'on  peut  déduire  de  l'égalité  (24);  celle  de  Glau- 
sius  (2),  fondée  exclusivement  sur  les  théorèmes  les  pkis  élémen- 
taires du  Calcul  intégral;  celle  de  M.  Weingarten  (3),  qui  emploie 
les  propriétés  des  intégrales  de  Fourier;  enfin  celle  de  M.  Kro- 
necker  (^). 


(')  Gauss,  Allgemeine Lezrsàtze,  §  10  (Gauss,  Werke,  t.  V,  p.  208). 
(')   Clausius,  Sur  la  démonstration  de  l'équation 

dX       dY       dZ  ,      ,, 

da;       dy       dz  '        P 

{Journal  de  Liouville,  2"  série,  t.  III,  p.  57;  i858).  — De  la  fonction  poten- 
tielle et  du  potentiel,  §  20. 

(')  Weingarten,  Zur  Théorie  des  Potentials  (  Crelle's  Journal,  t.XLIX,p.  867; 
i855). 

(*)  Kronecker,  Zur  Potentialtheorie  { Bor char dt' s  Journal,  t.  LXX,  p.  246; 
1869). 


CHAP.    VI.    —   CRITERIA   DE   LA   FONCTION   POTENTIELLE.  Sy 


CHAPITRE  YI. 


CRITERIA   DE  LA  FONCTION   POTENTIELLE   D'UN  VOLUME   ELECTRISE. 
ATTRACTION  DES  ELLIPSOÏDES. 


§  1.  —  Criteria  de  la  fonction  potentielle  d'un  volume  électrisé. 

Imaginons  qu'en  un  certain  volume,  limité  par  une  surface  fer- 
mée S,  l'électricité  soit  répandue  avec  une  densité  solide  p,  finie 
en  tout  point  ;  ce  volume  ne  renferme  aucune  surface  de  disconti- 
nuité électrisée  et  la  surface  S  n'est  pas,  non  plus,  électrisée.  Au 
dehors  de  la  surface  S,  il  n'existe  pas  d'électricité. 

A  l'intérieur  de  la  surface  S,  la  densité  solide  p  est  supposée  non 
seulement  avoir  en  tout  point  une  valeur  finie,  mais  encore  varier 
d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  et  admettre  en  chaque 
point  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  sont  finies. 

Quelles  sont  alors  les  propriétés,  connues  par  ce  qui  précède, 
dont  jouit  la  fonction  potentielle  d'une  semblable  distribution 
électrique,  tant  à  l'intérieur  du  volume  i  qu'enferme  la  surface  S 
^fië'  9)  ^"^  dans  l'espace  illimité  2  extérieur  à  cette  surface? 


(i) 


\ 

\ 

\ 
\ 

f 

V 

•0  j 

/ 

-x./ 

^r~-^,_^ 

JL 


(3i)  !  (4) 


1°  Dans  l'espace  entier,  formé  par  les  régions  i  et  2,  la  fonction 
potentielle  V(:r,  y,  z)  dont  il  s'agit  est  une  fonction  uniforme, 
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finie  el  continue  des  coordonnées  ;  en  tout  point,  elle  admet,  par 
rapport  aux  coordonnées,  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
qui  sont  finies. 

2"  En  tout  point  de  l'espace  i,  intérieur  à  la  surface  S,  elle 
admet,  par  rapport  aux  coordonnées,  des  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qui  sont  uniformes,  finies  et  continues.  Elle  s'offre 
donc  à  nous  comme  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres,  à  l'inté- 
rieur de  l'espace  i  ;  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elle  est  régu- 
lière dans  l'espace  i . 

Si  l'on  désigne  par/(^,  ;',  s)  la  fonction  uniforme,  finie  et  con- 
tinue ( —  4"!^?)?  on  aura,  en  tout  point  de  l'espace  i,  en  vertu  de 
l'équation  de  Poisson, 

(0  AV  =  /(a7,jK,^). 

3°  En  tout  point  de  l'espace  2,  extérieur  à  la  surface  S,  la  fonc- 
tion V(:r,  jK,  z)  admet,  par  rapport  aux  coordonnées,  des  dérivées 
partielles  du  second  ordre  qui  sont  uniformes,  finies  et  continues  ; 
en  sorte  que  cette  fonction  est  aussi  régulière  à  l'intérieur  de  l'es- 
pace 2. 

En  tout  point  de  cet  espace,  elle  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  de  Laplace 

(2)  •  AV  =  o. 

On  exprime  ordinairement  cette  double  propriété  de  la  fonc- 
tion V  d'être  régulière  dans  l'espace  2  et  de  satisfaire,  en  tout 
point  de  cet  espace,  à  l'équation  de  Laplace,  en  disant  qu'elle  est 
harmonique  à  l'intérieur  de  l'espace  2. 

4°  Lorsque  le  point  (.2;,  y,  z)  s'éloigne  au  delà  de  toute  limite 
de  la  surface  S  dans  une  direction  quelconque,  les  quantités  V, 

ôS     dy     SS 

T~'  j-5    —  tendent  vers  o;  et,  si  l'on  désigne  par  R  la  distance  du 

point  i^x^y^z)  à  un   point  fixe  quelconque  O  de  l'espace  i,  les 

qviantités 

ôS  dN  dy 

RV,      R2^,      R2^,      R2^ 

ox  oy  dz 

ne  croissent  pas  au  delà  de  toute  limite. 

Ces  propriétés  caractérisent  la  fonction  potentielle  de  la  distri- 
bution électrique  considérée.  Aucune  autre  fonction  ne  peut  les 
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posséder.  Nous  aHons  montrer,  en  effet,  qu'attribuer  la  posses- 
sion simultanée  de  l'ensemble  de  ces  propriétés  à  deux  fonctions 
Y(j',y,  z),  Y'{x^  y,z)^  c'est  supposer  que  ces  deux  fonctions  ont 
la  même  valeur  en  tout  point  de  l'espace  ou,  en  d'autres  termes, 
qu'elles  ne  forment  qu'une  fonction. 

Désignons  par  ©(a?,  y,  z)  l'excès  de  la  fonction  V'(.r,  y,  z)  sur 
la  fonction  V(.r,  jK,  z-),  et  examinons  les  propriétés  de  cette  fonc- 
tion B(^,  y,  5). 

1°  Comme  les  deux  fonctions  V  et  V,  la  fonction  0  est  uni- 
forme, finie  et  continue  en  tous  les  points  de  l'espace  ;  elle  tend 
vers  o  lorsque  le  point  (^,  y^  z)  s'éloigne  infiniment,  dans  une 
direction  quelconque,  de  la  surface  S.  Ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  possèdent  les  mêmes  propriétés. 

•1°  Comme  les  deux  fonctions  V  et  V,  la  fonction  8  est  régu- 
lière en  tout  point  de  l'espace  i.  Les  deux  fonctions  V  et  V  véri- 
fiant l'équation  (i)  en  tous  les  points  de  cet  espace,  la  fonction  (-3 
vérifie,  en  tous  les  points  de  cet  espace,  l'équation  de  Laplace 

A8  =  o. 

La  fonction  0  est  donc  harmonique  en  tous  les  points  de  l'espace  i . 
3°  Comme  les  deux  fonctions  V  et  V,  la  fonction  6  est  harmo- 
nique en  tous  les  points  de  l'espace  2. 

A^  Les  produits  R6,  R":;-)  R^-^»  R^-r-'  ne  croissent  pas  au- 
^  ^         dx  oy  dz  ^ 

delà  de  toute  limite  lorsque  le  point  (x,  y,  z)  s'éloigne  infiniment 

de  la  surface  S. 

Soient  dS  un  élément  de  la  surface  S;  Nj  la  normale  à  cet  élé- 
ment vers  l'intérieur  de  l'espace  i  ;  N2  la  normale  à  ce  même  élé- 
ment vers  l'intérieur  de  l'espace  2. 

La  fonction  0  vérifie,  à  l'intérieur  de  l'espace  i,  des  conditions 
telles  qu'il  est  permis  de  lui  appliquer  l'égalité  (5)  du  Chapitre  III; 
cette  égalité  devient,  parce  que  la  fonction  0  est  harmonique. 

Du  point  fixe  O,  intérieur  à  l'espace  i,  comme  centre,  avec  un 
rajon  vecteur  variable  R,  décrivons  une  surface  convexe  S  et  choi- 
sissons le  rajon  R  assez  grand  pour  que  la  surface  S  soit,  en  entier, 
extérieure  à  la  surface  S. 


6o  LIVRE    I.    —   LES    FORCES   ÉLECTROSTATIQUES. 

La  surface  S  sépare  l'espace  2  en  deux  régions  :  une  région  3 
limitée  par  les  surfaces  S  et  S,  et  une  région  illimitée  4  extérieure 
à  la  surface  S. 

Soit  dïi  un  élément  de  la  surface  S  ;  soit  v  la  normale  à  cet  élé- 
ment dirigée  vers  l'intérieur  de  l'espace  3. 

La  fonction  0  jouit,  dans  l'espace  3,  de  propriétés  telles  qu'il 
est  permis  de  lui  appliquer  l'équation  (5)  du  Chapitre  III;  et, 
comme  la  fonction  0  est  harmonique  dans  l'espace  3,  cette  équation 
devient 


L'élément  <iS  est  vu  du  point  o  sous  un  angle  diù.  On  a  donc 


et 


cos(v,  n) 

\J  d^i   cos(v,  R) 

la  sommation  qui  figure  au  second  membre  s'étendant  à  tous  les 
éléments  de  la  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  le  point  O.  La 
surface  S  étant  convexe,  l'angle  cos(v,  R)  n'est  jamais  égal  à  o.  La 

quantité  R*-^-  ne  croît  pas  au  delà  de  toute  limite  avec  R;  0  tend 

vers  o  lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite.  Si  donc  on  fait 
croître  tous  les  rayons  vecteurs  R  de  la  surface  S  au  delà  de  toute 
limite,  le  second  membre  de  l'égalité  précédente  tend  vers  o. 

Ce  résultat  entraîne  le  suivant  : 

L'intégrale 

étendue  à  l'espace  compris  entre  la  surface  S  et  une  surface  S 
convexe  et  extérieure  à  la  surface  S  tend  vers  la  limite  bien  déter- 
minée 


-S".!"^- 
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lorsque  la  surface  S  grandit  de  telle  manière  que  tous  ses  points 
s'écartent  indéfiniment  de  la  surface  S.  C'est  le  résultat  qu'exprime 
l'égalité 


» //x[(iy-("r-œ)>''-<'-s^^-=°- 


La  quantité  0  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  étant 
continues  dans  tout  l'espace,  on  a  évidemment 

en  sorte  que  les  égalités  (3)  et  (4),  ajoutées  membre  à  membre, 
donnent 

l'intégrale  s'étendant  à  tout  l'espace. 

11  est  aisé  de  voir  que  cette  égalité  (5)  ne  saurait  être  satisfaite 
si  l'on  n'avait,  en  tous  les  points  de  l'espace,  l'égalité 


-(.")'- 

^m-m-' 

c'est-à-dire 

• 

16) 

de 

de              de 
^=°'       ài  =  ''- 

Imaginons,  en  effet,  qu'en  un  point  M  de  l'espace  la  quantité  F^  ne 
soit  pas  égale  à  o.  Comme  cette  quantité  F^  est  une  fonction  con- 
tinue des  coordonnées,  on  pourrait  toujours,  autour  du  point  M, 
délimiter  un  domaine  A  assez  petit,  pour  que  la  quantité  F^  soit 
différente  de  o  en  tout  point  du  domaine  A.  Soit  B  l'espace  exté- 
rieur au  domaine  A.  On  aurait 

Ç  f  Ç  ¥'^dxdydz=    f  f  Ç  Y'^  dx  dy  dz -\-   C  Ç  Ç  Y^dxdydz. 

Au  second  membre,  la  deuxième  intégrale  ne  pourrait  être  que 
nulle  ou  positive  ;  la  première  serait  certainement  positive;  l'inté- 
grale qui  figure  au  premier  membre  ne  pourrait  donc  être  égale  à  o 
comme  l'exige  l'égalité  (5). 

Ainsi,  la  fonction  0  est  une  fonction  continue  dans  tout  l'espace, 
admettant,  dans  tout  l'espace,  des  dérivées  partielles  du  premier 
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ordre  qui,  d'après  les  égalités  (6),  sont  identiquement  nulles.  La 
fonction  0  a  donc,  dans  tout  l'espace,  la  même  valeur  constante  ; 
comme,  d'ailleurs,  la  quantité  %{x,  y,  z)  doit  tendre  vers  o  lorsque 
le  point  [x,  y,  z)  s'éloigne  indéfiniment  de  la  surface  S,  il  faut  que 
la  quantité  0  soit  identiquement  nulle,  et  que  les  deux  fonctions  V 
et  V  aient  identiquement  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 
l'espace.  C'est  la  proposition  même  que  nous  avions  énoncée. 

Les  propriétés  que  nous  avons  énumérées  comme  appartenant  à 
la  fonction  potentielle  d'un  volume  électrisé  sont  donc  particulières 
à  cette  fonction  et  ne  peuvent  appartenir  à  aucune  autre  fonction. 
On  peut  leur  donner  le  nom  de  criteria  de  la  fonction  dont  il 
s'agit.  Il  suffit  d'être  assuré  qu'une  fonction  les  possède  toutes  (') 
pour  pouvoir  affirmer  qu'elle  représente  la  fonction  potentielle 
d'une  distribution  électrique  intérieure  à  la  surface  S  et  ajant  en 
chaque  point  la  densité  solide 

Cet  important  théorème  est  dû  à  Lejeune-Dirichlet  (-),  qui  en  a 
fait  usage  dans  l'étude  du  problème  de  l'attraction  exercée  par  un 
ellipsoïde  homogène. 

§  2.  —  Fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde  homogène. 

L'étude  de  l'action  exercée  par  un  ellipsoïde  homogène  sur  un 
point  extérieur  ou  intérieur  à  cet  ellipsoïde  a  sollicité  les  efforts  de 
presque  tous  les  grands  géomètres  qui  se  sont  succédés  depuis 
Newton  jusqu'à  nos    jours  C).   Newton,   Maclaurin,    d'Alembert, 


(')  Au  lieu  d'énoncer  les  criteria  de  la  fonction  potentielle  relatifs  à  l'infini, 
nous  nous  contenterons  souvent  de  dire  que  la  fonction  potentielle  s'annule  à  Tin- 
fini,  toutes  les  fois  qu'aucune  confusion  ne  sera  à  craindre. 

(')  Lejeune-Dirichlet,  Sur  un  moyen  général  de  vérifier  l'expression  du 
potentiel  relatif  à  une  niasse  quelconque,  homogène  ou  hétérogène  {C relie' s 
Journal.  Bd.  XXXII,  p.  80-84  ;  1846). 

(2)  On  trouvera  exposée  très  complètement  l'histoire  du  problème  de  l'attrac- 
tion des  ellipsoïdes  dans  C.  Paraira  :  Over  de  Methoden  ter  bepaling  van  de 
aantrekking  eener  ellipsoïde  op  en  willekeurlig punt  {Academisch prœfschrift. 
Amsterdam;  1879). 

Une  histoire  plus  résumée  du  même  problème  sert  d'introduction  au  Mémoire 
de  Chasle?  :  Mémoire  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  ;  solution  synthétique 
pour  le  cas  général  d'un  ellipsoïde  hétérogène  et  d'un  point  extérieur.  Paris: 
1846. 
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Lagrange,  ont  amorcé  la  solution  de  ce  problème.  Elle  a  été  donnée 
par  Legendre  et  par  Laplace.  Ivorj,  Gauss,  Poisson,  Chasles  et 
bien  d'autres  l'ont  résolu  par  des  méthodes  différentes. 

La  solution  de  Lejeune-Dirichlet  (')  diffère  de  celles  dont  nous 
venons  d'énumérer  les  auteurs,  en  ce  qu'elle  n'aurait  pu  servir  de 
méthode  d'invention.  Lejeune-Dirichlet  prend,  en  effet,  la  fonction 
qui,  d'après  les  travaux  de  ses  prédécesseurs,  doit  représenter  la 
fonction  potentielle  d'un  ellipsoïde  homogène,  et,  par  l'emploi  des 
crileria  établis  au  paragraphe  précédent,  il  s'assure  que  cette 
fonction  est  bien,  en  effet,  la  fonction  potentielle  de  l'ellipsoïde 
considéré. 

Cette  méthode  est  évidemment  moins  satisfaisante  pour  l'esprit 
que  les  belles  et  élégantes  méthodes  d'invention  proposées  par 
différents  géomètres,  et  notamment  par  Gauss  et  par  Chasles.  Mais 
elle  a  sur  toutes  les  autres  un  avantage  qui  nous  la  fera  préférer, 
la  brièveté. 

Soit 

372  v2  32 

(7)  — -^-r?  +  — — 1  =  0 

^  a^        0^        C 

l'équation  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  son  centre  et  à  ses  axes. 
Envisageons  l'équation 

a?2  y2  ^2 

La  quantité  u^  qui  figure  dans  cette  équation  (8),  est,  en  vertu  de 
cette  équation,  une  fonction  algébrique  de  .r,  y^  z. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation,  ramenée  à  la  forme  entière, 
est  du  troisième  degré  en  z/.  Elle  donne  donc,  en  général,  pour  w, 
trois  déterminations. 

Supposons  que  l'on  ait  les  inégalités 

«  >  6  >  c. 
Les  trois  déterminations  de  u  séparent  les  unes   des  autres   les 


(')  Lejeune-Dirichlet,  Sur  un  moyen  général  de  vérifier  l'expression  du 
potentiel  relatif  à  une  masse  quelconque,  homogène  ou  hétérogène  {Crelle's 
Journal.  Bd.  XXXII,  p.  8o-84;  1846).  —  Vorlesungen,  etc.,  rédigées  par  F.  Grube; 
2»  Partie.  Leipzig;  1876. 
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quatre  quantités 

—  a%        —b^,         —  c2,         -4-00. 

Le  théorème  des  substitutions  conduit  immédiatement  à  ce  résultat; 
en  effet 

Pour  M  =  —  00,         le  premier  membre  de  l'équation  (8)  a  le  signe  — 

»        a  = Or  —  Y)  »  »  

»        M  =  —  a^  -t-  7)  »  »  -+- 

»      a  =  —  62  —  -^  „  j)  — 

»      ii  =  —  b^-\-  Ti  »  V  -+- 

W         M  =:  —  C2  V)  »  1^  — 

»      M  =  —  c'^  -\-  ■r\  »  »  -I- 

))         M  =  -i-  ce  »  ))  

Considérons  la  plus  grande  des  trois  racines,  celle  qui  est  comprise 
entre  — c-  et  +3o;  cette  racine  est  positive  si  le  point  [x,y,z)  est 
extérieur  à  l'ellipsoïde,  nulle  si  le  point  (^,y,  z)  est  situé  à  la 
surface  de  l'ellipsoïde,  et  négative  si  le  point  {x,  y,  z)  est  intérieur 
à  l'ellipsoïde.  Il  suffit,  pour  le  démontrer,  de  remarquer  que,  par 
la  substitution  i^  =  o,  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  devient 

x^        y-        2^ 

quantité  positive,  nulle  ou  négative,  suivant  que  le  point  [x^  y.,  z) 
est  extérieur  à  l'ellipsoïde,  situé  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  ou 
intérieur  à  l'ellipsoïde. 

La  somme  des  trois  racines  de  l'équation  (8)  a  pour  valeur 

I  [(372-1- JK'--i- ^2)  _  («2  +  ^2+  C2)]. 

Cette  somme  croît  au  delà  de  toute  limite  lorsque  le  point  (^,  y,  z) 
s'éloigne  indéfiniment,  dans  une  direction  quelconque,  du  centre 
de  l'ellipsoïde.  Par  conséquent,  la  racine  comprise  entre  —  c^  et 
-h  00  croît  au  delà  de  toute  limite  lorsqvie  le  point  {x,  y,  z)  s'éloigne 
indéfiniment  de  l'ellipsoïde. 

Ces  préliminaires  posés,  envisageons  l'expression 


y'i 


,       .  -.r,  V  7  f  v^'-f-X  è2_^_X  C2-1-X 

(9)     N{x,y,z)=^T.ç>abc    f  tT  ^^' 
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dans  laquelle  U  a  pour  valeur  o  si  le  point  (jc,y,z)  n'est  pas 
extérieur  à  l'ellipsoïde,  tandis  que,  si  ce  point  est  extérieur  à 
l'ellipsoïde,  U  désigne  la  racine  positive  de  l'équation  (8).  Si  le 
point  (x,  y,  z)  est  situé  à  la  surface  de  l'ellipsoïde,  ces  deux  règles 
conduisent  l'une  et  l'autre  à  prendre  pour  U  la  valeur  o. 

La  quantité  p  est  la  densité  électrique  uniforme  à  l'intérieur  de 
l'ellipsoïde. 

Enfin  le  radical  est  pris  en  valeur  absolue. 

L'intégrale  qui  figure  dans  cette  expression  (9)  a  une  limite 
infinie;  mais  cette  intégrale  n'est  pas  illusoire,  car,  pour  les  va- 
leurs  infinies  de   )v,    la  quantité   sous   le  signe   /  est   de   l'ordre 

de  ri 

Nous  allons  montrer  que  la  fonction  \(x^  y,  z)  présente  tous 
les  criteria  de  la  fonction  potentielle  de  l'ellipsoïde,  et  que,  par 
conséquent,  elle  représente  cette  fonction  potentielle. 

1"  La  limite  inférieure  de  l'intégration,  U,  représente  deux 
fonctions  analytiques  différentes  de  .r,  y^  z,  selon  que  le  point 
[x^y^z)  est  extérieur  ou  intérieur  à  l'ellipsoïde^  mais  ces  deux 
fonctions  analytiques  prennent  la  même  valeur  o  en  un  point  de 
la  surface  de  l'ellipsoïde;  U  est  donc,  dans  tout  l'espace,  une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue,  de  x^  r,  z. 

D'ailleurs,  l'élément  sous  le  signe  /  est  aussi,  dans  tout  l'es- 
pace, une  fonction  uniforme,  finie  et  continue,  de  x^  y,  z\  car 
aucune  des  quantités 

a2-t-X,     62^X,     c2^À 

ne  devient  égale  à  o  entre  les  limites  de  l'intégration. 

11  résulte  de  là  que,  dans  tout  l'espace,  la  fonction  V(.r,  jk,  z) 
est  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue,  de  x,  y,  z. 

2"  Soit  R  la  distance  du  point  [x,  y,  z)  à  l'origine  des  coor- 
données; montrons  que,  lorsque  R  augmente  au  delà  de  toute 
limite,  le  produit  RV  demeure  fini. 

Nous  avons 


Rr.__:^_   J^ îL  1 

,       f  I  a^-r-X        b^-^l        c2-f-Xj  j. 

v/(a2-^X)(62-f-X)(c2-4-X) 


r 

Tzp  abc    I 


Si  nous  nous  reportons  à  la  définition  de  U  pour  un  point  exté- 
D.  —  I.  5 
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rieur  ù  l'ellipsoïde,  nous  voyons  que  l'on  peut  poser 

v  étant  une  fonction  de  x,  y,  z  qui  demeure  finie,   positive,  et 
ne  tend  pas  vers  o  lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite. 
Faisons  alors  un  changement  de  variable  défini  par  l'égalité 

1  =  R2(p+  t), 


et  nous  aurons 


^1 

R2 


«2  62  c'^ 

1           ,                   R.+^-^        Ri+^-^^        ^^ml^ 
RV=Trpac>c        / -  —  dt, 

v/(ë— )(l^'— )(l-^--) 

Lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite,  ^>  -^j  .^  ne  croissent 
pas  au  delà  de  toute  limite;  v  est  toujours  fini,  positif,  et  ne  tend 
pas  vers  o;  ^:i  tt-?  t^t  tendent  vers  o;  VR  demeure  donc  fini. 

^  K^      K"'     K'^ 

3°  Calculons  la  dérivée  -r-- 
ax 

La  formule  de  la  difierenliation  sous  le  signe  /  ,  appliquée  à 
l'égalité  ('9),  donne 


=  TTP  abc 


X 


àx  '  \j       «M-X  v/(a2_HXy(62_HX)(c2+X) 


'  ^  a2_t_  X  "~  b^'^^  ~  c2 _^  X  d\J  \ 

v/(a2+X)(62  +  X)(c2-hX)    Jx  =  t^)' 


Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

Si  le  point  [x^y^z)  est  intérieur  à  l'ellipsoïde,  U  a  la  valeur 

constante  o,  et  il  en  est  de  même  de  -r— ;  le  second  terme  du  fac- 
teur entre  accolades  est  égal  à  o. 

Si,  au  contraire,  le  point  {x,y^  z)  est  à  la  surface  de  l'ellip- 
soïde ou  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde,  on  a          . 

x^  y^  z^  _ 

^^^^  "^  6Mnj  "^  ^M^  -  I  -  o, 
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el  lo  second  terme  du  facteur  entre  accolades  est  encore  égal  à  o. 
La  formule  précédente  se  réduit  donc,  en  toutes  circonstances,  à 


dx 


— — ~paoc  I         


X  /(a^+X)(62+X)(c2-+-X 


—  >  T-  ont  des  expressions  analogues. 
<iy     az  ^  ° 

De  ces  expressions  il  est  aisé  de  conclure,  par  des  raisonne- 
ments  analogues  aux  précédents,  que  t~'  3-'  t:;  sont  des  tonc- 
tions  de  x,  y,  :;  uniformes,  finies  et  continues  en  tous  les  points 
de  l'espace,  et  que  les  produits  R'^-;'  R-  c— >  R" -r:  demeurent 
finis  lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite. 

4"  La  formule  de  différentiation  sous  le  signe  /  ,  appliquée  à 
l'égalité  (10),  nous  donne 

/  d'^\  ,     r    ^  +  =-        1  dl 

1   -T —  =  —  ■ntpabc       I —  — • 

yJ-^-  J         a2_|_X  v/(a2+X)(62H-X)(c2+X) 


<ii) 


L*-  u 


a2+U  v/(a2_^U)(62-i- U)(c2- 


dii\. 

TT)  ^^J 


Celte  expression  montre  que  -r— ^  est  une  fonction  uniforme,  finie 

et  continue  en  tous  les  points  extérieurs  à  l'ellipsoïde,  et  aussi  en 
tous  les  points  intérieurs.  Pour  les  points  de  la  surface  même  de 

l'ellipsoïde,  cette  expression  perd  tout  sens,  comme  v  • 

5"  De  cette  équation  (i  i)  et  des  expressions  analogues  que  l'on 

peut  donner  pour -r— ^  et-^-^,  on  déduit 


AV  =  —  iTzpabc 


J         \a^-hl~^  b^-hl'^  c-i^l)  ^l^i 


dl 


v/(.a2 -h  X  )  ( 62 -^  X  )  (c2  +  X  ) 


v/(a2_,-U)(62-T-U)(c2-^U) 
Mais,  par  différentiation,  on  vérifie  aisément  que 


/     X      àU  y     dl]  z      f)U\ 

tJ)  \a2-L_  u  ôx  "^  62-T-  U  i)y  '^  c^-^\J  dz  ) 


[a^-h 


X  62-t-X  C2-^X/    y/(^„24_X)(62+X)(c2-+-X) 


d  l 

=    2   -TT 


dl    y/(.a2^X)(62-f.X)(c2-^À)' 
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en  sorte  que  l'équation  précédente  devient 
AV_  -XTzpabc  /  .77       d\]  y      d\}  z      «UN 

Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

Si  le  point  (^,  r,  z)  est  intérieur  à  l'ellipsoïde,  on  a 

dV  dV  dU 

U  =  0,  -—  =  o,  -—  =  o,  — -  =  o. 

ox  ày  dz 

D'ailleurs,  le  radical  étant,  par  hypothèse,  pris  en  valeur  absolue, 
l'égalité  (12)  devient 

Si,  au   contraire,  le  point  (x^y^z)  est  extérieur  à  l'ellipsoïde, 
on  a 

^2  y2 


-Ï-T        —1      =      0 


et,  par  conséquent, 

■).x r     x^         __z! ^ 1^_ 

^I^Tû  ~  L(a2-+-U)2  "*"  {bi~\jyi  "*"  (^i~rûy2j  5^  -  "' 

iy  r      T^  y"-       _^        s'      1  '^u  _ 

62^^rÛ    ~    [(a2-r-U)2   ^    (62+U)2   ^    (c2-+-U)2j  ^^    "  ^' 
~Uy2   ^   (è2H-Ul2   "^   (C2+U)2j   ds 


25  r  .r2  Jk2  ^2  -1  ^U 


Prenons  ces  trois  équations;  multiplions  les  deux  membres  de 
la  première  par  —. — i-,  ;  les   deux   membres  de  la  deuxième  par 

■■„      ^  •  les  deux  membres  de  la  troisième  par    „  ^  ..;  et  ajoutons 
62 -h  U  1       c2-hU  •' 

membre  à  membre  les  résultats  obtenus.  Nous  trouvons 
Comme,  pour  aucun  point  extérieur  à  l'ellipsoïde, 

XÏ  yi  z^ 


«2+0)2  (62^-0)2  (C2+U)2 
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ne  peut  être  égal  à  o,  cette  égalité  devient 

_     ^     ^  _     r     ^  _     -5     ^  _ 

Ce  résultat,  reporté  dans  l'égalité  (12),  donne,  pour  tout  point 
extérieur  à  l'ellipsoïde, 

AV  r^  o. 

Ainsi  la  fonction  Y[x,  y,  z)  offre  tous  les  criteria  de  la  fonc- 
tion potentielle  de  l'ellipsoïde  représenté  par  l'égalité  ('^),  en  sup- 
posant que  Félectricité  soit  répandue  uniformément  à  l'intérieur 
de  cet  ellipsoïde  avec  la  densité  solide  p.  La  fonction  V(^,y,  z) 
représente  donc  bien  cette  fonction  potentielle. 

Posons 

6    =  TK 


L   -=■:: 


:abc  I      — — = 
abc  I       — 


X)(6â-HX)(c2-r-X) 


t2-+-X)/(a2-f-X)(62+X)(c2+X)' 
(i3)  < 


M  =  Tiabc  I 
Jv 


dl 


(62-f-X)v/(a2-f-X)(62+X)(c2+X) 

dl 

( c2  +  A )  v/(â2^X~K62 -t-  X )  ( c2  +  X  ) 


Les   quatre  quantités  0,   L,   M,   N   sont  des  constantes  pour  les 
points  intérieurs  à  l'ellipsoïde  ou  situés  à  sa  surface,  et  des  fonc- 
tions de  X,  y,  z  pour  les  points  extérieurs  à  l'ellipsoïde. 
La  formule  (9)  donnera  alors 

(i4)  y{x,y,z)  =  p(e  — La72— Mj-^-  N^2). 

L'égalité  (10^  nous  donnera  la  première  des  égalités 

-—  =  —  2aLx. 

dx  ^ 

dS 


,   -—  =  —  ip^z. 

\     03  ' 


qui  nous  seront  utiles  plus  tard.   Une  charge  électrique  égale   à 
l'unité  étant  fixée  à  un  point  matériel  placé  en  (x,  y,  z),  ce  point 
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subira,  de  la  part  de  l'ellipsoïde,  une  action  dont  les  composantes 
auront  pour  valeur 

/  X  =  iz^hx, 

(16)  I  Y  =^  it^My, 

(    Z    =  2£pN^. 

Ces  formules  achèvent  la  solution,  donnée  par  Lejeune-Dirichlet, 
du  problème  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène. 


CIIVP.    VII.    —    LES   SURFACES   ELECTRISEES. 


CHAPITRE  VIL 

ACTIOX  ÉLECTROSTATIQUE  ET  FONCTION  POTENTIELLE 
D'UNE  SURFACE  ÉLECTRISÉE. 


§  1 .  —  Étude  de  la  composante  normale  de  l'action  exercée  en  un  point 
par  une  surface  électrisée. 

Supposons  qu'un  système  soit  formé  par  des  corps  continus  sé- 
parés les  uns  des  autres  et  du  milieu  non  électrisable  qui  les  envi- 
ronne par  des  surfaces  de  discontinuité.  L'électricité  est  répandue 
à  l'intérieur  des  corps  avec  une  densité  solide  p  et  sur  les  surfaces 
(le  discontinuité  avec  une  densité  superficielle  a-. 

Cette  électricité,  agissant  suivant  les  lois  de  Coulomb,  exerce 
sur  un  point  matériel  chargé  d'une  quantité  d'électricité  égale  à 
l'unité  une  action  dont  la  grandeur  et  la  direction  sont  parfaite- 
ment déterminées,  que  le  point  électrisé  se  trouve  à  l'extérieur  ou 
à  l'intérieur  des  charges  agissantes,  pourvu  toutefois  qu'il  se  trouve 
à  distance  finie  de  toute  surface  de  discontinuité  électrisée.  Le 
Chapitre  V  nous  fait  connaître  quelles  sont,  dans  ces  conditions, 
les  plus  importantes  propriétés  de  cette  force. 

Il  nous  reste  à  étudier  ce  qui  advient  de  cette  force  lorsque  son 
point  d'application  s'approche  indéfiniment  d'une  surface  de  dis- 
continuité électrisée,  ou  même  vient  se  placer  sur  cette  surface  de 
discontinuité.  C'est  l'objet  du  présent  Chapitre. 

L'existence  et  la  continuité  en  tout  point  de  l'espace  de  l'action 
électrique  exercée  par  des  volumes  électrisés  étant  une  vérité  re- 
connue, nous  pourrons  nous  contenter  d'étudier  l'action  exercée 
par  les  surfaces  électrisées,  action  qui,  composée  avec  la  précé- 
dente, nous  donnera  l'action  de  tout  le  système. 

Soit  donc  un  système  formé  seulement  de  surfaces  électrisées, 
et  un  point  M(:r, y,  z)  qui  n'est  situé  sur  aucune  de  ces  surfaces. 

Soient 

dS  un  élément  de  l'une  des  surfaces  électrisées; 
(«,  b,  c)  un  point  de  cet  élément; 
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(j  la  densité  superficielle  au  point  (rt,  b,  c)  ; 
r  là  distance  du  point  M  au  point  {a,  b,  c) . 

L'action  au  point  M  a  pour  composantes 


(■) 


-28 -> 
-US 


dS, 


dS, 


cr  — - —  db, 
fi 


Prenons  un  point  M(œ,y,  z),  que  l'on  puisse  faire  tendre  d'une 
manière  continue  vers  une  des  surfaces  S  du  système.  Supposons 
que,  de  ce  point  M,  on  puisse  abaisser  sur  la  surface  S  une  nor- 
male M  pi  dont  la  longueur  tende  vers  o  et  dont  l'orientation  varie 
d'une  manière  continue  lorsque  le  point  M  tend  vers  un  point  de 
la  surface  S;  cela  sera  toujours  possible  si,  comme  nous  le  suppo- 
serons, au  point  P  de  la  surface  S,  vers  lequel  tend  le  point  M,  et 
en  tous  les  points  assez  voisins  du  point  P,  la  surface  S  admet  im 
plan  tangent,  et  si  l'orientation  de  ce  plan  langent  varie  d'une 
manière  continue  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  S. 

Soit  [j.  {Jig'.  lo)  le  pied  de  la  normale  en  question.  On  pourra 


Fig.  10. 


toujours  supposer  le  point  M  si  voisin  de  la  surface  S  que  le  pomt 
[JL  soit  aussi  voisin  que  l'on  voudra  du  point  P  vers  lequel  tend  le 
point  M. 
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Par  le  point  M  menons  un  plan  T  parallèle  au  plan  tangent  à  la 
surface  S  en  ij..  Si  le  point  jjl  est  suffisamment  voisin  du  point  P, 
nous  pourrons  toujours,  sur  la  surface  S,  tracer  une  ligne  fermée  L, 
découpant  sur  cette  surface  une  aire  limitée  Si  qui  renferme  à  son 
intérieur  le  point  P  et  tous  les  points  [x  relatifs  à  toutes  les  posi- 
tions successives  du  point  M  et  qui,  en  outre,  possède  la  propriété 
suivante  : 

Une  normale  A  a  au  plan  T  rencontrera  toujours  l'aire  S,  en  un 
point  au  plus  a  et  fera  toujours  un  angle  fini  avec  le  plan  tangent  en  a. 

Cela  posé,  nous  observerons  que  la  force  exercée  au  point  M 
par  toutes  les  surfaces  électrisées  du  système  résulte  toujours  de 
deux  forces  :  l'une  engendrée  par  l'électricité  répartie  sur  la  ca- 
lotte S,  ;  l'autre  répartie  sur  le  reste  des  surfaces  électrisées. 

Cette  dernière  demeure  évidemment  une  fonction  uniforme  , 
finie  et  continue  des  coordonnées  du  point  M,  même  si  le  point  M 
tend  vers  le  point  P  de  l'aire  S,,  ou  vient  à  traverser  l'aire  S,  ;  ne 
nous  en  occupons  pas  plus  longtemps  et  étudions  la  première. 

La  première  a  une  composante  dirigée  suivant  la  normale  N  à  la 
surface  S(,  normale  comptée  dans  un  sens  déterminé,  le  sens  piM. 
Cette  composante,  que  nous  désignerons  par  Fj,,  va  solliciter  notre 
attention. 

Par  jjlM,  menons  deux  plans  normaux  en  ^  à  la  surface  S4,  fai- 
sant entre  eux  un  angle  d<h.  Ils  ont  pour  trace,  sur  le  plan  T,  deux 
lignes  droites  MA,  MB.  Envisageons  l'élément  du  plan  T  compris 
entre  ces  deux  droites  et  deux  circonférences  de  cercle  ayant  pour 
centre  le  point  M  et  pour  rayons  MA=  R  et  MC  ==  R  -1-  <iR.  Cet 
élément  ABGD  a  pour  aire 

Il  est  la  projection  d'un  certain  élément  a^yo  de  l'aire  S,.  Soit 
V  la  normale  à  l'aire  S,  au  point  a,  cette  normale  étant  prise  dans 
un  sens  tel  qu'elle  vienne  coïncider  avec  la  direction  N  si  l'on  fait 
venir  le  point  a  au  point  M.  L'élément  aj^yo  aura  pour  aire 

,/Si  =  — % — -  rfR  d^. 

cos(N, v)  ^ 

On  aura  alors 

271  ^c'fl    ^  cos(aM,  N)   .„  ^, 
J       J^         ri     cos(N,v)  •'     . 
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A  désignant  le  rayon  vecteur  de  la  projection  de  la  courbe  L  sur 
le  plan  T. 

Jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que  la  densité  superficielle  a  de- 
meurerait finie    dans    le    champ    d'intégration  ;    que   la   quantité 

Tic; — :  demeurait  finie  et  variait  d'une  manière  continue  dans  ce 

cos(]N,  V) 

champ.  Nous  allons  supposer  maintenant  que  ces  quantités  admet- 
tent, par  rapport  à  R,  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui 
demeurent  finies  dans  le  champ  d'intégration. 

Soit  z  la  distance  Aa  du  point  a  au  plan  T,  comptée  positive- 
ment d'un  tel  côté  du  plan  T  que  la  normale  N  traverse  ce  dernier 
de  la  face  positive  à  la  face  négative.  Nous  aurons 

Nous  aurons  aussi 

cos(aM,  N)  =  -. 
r 

Nous  aurons  donc 

R^  I 


,^2)!  cos(N,v) 


dRd'\>. 


Maiï 


à  z  Rz  R2  dz 


(R2-4-^2)2  (R2_i_32)2  (R2-i-^2)2     '^^ 

On  a  donc,  en  appliquant  à  l'expression  de  Fj^  la  formule  de 
l'intégration  par  parties  et  en  désignant  par  S,  3b,  JL^  ce  que  de- 
viennent 0-,  z,  V  en  un  point  de  la  courbe  L, 


.27:     ^Si. 


^in     ^i)\.  -  ^    r  ^  "1     ,       ,. 


Remarquons  bien  que  cette  transformation  de  l'intégrale  donnant 
Fjj  suppose  essentiellement  que  le  point  M  n'est  pas  situé  sur  la 
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surface  S;  sinon  la  formule  de  differen dation  sur  laquelle  elle  re- 
pose perdrait  tout  sens. 

Mais  le  second  membre  de  la  formule  (2)  possède,  comme  nous 
l'allons  voir,  une  valeur  finie,  qui  varie  d'une  manière  continue 
lorsque  le  point  M  se  rapproche  de  la  surface  S(  d'un  côté  déter- 
miné de  cette  surface  et  même  lorsqu'il  vient  se  poser  sur  la  sur- 
face Sf.  Seulement,  cette  valeur,  qui  représente  F^  tant  que  le 
point  M  n'est  pas  sur  la  surface  S),  quelque  voisin  qu'il  soit  d'ail- 
leurs de  cette  surface  S,,  peut  cesser  de  représenter  F^  au  moment 
où  il  vient  se  placer  sur  la  surface  S, . 

Ce  que  nous  venons  d'énoncer  est  évident  pour  le  premier  des 
trois  termes  qui  figurent  avi  second  membre  de  l'égalité  (2). 

Envisageons  le  second  de  ces  termes.  11  peut  s'écrire 

J.     J.     ■•■-■•[,.(£)■]""«' 

En  vertu  des  hypothèses  faites,  tous  les  facteurs  dont  se  compose 
la  quantité  sous  le  signe  /  demeurent  finis  dans  le  champ  d'inté- 
gration, même  si  le  point  M  vient  se  placer  sur  la  surface  S|,  sauf 
le  terme  R  -.  La  théorie  des  intégrales  dans  lesquelles  la  quantité 
sous  le  signe  /  devient  infinie  nous  montre  alors  que  l'intégrale 

précédente  garde  une  valeur  finie  et  varie  d'une  manière  continue 
lorsque  le  point  M  s'approche  de  la  surface  Sj  ou  vient  se  placer 
sur  cette  surface. 

Une  démonstration  analogue  s'applique  au  dernier  terme  du 
second  membre  de  l'égalité  (2). 

Nous  arrivons  donc  à  la  conséquence  suivante  : 

Considérons  une  surface  S  dans  une  région  S|  de  laquelle  le 
plan  tangent  varie  d' orientation  d' une  manière  continue  pen- 
dant cjue  la  courbure  a  une  valeur  finie  [cette  condition  équi- 
vaut à  l'existence  de  la  dérivée  de  cos(N,  v),  comme  on  le  voit  ai- 
sément]. 

Supposons  en  outre  qii'en  tout  point  de  cette  région  Sj  la 
densité  électrique  superficielle   ait   une    valeur  finie,    varie 
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d'une  manière  continue  et  admette  des  dérivées  partielles  par 
rapport  aux  paramètres  qui  fixent  la  position  d' un  point  sur 
la  surface  S. 

Prenons  un  point  M  situé  au  voisinage  de  cette  surface 
d^un  côté  déterminé  de  cette  surface.  L'action  exercée  par  la 
surface  électrisée  sur  ce  point  M  admet  une  composante  sui- 
vant la  normale  à  la  surface  qui  va  joindre  le  point  M.  Lorsque 
le  point  M  tend  dhine  manière  quelconque  vers  un  point  P  de 
la  surface,  cette  composante  normale  F^  tend  vers  une  limite 
finie  et  bien  déterminée.  Cette  limite  varie  dhine  manière 
continue  avec  la  position  du  point  P  sur  la  suif  ace.  On  n!est 
pas  autorisé  à  dire  que  cette  limite  représente  la  valeur  de  F^ 
sur  la  surface. 

Prenons  deux  points  M,  M'  situés  de  part  et  d'autre  de  la  sur- 
face S,  et  infiniment  voisins  d'un  même  point  P.  Dans  ce  cas,  la 
direction  iN'  est  sensiblement  opposée  à  N;  la  direction  v'  à  v. 
La  quantité  cos(N',  v')  a  donc  sensiblement  la  même  valeur  que 
la  quantité  cos(N,  v).  De  même  z  et  z'  ont  sensiblement  des  va- 
leurs égales  et  de  signe  contraire.  Il  semble  donc  que  ,  lorsque 
ces  deux  points  tendent  simultanément  vers  le  point  P,  les  deux 
quantités  F^  et  F^  doivent  tendre  vers  des  limites  égales  et  de 
signe  contraire.   Mais,  si  l'on  observe  que  la  quantité  qui  figure 

sous  le  signe  /  dans  les  deux  derniers  termes  du  second  membre 

de  l'égalité  (2)  devient  infinie  dans  le  champ  d'intégration,  on 
voit  sans  peine  que  cette  conclusion  n'est  plus  nécessaire.  Ainsi, 
lorsque  deux  points,  situés  de  part  et  d^  autre  de  la  surface  Si, 
tendent  tous  deux  vers  un  même  point  de  cette  surface,  les 
composantes  normales  des  forces  exercées  sur  ces  deux  points 
tendent  vers  des  limites  qui  ne  sont  pas  forcément  égales  et  de 
signe  contraire. 

Prenons  le  point  M  sur  la  surface  Si  ^fig.  ii)*  autour  du 
point  M,  sur  cette  surface  S),  traçons  une  ligne  fermée  /  séparant 
l'aire  Sj  en  deux  autres;  une  aire  limitée  S2  entourant  le  point  M 
et  une  aire  annulaire  S3  comprise  entre  /  et  L.  Par  le  point  M, 
menons  la  normale  N  à  la  surface  S,. 

L'électricité  répartie  sur  l'aire  S3  exerce  au  point  M  une  action 
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dont  la  composante  suivant  N  est 

T  K  ona  I  n  ivi     1\  1 


/•"    /•".Rcos(aM,N) 
J,      Jo         /•^cos(N,v) 


p  étant  le  rayon  vecteur  de  la  projection  de  la  courbe  /  sur  le 

Fig.  II. 


plan  T  tangent  en  M  à  la  surface  S). 
Or  on  a 

cos(aM,  N)  =  -, 

On  a  donc 

.S 


./o     J.    (R^ 


'-^ dKd^. 


p         (R2-i-  32)2  COS(N,  V) 

Comme  la  surface  S|  a  une  courbure  finie  au  point  M,  on  peut 
écrire 

z  =  KR2, 

K  tendant  vers  une  limite  finie  lorsque  R  tend  vers  o.  On  a  alors 

*N  -  -  f       f ^ dK  d'^. 

J^      Jp      (i-i-K2R2)2cos(N,v) 

Sous  cette  forme,  on  voit  que,  si  la  courbe  /  se  contracte  de  ma- 
nière à  venir  s'évanouir  au  point  M  en  passant  par  une  série  quel- 
conque de  formes,  ce  qui  fait  tendre  vers  o  toutes  les  quantités  p, 
la  quantité  ^^^  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  représentée 
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par  le  symbole 


r'^  cos(N,  v) 
OU 

^     -%os(r,  N)^S. 


S. 


Cette  limite  est,  par  définition,  la  composante  normale  de  V ac- 
tion que  la  surface  électrisée  S|  exerce  en  un  de  ses  points  M 
en  vertu  des  lois  de  Coulomb. 

La  démonstration  de  l'existence  de  cette  limite  suppose  seule- 
ment que  la  quantité  <t  soit  finie  et  intégrable.  Si,  de  plus,  la 
densité  superficielle  varie  d une  manière  continue  sur  la  sur- 
face Si,  cette  composante  normale  varie  d'une  manière  con- 
tinue d^  un  point  à  l'autre  de  la  surface  S,. 

Résumons  les  résultats  trouvés  dans  ce  paragraphe  pour  la  com- 
posante normale  de  l'action  exercée  en  un  point  par  une  surface 
électrisée. 

i"  Soit  un  point  M  situé  sur  une  surface  S  dont  la  courbure  au 
voisinage  du  point  M  a  une  valeur  finie.  Cette  surface  est  recou- 
verte d'une  couche  électrique  ayant  une  densité  superficielle  finie 
en  tout  point  voisin  du  point  M.  La  normale  à  la  surface  S  au 
point  M  {fig.  12)  admet  deux  orientations  que  nous  désignerons 
par  N,,- No. 

L'action  exercée   au  point  M  par  l'électricité  répandue  sur  la 

Figf.  12. 


surface  S  admet  suivant  N^  une  composante  finie  et  déterminée  <ï>j,^. 
2°  Si   la   densité   superficielle   est  continue,    au   voisinage   du 
point  M,  la  quantité  <ï>j<^  varie  dune  manière  continue  avec  la  posi- 
tion de  ce  point  sur  la  surface  S. 
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3"  Supposons  maintenant  que  la  densité  superficielle  admette, 
au  voisinage  du  point  M,  une  dérivée  finie  par  rapport  à  l'arc  de 
toute  courbe  tracée  sur  la  surface  S.  Soit  M"  un  point  extérieur 
à  la  surface  S  qui  tend  vers  le  point  M  en  demeurant  du  côté 
de  la  surface  S  marqué  par  la  normale  N).  Soit  N".  une  normale  à 
la  surface  S  allant  à  la  rencontre  de  ce  point.  La  composante  sui- 
vant N'j  de  l'action  exercée  au  point  M"  par  l'électricité  répandue 
sur  la  surface  S  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  le 
point  M"  tend  vers  le  point  M  d'une  manière  quelconque.  Cette 
limite  Fjj^  varie  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  point  M. 

Soit  de  même  M'  un  point  extérieur  à  la  surface  S  qui  tend  vers 
le  point  M  en  demeurant  du  côté  de  la  surface  S  marqué  par  la 
normale  No.  Soit  N^  la  normale  à  la  surface  S  allant  à  la  rencontre 
de  ce  point.  La  composante  suivant  ]N',  de  l'action  exercée  au  point 
M'  par  l'électricité  répandue  sur  la  surface  S  tend  vers  une  limite 
finie  et  déterminée  lorsque  le  point  M'  tend  vers  le  point  M  d'une 
manière  quelconque.  Cette  limite  Fy^  varie  d'une  manière  con- 
tinue avec  la  position  du  point  M. 

4"  Les  quantités  F;y_,  Fy^  ne  sont  pas  forcément  égales  et  de 
signe  contraire  ;  la  quantité  F^^  n'est  pas  forcément  égale  à  <ï>,<^  ;  la 
quantité  F^^  n'est  pas  forcément  égale  à  —  ^y^  ou  <I>^^. 

Nous  trouverons  plus  loin  la  valeur  des  quantités 


Fn. 

-^  Fn,, 

*N. 

-Fn„ 

*N, 

-F>v 

§  2.  —  Étude  des  composantes  tangentielles  de  l'action  exercée 
en  un  point  par  une  surface  électrisée. 

Prenons  dans  le  plan  T  {^g-  i3),  mené  par  le  point  M  parallè- 
lement au  plan  tangent  en  {x  à  la  surface  S,,  une  direction  déter- 
minée M0.  Convenons  de  compter  les  angles  «L  à  partir  de  cette 
direction. 

L'action  exercée  au  point  M  par  l'électricité  répandue  sur  la  sur- 
face S,  admet  suivant  M0  une  composante  F0,  qui  a  pour  valeur 

^^n  ^A     Rcos(aM,e)   ,_    ., 
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Mais  on  a 

ces  (aM,  6)  =  sin(aM,  N)  cos4', 
R 


sin  (xM,  N)  =  —  , 
r 


-2   =  R2-f-^2. 


On  a  donc 


-0         -^0  (R2^_  22)2     COS^,i>,   /; 


Mais  on  a,  d'ailleurs, 

cos<\id'\i  =  d(sin<\i). 

On  pevit  donc,  en  remarquant  que 

R2 T 

\r2-4-^2)I^«HN,v) 

est  une  fonction  uniforme  finie  et  continue  de  (];,  écrire 


F© 


•^    râl 


«^0  «^0 


R2  2  fh 


0          -'O  (R2+32) 


d<]^    cos(N,  v) 


o?R  sin  ^  d'!^ 


f.  ".r  T^rh^  4  [c-iï-(iv)] ''«  ^'°*  ''+■ 


(Rî^s') 
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Soit  dl  la  longueur  de  l'arc  BA.  Nous  aurons 
Nous  pourrons  donc  écrire 

Si,   comme  nous  le  supposons,   la   surface    S,   admet   en    tout 

point  une  courbure  iinie,  -ry  a  une  valeur  lime  ;  -. a  une 

ol  dl 

valeur  finie. 

Si,   comme  nous  le  supposons  également,   la   densité   superfi- 
cielle <T  admet  une  dérivée  par  rapport  à  l'arc  de  toute  ligne  tracée 

sur  la  surface  S(,  -y  a  une  valeur  finie. 

Enfin,  nous  savons  que 

z  =  KR2, 

K  croissant  au  delà  de  toute  limite  lorsque  R  tend  vers  o,  si  le 
point  M  est  extérieur  à  la  surface  S<,  et  tendant  vers  une  limite 
finie  si  M  est  situé  sur  la  surface  S,,  en  sorte  que  les  quantités 

R3  R3  22 


ne  croissent  pas   au  delà  de  toute  limite  lorsque  R  tend  vers  o. 

La  quantité  F©  garde  donc  une  valeur  finie  et  variable  d'une 
manière  continue  avec  la  position  du  point  M,  non  seulement  si  le 
point  M  s'approche  de  la  surface  S,  mais  encore  si  ce  point  vient 
se  placer  sur  la  surface  S  ou  se  déplace  sur  cette  surface. 

Or,  tant  que  le  point  M  n'est  point  sur  la  surface  S,  nous 
sommes  assurés  que  la  quantité  F©  représente  la  composante  sui- 
vant MO  de  l'action  exercée  au  point  M  sur  la  surface  S,. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

Prenons  une  surfaceSqui  admet  en  tout  point  une  courbure 
finie  et  qui  est  recouverte  d' une  couche  électrique  dont  la  den- 
D.  —  I.  6 
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site,  variable  d''  une  manière  continue,  admet  une  dérivée  finie 
par  rapport  à  Vàrc  de  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  S. 
Soit  M  un  point  extérieur  à  la  surface,  situé  d''  un  côté  déter- 
miné de  cette  surface  et  qui  s'approche  d'un  point  P  de  cette 
surface;  soit  M0  une  direction  issue  du  point  M,  cette  direc- 
tion tendant  à  devenir  parallèle  au  plan  tangent  en  P  à  la 
surface  S.  La  composante Fe  suivant'^%  de  V action  exercée  au 
point  M  par  la  surface  S  tend  vers  une  limite  finie  et  déter- 
minée, variable  dhine  manière  continue  avec  la  position  du 
point  P  sur  la  surface  S  et  la  direction  limite  de  la  droite  M0. 

Prenons   maintenant   le  point  M  sur  la  surface  S)   {fiig-    r4). 

Fig.  ik- 


Traçons  sur  cette  surface  une  ligne  fermée  /,  entourant  le  point  M 
et  partageant  l'aire  S<  en  deux  autres  :  l'une,  So,  limitée  par  la 
courbe  /  et  renfermant  le  point  M;  l'autre,  annulaire,  S3,  comprise 
entre  les  courbes  L  et  /. 

L'action  exercée  au  point  M  par  l'électricité  répandue  sur  l'aire 
S3  a,  suivant  M0,  une  composante  qui  a  pour  valeur 


F© 


•-''    ^^^     Rcos(«M,e) 
,„      ^p  /■2cos(N,v) 


dKd^, 


p  étant  le  rajon  vecteur  de  la  projection  de  la  courbe   /  sur  le 
plan  T. 

Une  transformation  de  tout  point  semblable  à  celle  qui  a  donné 


I 
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la  formule  (3)  permet  d'écrire  l'égalité  suivante  : 

^0       Jp  (R2_^52)t^'        C0S(N,V) 

Sous  cette  forme,  on  voit  que,  si  p  tend  vers  o,  la  quantité  F© 
tendra  vers  une  limite  finie,  déterminée,  variable  d'une  manière 
continue  avec  la  direction  M0  et  la  position  du  point  M  sur  la 
surface  S,,  cette  limite  ayant  pour  expression 

«-0  ^0  (  f^2_j_  ^2)2  v.^^sv^^î^y' 

c'est-à-dire  ce  que  devient  le  second  membre  de  l'égalité  (3) 
lorsque,  dans  le  cas  auquel  se  rapporte  cette  égalité,  le  point  M 
vient  se  placer  sur  la  surface  S,. 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  suivante  : 

La  surface  S(  exerce  en  un  point  M  qui  lui  appartient  une 
action  dont  la  composante  suivant  une  tangente  M0  à  la 
surface  S,  au  point  M  a  une  valeur  finie  et  déterminée,  va- 
riable d'une  manière  continue  avec  V orientation  de  la  tan- 
gente M0  et  la  position  du  point  M  sur  la  surface  S,.  Cette 
valeur  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  composante  suivant 
une  droite  M' 6'  de  V action  exercée  par  la  surface  en  un 
point  extérieur  M'  lorsque  le  point  W  et  la  direction  M'0' 
tendent  respectivement  vers  le  point  M  et  la  direction  MB, 

Nous  énoncerons  abréviativement  les  diverses  propositions  que 
nous  avons  établies  au  présent  paragraphe,  en  disant  que  les  com- 
posantes tangentielles  de  l'action  d'une  surface  en  un  point 
varient  d^me  manière  continue,  même  si  ce  point  traverse  la 
surface. 

§  3.  —  Réfraction  de  la  force  au  passage  d'une  surface  électrisée. 
Nous  allons  maintenant  chercher  les  relations  qui  existent  entre 
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les  trois  quantités  que  nous  avons  désignées  au  §  1  par  les  lettres 
Fpj ,  Fiv  ,  $N  .  La  détermination  de  ces  relations  repose  sur  une 
conséquence  des  lemmes  de  Gauss,  conséquence  qui  n'est  elle- 
même  que  la  généralisation  du  théorème  établi  au  §  2  du  Cha- 
pitre IV. 

Imaginons  un  système  formé,  comme  tous  ceux  que  nous  étu- 
dions, par  des  corps  continus,  en  tout  point  desquels  la  densité 
électrique  solide  a  une  valeur  finie  et  par  des  surfaces  de  disconti- 
nuité en  tout  point  desquelles  la  densité  électrique  superficielle  a 
une  valeur  finie. 

Au  sein  de  ce  système,  traçons  une  surface  fermée  S. 

Cette  surface  S  peut  couper  certaines  surfaces  de  discontinuité 
en  de  certaines  lignes  ou  les  toucher  en  certains  points;  elle  peut 
aussi  avoir  des  aires  d'étendue  finie  communes  avec  certaines  de  ces 
surfaces  de  discontinuité. 

Nous  supposerons,  désormais,  que  si  le  point  M  est  un  point 
commun  à  la  surface  S  et  à  une  surface  de  discontinuité  S,  celle- 
ci  est  soumise,  au  voisinage  du  point  M,  aux  conditions  sui- 
vantes : 

1°  Elle  admet  une  courbure  finie; 

2"  La  densité  superficielle  de  la  couche  électrique  qui  la  re- 
couvre admet  une  dérivée  finie  suivant  toute  ligne  tracée  sur  la 
surface  2. 

Moyennant  ces  conditions,  nous  serons  assurés  que  le  point  M  et 
que  tout  point  voisin  du  point  M  subiraient,  s'ils  portaient  une 
charge  électrique  égale  à  l'unité,  une  force  finie  et  déterminée  de  la 
part  de  l'électricité  répandue  sur  le  système. 

Cela  étant,  nous  sommes  assurés  que,  de  quelque  manière  que 
l'on  place  vme  charge  électrique  égale  à  l'unité  sur  la  surface  S, 
l'action  de  tout  le  système  sur  le  point  oîi  se  trouve  cette  charge 
admet  une  composante /"„^  finie  et  déterminée,  suivant  la  normale  n^ 
extérieure  à  la  surface  S  en  ce  point. 

Envisageons  alors  la  somme 

Par  une  série  de  raisonnements  analogues  en  tout  point  à  ceux 
qui  nous  ont  servi  au  Chapitre  IV,  §  2,  nous  trouverons  que  l'on 
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peut  écrire 

( 4 )  §//..  dS  =  i-z DM  -i-  2 r.zix, 

DTu  étant  la  quantité  totale  d'électricité  répartie  à  l'intérieur  de  la 
surface  S  et  a  la  quantité  totale  d'électricité  répartie  sur  cette 
même  surface. 

Telle  est  l'égalité  que  nous  allons  appliquer  immédiatement  et 
dont  nous  aurons  encore  à  faire  un  fréquent  usage  au  cours  de  ces 
Leçons. 

Considérons  une  surface  de  discontinuité  S  (.A»"-  '5)  chai'gée 


d'électricité  et,  sur  cette  surface,  un  j)oint  M  au  voisinage  duquel 
la  surface  S  possède  les  propriétés  que  nous  avons  rappelées  il  J  a 
un  instant. 

Du  côté  de  cette  surface  vers  lequel  est  dirigée  la  normale  Na, 
traçons  une  surface  S',  parallèle  à  la  première.  Soit  o  la  distance  de 
ces  deux  surfaces. 

Sur  la  surface  S  autour  du  point  M,  prenons  une  aire  AB.  Par 
tous  les  points  A,  B,  ...  du  contour  de  cette  aire,  menons  des  nor- 
males AA',  BB',  ....  Elles  forment  une  surface  réglée  T  qui  dé- 
coupe une  aire  A'B'  sur  la  surface  S'. 

Les  aires  iVB,  A'B'  et  la  portion  de  la  surface  T,  qui  est  située 
entre  elles,  limitent  un  espace  clos.  On  peut  toujours  choisir  la 
distance  S  assez  petite  pour  qu'aucune  surface  de  discontinuité  autre 
que  la  surface  S  ne  pénètre  dans  cet  espace  c'os,  ou  ne  rencontre 
la  surface  fermée  qui  le  limite. 

Cette  surface  remplit  alors  assurément  des  conditions  telles,  que 
l'égalité  (4)  lui  soit  applicable.  Moyennant  l'emploi  de  notations 
dont   le   sens  est  bien  facile   à  deviner,   cette  égalité  (4)   j)ourra 
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s'écrire,  dans  le  cas  actuel, 


/        =4''^-  I    f   I   P  dx  dy  dz  -h  2~z^(jdl.. 


^-,  ;        '(AB)  --(A'B') 


La  quantité  y„^  n'est  autre  chose  que  la  quantité  désignée  à  la  fin 
du  §  1  par  $j^-^.  On  a  donc 


8,,,/-''^= S *-^'''^- 


(AH)  ^(AB) 


Lorsqu'on  fait  tendre  5  vers  o,  chaque  élément  o^S'  tend  vers  un 
des  éléments  c/S,  ety„^  tend  vers  la  quantité  désignée  à  la, fin  du 
§  1  par  Fj{_.  On  peut  donc  prendre  o  assez  petit  pour  que  l'on 
ait 


•^(A'B)  *^(AB) 


(AB) 


71  étant  une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'avance. 

La  densité  p  étant  finie  dans  tout  le  volume  considéré,  et  celui- 
ci  tendant  vers  o,  en  même  temps  que  o,  on  pourra  toujours 
prendre  S  assez  petit  pour  que  l'on  ait 


fjj^dxdydz\<\ 


La  quantité  cd„^  est  finie  en  tout  point  de  la  surface  T  ;  celle-ci  a 
une  aire  qui  tend  vers  o  avec  o.  On  peut  donc  prendre  3  assez 
petit  pour  que  l'on  ait 


S?- 


dT 


En  tenant  compte  de  l'égalité  (5)  et  des  divers  résultats  que  nous 
venons  d'obtenir,  on  voit  que  l'on  peut  toujours  prendre  o  assez 
'  petit  pour  que  l'on  ait 


V  (  *N,  -T-  Fnj  —  2  ITEd)  dZ 

*^(AB) 


<^J> 


71  étant  une  quantité  positive  quelconque. 

Or,  le  premier  membre  de  cette  inégalité  ne  dépendant  pas  de  6, 
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l'inégalité  ne  peut  avoir  lieu  que  si  l'on  a 

(6)  C       (*s.-4-Fx,-2Tr£cr)rf2  =  o, 

l'aire  AB  étant  une  aire  quelconque  tracée  sur  la  surface  S  et  con- 
tenant le  point  M. 

Cette  égalité,  à  son  tour,  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  que  l'on 
n'ait,  au  point  M, 

^s,  -+-  F.v.  —  aTiea  =  o. 

Supposons,  en  effet,  qu'au  point  M,  la  quantité 

soit  différente  de  o.  La  valeur  de  cette  quantité  varie  d'une  ma- 
nière continue  avec  la  position  du  point  M  sur  la  surface  S;  car, 
d'après  les  hypothèses  faites  et  les  conséquences  qui  s'en  déduisent, 
chacune  des  trois  quantités  <I>;^p  Fj^^  et  <t  possède  cette  même  pro- 
priété. On  pourrait,  dès  lors,  tracer  autour  du  point  M  un  domaine 
en  tout  point  duquel  cette  quantité  aurait  le  même  signe  qu'au 
point  M;  en  prenant  pour  AB  la  totalité  ou  une  partie  de  ce  do- 
maine, l'égalité  (6)  ne  pourrait  plus  avoir  lieu. 
On  a  donc,  en  tout  point  de  l'aire  S, 

(  7  )  •i'N,  -4-  Fjjj  —  27:£(T  =  o. 

On  démontrerait  de  même  que  l'on  a 

(8)  ^y^^Fji^-i- ITZZa  =  o. 

Ces  deux  égalités,  combinées  entre  elles,  donnent  la  troisième  re- 
lation 

(9)  Fn.-t-Fn;  — -l-^sa  ^  o. 

Soient  F,,  Fo,  <I>|  les  trois  forces  dont  les  composantes  normales 
sont  ¥ji^,  F^,,  <I>^  .  Ces  trois  forces,  nous  le  savons,  doivent  avoir  les 
mêmes  composantes  tangentielles.  Elles  sont  donc  situées  dans  un 
même  plan  normal  au  point  M  à  la  surface  S.  Si  A2M  représente 
la  force  F2,  Ma  la  force  ^  et  MA,  la  force  F,  {^g".  16),  les  deux 
lignes  Ma,  MA,  devront  avoir,  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  sur- 
face S,  une  même  projection  MB,,  égale  et  directement  opposée  à 
la  projection  MBo  de  la  longueur  MA^  sur  le  même  plan. 
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Si  <j  est  positif,  les  forces  en  question  seront  disposées  comme 
l'indique  \di  fig.  i6.  La  longueur  C2C)  sera  égale  au  double  de  la 
longueur  CoT,. 

Ces  diverses  propriétés  sont   souvent   désignées   sous   le   nom 


de  réfraction  de  la  force  au  passage  d' une  suif  ace  élec- 
tr'isée. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  par  ses  applications  à  l'Elec- 
trostatique est  le  cas  où  la  force  F2  est  égale  à  o. 

Lorsqu'une  couche  électrique  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  situés  en  l'une  des  deux  régions  en  lesquelles  elle  sépare 
l'espace,  elle  exerce  en  un  point  de  la  surface  qu'elle  recouvre  une 
force  normale  à  cette  surface,  dirigée  vers  l'autre  région  de  l'espace 
et  ayant  pour  grandeur  2TU£a-;  sur  un  point  situé  dans  cette  der- 
nière région  de  l'espace  et  infiniment  voisin  de  la  surface,  elle 
exerce  une  force  dirigée  comme  la  précédente  et  ayant  pour  gran- 
deur ^Tzzrï. 


§4. 


Fonction  potentielle  d'une  surface  électrisée. 


Si  nous  prenons  un  point  situé  à  distance  finie  de  toute  surface 
de  discontinuité  électrisée,  nous  savons  que  la  fonction  potentielle 
en  ce  point  est  une  fonction  uniforme,  finie  et  continue  des  coor- 
données de  ce  point.  Que  devient  cette  fonction  lorsque  le  point 
auquel  elle  se  rapporte  s'apjnoche  indéfiniment  de  l'une  des  sur- 
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faces  électrisées  du  système,  ou  même  vient  se  placer  sur  cette 
surface? 

Pour  répondre  à  cette  question,  on  pjgut  évidemment  réduire  le 
système  à  la  surface  électrisée  dont  il  est  question,  ou  même 
à  la  portion  de  surface  que  nous  avons  désignée  par  S(  dans  les 
§  1  et  2. 

La  fonction  potentielle  de  l'électricité  répandue  sur  la  surface  Si , 
en  un  point  extérieur  à  cette  surface,  peut,  en  faisant  usage  des 
notations  employées  aux  §  1  et  2,  s'écrire 

v=  r  f'^ — "^dRd^. 

.'o      -'o       '•cos(N,v) 

Or,  tant  que  le  point  M  n'est  pas  sur  la  surface  S,,  le  rapport 

—  tend  vers  o  lorsque  R  tend  vers  o.  Il  tend  vers  l'unité  lorsque  R 

tend  vers  o  si  le  point  M  est  venu  se  placer  sur  la  surface  Si.  La 
quantité  précédente  représente  donc,  comme  on  le  voit  aisément, 
une  fonction  finie,  continue  et  uniforme  des  coordonnées  du  point 
M,  même  dans  le  cas  où  le  point  M  vient  se  placer  sur  la  sur- 
face S,. 

La  fonction  potentielle  au  point  M  d\in  système  quelconque 
électrisé  est  donc  une  fonction  finie,  continue,  uniforme,  des 
coordonnées  du  point  M,  même  si  le  point  M  s  approche  des 
surfaces  de  discontinuité  électrisées  ou  vient  se  placer  sur  ces 
surfaces. 

En  un  point  M  extérieur  à  toute  surface  électrisée,  la  fonction 
potentielle  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  qui  sont 
continues  et  sont  liées  aux  composantes  de  la  force  par  les  rela- 
tions 

Y  ^"^^ 

A  :=  —  £  -—  , 

Ces  relations,  jointes  aux  propriétés  de  la  force  électrostatique  que 
nous  avons  étudiées  aux  paragraphes  précédents,  nous  fournissent 
de  suite  la  démonstration  d'un  certain  nombre  de  théorèmes  sur 
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la  fonction  potentielle  :   il  nous  suffira  d'énoncer  ces  théorèmes. 

Soit  M  un  point  d'une  surface  électrisée  S;   N,,   Na   sont  les 

deux  directions  de  la  normale  à  la  surface  S  au  point  M  {fig.  17). 


La  surface  S  est  supposée  avoir  une  courbure  finie  au  point  M  et 
aux  points  avoisinants.  La  densité  électrique  superficielle  en  ces 
points  a  une  dérivée  finie  par  rapport  à  tout  arc  tracé  sur  la  svir- 
face  S. 

Dans  ces  conditions  : 

i"  Lorsque  le  point  (a;,  y,  z)  tend  d' une  manière  quelconque 
vers  le  point  M^  en  demeurant  du  côté  de  la  surf  ace  que  désigne 
la  normale  N,,  la  quantité 

d\  d\  dW 

-—  cos(Ni,  x)-\ cos(Ni,  r)H cos(Ni,  z) 

dx         ^      '     ^       dy         ^      '-^  ^       Oz         V     "     ^ 


tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  ttt-j  variable  d^  une 

manière    continue  avec   la  position  du  point  M  sur  la  sur- 
face S. 

y"  Lorsque  le  point  (^,  y,  z)  tend dhuie  manière  quelconcjue 
vers  le  point  M  en  restant  du  côté  de  la  surface  S  que  marque 
la  normale  N^,,  la  quantité 


--  C0S(N2,  X)  -\-  -^  C0S(N2,JK) 


dY 

dz 


cos(N2,  z) 


dY 


tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée,  -^j  qui  varie  d^ une 

manière   continue   avec   la  position   du  point  M  sur   la  sur- 
face S. 
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3"  Entre  ces  deux  quantités  -^rr-j  -r^  existe  la  relation 

4"  Soit  T  une  direction  quelconque  tangente  en  M  à  la  sur- 
face S.  La  quantité 

^cos(T,r)+^cos(T,j)+^^cos(T,^) 

tend  vers  la  même  limite  finie  et  déterminée  lorsque  le  point 
(.r,  jKj  z)  s^ approche  de  la  surface  S  en  se  trouvant  d'ailleurs 
d^un  côté  ou  de  l  ^ autre  de  cette  surface. 

5"  S  oient  h^,  Lo  deux  directions  opposées,  issues  du  point  M. 
Lorsque  le  point  (x,  JK,  s)  tend  vers  le  point  M  en  demeurant 
du  côté  de  la  surface  marqué  par  la  normale  N,, 

— -cos(  Li,  X)  -i. — —  cos(Li,  r)  -T-  -T-  cos(Li,  z) 

dX  ^       "  ^y  V        "^    /  ^^  \       I.1        J 

tend  vers  une  limait e  finie  et  déterminée  ^r- '  Lorsque  le  point 

(x,  y,  z)  tend  vers  le  point  M  en  demeurant  du  côté  de  la  sur- 
face marqué  par  la  normale  No 

--  C0S(L2,  X)  H-  --  cos(L2,^)  +  -^  C0S(L2,  ^) 

dY 
tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée   ,r--  Entre  ces  deux 
•^  0L2 

..    dY     dY  ,         ,     . 

quantités  —r-,  sp?  on  a  la  relation 

dY        dY 

6"  La  fonction  potentielle  admet  une  dérivée  suivant  V arc 
dhine  ligne  quelconque  tracée  sur  la  surface  S;  mais,  en  un 
point  de  la  surface  S,  elle  n'admet  pas  de  dérivée  par  rapport 
à  la  normale  à  la  surface  S,  ni,  par  conséquent,  par  rapport 
à  V arc  d'une  courbe  quelconque  non  située  sur  la  surface  S. 

Telles  sont  les  principales  propriétés  de  la  fonction  potentielle 
au  voisinage  d'une  surface  de  discontinuité  électrisée  ('). 


('1   Les  rcclicrclics  rclalivcs  aux  disconliniiilés  qu'éprouvent    les   dérivées  se- 
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§  5.  —  Criteria  de  la  fonction  potentielle  d'un  système  électrisé. 
Prenons  un  système  formé  par  un  corps  continu  G  {Jlg-  18) 


électrisable  séparé  du  milieu  non  électrisable  qui  l'environne  par 


condes  de  la  fonction  potentielle  lorsqu'on  franchit  une  surface  électrisée  n'ont 
qu'un  intérêt  mathénnatique.  Aussi  nous  bornerons-nous  à  donner,  à  cet  égard, 
les  renseignements  suivants,  que  nous  empruntons  à  M.  Max  Bacharach. 

Les  recherches  relatives  aux  discontinuités  des  dérivées  secondes  sont  récentes, 
bien  que  déjà  Green,  dans  l'étude  de  la  bouteille  de  Leyde  [Essay,  art.  8),  ait  déjà 
donné  une  formule  qui  se  rapporte  à  cette  question.  Cette  formule,  que  Clausius 
et  Betti  ont  ensuite  démontrée  et  généralisée  de  diverses  manières,  est  la  suivante  : 
Soit  N^  la  normale  extérieure  à  une  surface,  à  l'intérieur  de  laquelle  la  fonction 
potentielle  est  constante  et  dont  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  B^,  B^. 
On  a 

d'Y       ,      /  I  I  \ 

M.  Paci  déduisit  de  là  [Sopra  la  funzione  potenziale  di  una  massa  distribuita 
sopra  una  superficie  {Giornale  di  Matematica  da  Battaglini,  t.  XV,  p.  289  ; 
1877)]  que  l'on  devait  avoir,  en  un  point  quelconque  d'une  surface  électrisée, 

Mais  il  ne  démontra  directement  cette  formule  que  pour  l'ellipsoïde;  il  l'élendit 
aux  autres  cas  en  confondant  la  surface  avec  l'ellipsoïde  osculateur.  M.  Cari 
Neumann  a  donné  \Neue  Sâtze  iibev  das  Newton'sche  Potential  ( Mathematische 
Annalen,  t.W'l,  p.  432;  1880)],  mais  sans  démonstration,  l'expression  de  la  discon- 
tinuité qu'éprouvent,  en  traversant  une  surface  électrisée,  les  dérivées  secondes, 
suivant  une  direction  quelconque,  de  la  fonction  potentielle.  Cette  formule  ren- 
ferme celle  de  M.  Paci  comme  cas  particulier.  M.  Beltrami  [Jntorno  ad  alcuni 
nuoviteoremi  delsig.  Neumann sulle  funzioni potenziali  (Annalidi  Matem.atica, 
série  II,  t.  X,  p.  46;  1880)]  donna  bientôt  deux  démonstrations  très  générales  de 
cette  équation.  Enfln,  les  résultats  énoncés  par  M.  Cari  Neumann  ont  été  démon- 
trés par  M.  Horn  [Die  Discontinuitâten  der  ziveiien  Diffeventialquotienten  des 
Oberfiâchenpotentials  {Schlômilch's  Zeitschrift,  t.  XXV^I,  p.  i[\b  et  209;   1881)]. 
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une  surface  S  dont  la  courbure  est  finie  en  chaque  point.  En  tout 
point  du  corps  C,  la  densité  électrique  solide  a  une  valeur  finie  p, 
qui  varie  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  du  corps  C 
et  admet  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
coordonnées  du  point  auquel  elle  se  rapporte.  La  densité  super- 
ficielle (7  a  une  valeur  finie  en  tout  point  de  la  surface  S  ;  elle  varie 
d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  S,  et 
admet  une  dérivée  par  rapport  à  l'arc  de  toute  courbe  tracée  sur  la 
surface  S. 

Dès  lors,  nous  savons  que  la  fonction  potentielle  V  de  l'électricité 
répandue  sur  ce  système  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Cette  quantité  est,  dans  tout  l'espace,  une  fonction  uniforme, 
finie  et  continue  des  coordonnées  x,y^  z-  du  point  auquel  elle  se 
rapporte. 

2°  Dans  l'espace  2,  extérieur  à  la  surface  S,  elle  est  harmo- 
nique. 

3"  Dans  l'espace  i,  intérieur  à  la  surface  S,  elle  est  régulière  et 
elle  satisfait  à  l'équation 

A  V  —  —  4  ''^p  • 
4°  En  tout  point  de  la  surface  S,  on  a 

dV         dY 

5"  Si  l'on  désigne  par  R  la  distance  du  point  (x,  y,  z)  à  un 
point  fixe  O  pris  à  l'intérieur  du  corps  C,  les  produits 

d\  d\  d\ 

RV,     R2^,      R2^,      R2^ 

ox  oy  oz 

demeurent  finis  lorsque  R  augmente  au  delà  de  toute  limite. 

Réciproquement,  si  une  fonction  V  possède  toutes  ces  pro- 
priétés, on  est  assuré  qu'elle  est  la  fonction  potentielle  de  la  dis- 
tribution électrique  considérée ,  car  deux  fonctions  distinctes 
ne  peuvent  posséder  à  la  fois  ces  propriétés. 

Supposons,  en  effet,  que  ces  propriétés  appartiennent  à  la  fois  à 
deux  fonctions,  et  désignons  par  0  leur  différence  ;  celle-ci  possédera 
les  propriétés  suivantes  : 

1°  Elle  sera,  dans  tout  l'espace,  une  fonction  uniforme,   finie 
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et  continue  des  coordonnées  [x,  y,  z)  du  point  auquel  elle  se  rap- 
porte. 

2°  Elle  sera  harmonique  dans  l'espace  2,  extérieure  la  surface  S. 

3"  Elle  sera  harmonique  dans  l'espace  i  intérieur  à  la  surface  S. 

4°  Ses  dérivées  premières  satisferont,  sur  la  surface  S,  à  la  con- 
dition 


5"  Les  produits 


de       de  _ 


RO,     R^^,      R^f,      R^^ 
ox  oy  dz 


demeureront  finis  lorsque  R  augmentera  au  delà  de  toute  limite. 

Or  nous  avons  vu,  au  Chapitre  VI,  §  1,  que  ces  propriétés 
entraînaient  la  conséquence  suivante  :  La  fonction  0  est  identi- 
quement nulle;  les  deux  fonctions  dont  elle  est  la  différence  sont 
donc  identiques,  comme  nous  l'avions  annoncé. 

Les  cinq  propriétés  que  nous  avons  énuniérées  sont,  on  le 
voit,  les  criteria  de  la  fonction  potentielle  d'un  système  élec- 
trisé. 

§  6.  —  Historique. 

Coulomb  a  découvert,  en  1 786,  comme  nous  le  verrons  au  Livre  II, 
que,  lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  un  corps  conduc- 
teur, il  ne  peut  pas  j  avoir  d'électricité  répandue  à  l'intérieur  de 
ce  corps,  en  sorte  que  sa  surface  seule  est  électrisée.  C'est  cette 
découverte  qui  a  amené  les  théoriciens  à  rechercher  les  propriétés 
des  couches  électriques. 

Toutefois,  pénétrés  de  l'idée  que  l'électricité  était  un  fluide 
matériel,  capable,  à  la  vérité,  de  se  condenser  en  un  très  petit 
volume,  mais  point  d'être  réduit  à  occuper  un  volume  nul,  les  pre- 
miers qui  se  sont  occupés  de  ces  recherches,  à  savoir  Coulomb, 
l^aplace  et  Poisson,  ont  considéré  des  couches  électriques  très 
minces,  mais  point  des  couches  électriques  infiniment  minces. 
C'est  plus  tard  seulement  que  Green  a  introduit  dans  la  Physique 
mathématique  la  notion  de  couche  électrique  superficielle. 

Il  y  a  plus. 

Les  premiers  essais,  guidés  par  les  lois  de  l'équilibre  électrique 
sur  les  corps  conducteurs,   se  sont  bornés  à  l'étude  de  coviches 
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électriques  n'exerçant  aucune  action  électrostatique  sur  les  points 
situés  à  l'intérieur  des  conducteurs  qu'elles  recouvrent. 

Une  couche  homogène,  de  très  petite  épaisseur,  comprise  entre 
deux  sphères  concentriques,  est  un  exemple  d'une  semblable  couche. 
Or,  tandis  que  son  action  en  un  point  intérieur  est  égale  à  o,  elle 
exerce,  en  un  point  de  la  surface  qui  la  Umite  extérieurement,  une 
action  normale  à  cette  surface,  dirigée  vers  l'extérieur  de  cette 
surface,  et  ayant  pour  grandeur  ^T^epy,  si  l'on  désigne  par  y 
l'épaisseur  de  la  couche  et  "par  p  sa  densité.  Cette  remarque  avait 
été  faite,  dès  1709,  par  Lagrange  ('). 

En  1788,  Coulomb  {-),  développant  la  théorie  du  plan  d'épreuve, 
marque  très  nettement  qu'à  la  traversée  d'une  couche  électrique  en 
équilibre,  couche  que,  dans  ce  passage.  Coulomb  considéré  comme 
infiniment  mince,  la  composante  de  l'action  électrostatique  suivant 
la  normale  à  la  couche  varie  brusquement;  égale  à  o  en  un  point 
infiniment  voisin  de  la  couche,  mais  intérieur  au  corps,  elle  est 
proportionnelle  au  double  de  la  densité  de  la  couche  en  un  point  in- 
finiment voisin  de  la  couche,  mais  extérieur  au  corps.  La  démon- 
stration que  Coulomb  donne  de  cette  proposition  renferme,  en 
germe,  la  démonstration  qu'en  ont  donnée,  peu  après,  Laplace  et 
Poisson. 

C'est,  en  effet,  dans  les  Mémoires  de  Poisson,  que  nous  trouvons 
ensuite  le  développement  de  l'idée  émise  par  Lagrange  et  Coulomb. 
Dans  son  premier  Mémoire  sur  l'Electrostatiqvie  (^),  Poisson  dit  : 
«  Lorsque  la  figure  de  la  couche  électrique  est  déterminée,  les 
formules  de  l'attraction  des  sphéroïdes  font  connaître  son  action 
sur  un  point  pris  en  dehors  ou  à  la  surface  du  corps  électrisé.  En 
faisant  usage  de  ces  formules,  j'ai  trouvé  qu'à  la  surface  d'un  sphé- 
roïde peu  différent  d'une  sphère,  la  force  répulsive  du  fluide  élec- 
trique est  proportionnelle  à  son  épaissevir  en  chaque  point  ;  il  en 
est  de  même  à  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  quel  que 


(')  Lagrange,  Miscellanea  Taurinensia,  l.  I,  p.  i/|2-i45;  1759. 

(^)  Coulomb,  Sixième  Mémoire  sur  l'électricité.  Suite  des  JiecJierches  sur  la 
distribution  du  Jluide  électrique  entre  plusieurs  corps  conducteurs;  détermi- 
nation de  la  densité  électrique  dans  les  différents  points  de  la  surface  de 
ces  corps,  §  45  {Mémoires  de  l'Académie  pour  i^^^,  p.  676-677.  Paris;  1791). 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs,  p.  5  {Mémoires  des  savants  étrangers,  t.  XII,  p.  iSn). 
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soit  le  rapport  de  ses  deux  axes;  de  sorte  que,  sur  ces  deux  espèces 
de  corps,  la  répulsion  électrique  est  la  plus  grande  dans  les  points 
où  l'électricité  est  accumulée  en  plus  grande  quantité.  Il  est  naturel 
de  penser  que  ce  résultat  est  général  et  qu'il  a  également  lieu  à  la 
surface  d'un  corps  conducteur  de  forme  quelconque;  mais,  quoique 
cette  proposition  paraisse  très  simple,  il  serait  cependant  très  dif- 
ficile de  la  démontrer  au  moyen  des  formules  de  l'attraction  des 
sphéroïdes;  et  c'est  un  des  cas  où  l'on  doit  suppléer  à  l'im- 
perfection de  l'analyse  par  quelque  considération  directe.  On 
trouvera,  dans  la  suite  de  ce  Mémoire,  une  démonstration  pure- 
ment synthétique,  que  M.  Laplace  a  bien  voulu  me  communi- 
quer, et  qui  prouve  qu'à  la  surface  de  tous  les  corps  électrisés,  la 
force  répulsive  du  fluide  est  partout  proportionnelle  à  son  épais- 
seur ('  ).  » 

La  démonstration  de  Laplace  concernait  seulement  une  couche 
n'exerçant  aucune  action  à  l'intérieur  du  corps  qu'elle  recouvre. 
Au  lieu  de  reproduire  simplement  cette  démonstration.  Poisson 
cherche  à  l'étendre  à  une  couche  très  mince  quelconque,  et  il  est 
ainsi  amené  à  découvrir  la  discontinuité  de  la  composante  normale 
et  la  continuité  des  composantes  tangentielles  de  l'action  exercée 
par  une  semblable  couche  :  «  On  démontre  aussi,  dit-il  (^),  sans 
aucun  calcul,  que  la  répulsion  électrique  à  la  surface  d'un  corps  de 
forme  quelconque  est  proportionnelle  à  l'épaisseur  ou  à  la  quantité 
d'électricité  accumulée  en  chaque  point;  mais  cette  proposition  est 
comprise  dans  une  autre  plus  générale,  dont  je  vais  donner  la 
démonstration. 

»  Je  considère  une  couche  infiniment  mince,  solide  ou  fluide, 
mais  de  telle  forme  qu'on  voudra;  je  suppose  que  l'on  prenne  un 
point  A  sur  sa  surface  extérieure  et  qu'on  y  élève  une  normale  à 
cette  surface,  qui  aille  couper  la  surface  intérieure  en  un  point  que 
j'appelle  a;  je  désigne  par  y  l'épaisseur  A«  de  la  couche;  par  R 
son  action  sur  le  point  A  décomposée  suivant  la  normale  A  a  et 
par  R'  son  action  sur  le  point  a  décomposée  suivant  la  même  droite  : 


(')  Pour  bien  entendre  ce  passage  et  le  suivant,  on  doit  supposer  que  lu  den- 
sité de  la  couche  électrique  et  la  constante  s  ont  été,  toutes  deux,  prises  égales  à 
l'unité. 

(')  Poisson,  loc.  cit.,  p.  3o. 
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je  dis  qu'on  aura  toujours 

Tî  désignant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  » 

Après  avoir  démontré  celte  proposition,  Poisson  continvie  en 
ces  termes  (')  :  «  De  même,  si  l'on  appelle  T  l'action  de  la  couche 
entière  sur  le  point  A,  décomposée  suivant  le  plan  tangent  ou 
perpendiculaire  à  A«,  et  que  l'on  désigne  par  T'  son  action  sur  le 
point  a,  aussi  perpendiculaire  à  cette  droite,  on  trouvera  T  =  T'. 
...  Généralement,  je  représente  par  y?  l'action  de  la  couche  sur 
le  point  A,  suivant  une  direction  qui  fait  avec  la  normale  un 
angle  quelconque  9,  et  par  p'  son  action  sur  le  point  «,  sui- 
vant une  direction  parallèle;  j'ai  alors  /?  =  RcosO -h  T  sinO  et 
/>'=  R'  cosO  +  ï'  sinO  ;  mettant  pour  R'  et  T' leurs  valeurs,  il  vient 
yy'=  R  cos8  +  T  sinO  —  4'^JKCOs9,  et  par  conséquent 

p'  =  p  —  ^T^y  cos9. 

»  ...  S'il  s'agit  d'une  couche  fluide  répandue  sur  un  sphéroïde 
de  forme  quelconqvie,  et  disposée  de  manière  qu'elle  n'exerce 
aucune  action  sur  les  points  intérieurs,  ce  qui  est  le  cas  du  fluide 
électrique,  on  aura  T'=  o,  R'=  o  ;  donc  aussi  T  =  o,  R  =  ^Tzy, 
d'où  il  suit  :  i°  que  la  force  tangentielle  est  nulle  à  la  surface  exté- 
rieure, comme  nous  l'avions  déjà  prouvé  dans  le  numéro  précédent; 
2°  que  la  force  normale  à  cette  surface  est  proportionnelle  à  l'épais- 
seur de  la  couche  en  chaque  point. 

»  Cette  démonstration  est  celle  que  nous  avons  annoncée  au 
commencement  de  ce  Mémoire,  et  qui  nous  a  été  communiquée 
par  M.  Laplace.  Nous  l'avons  rendue  vin  peu  plus  générale,  en 
considérant  d'abord  ime  couche  fluide  ou  solide,  qui  n'était  pas 
assujettie  à  n'exercer  aucune  action  sur  les  points  de  sa  surface 
intérieure.  » 

Laplace  et  Poisson  considéraient,  on  le  voit,  les  propriétés  d'une 
couche  très  mince,  mais  point  d'une  couche  rigoureusement  super- 
ficielle. Green  considéra,  en  1828,  cette  sorte  de  couche  (2)  et 

(')  Poisson,  loc.  cit.,  p.  33. 

(•)  George  Green,  An  essay  of  thé  application  0/  mathematical  analysis 
to  the  théories  of  electricity  and  magnetism.  Nottingham  ;  1828  (^Mathematical 
papers  of  the  late  George  Green,  p.  3o.  Londres;  187 1). 

D.  -  I.  <7 
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démontra,  pour  chacun  de  ses  points,  la  relation  fondamentale 

il    ^  __ , 

Sa  démonstration,  fondée  sur  l'emploi  de  l'identité  qui  porte  son 
nom,  exigerait,  pour  être  rendue  rigoureuse,  que  l'on  fit,  au  préa- 
lable, la  preuve  des  diverses  propositions  que  nous  avons  exposées 
aux  paragraphes  1  et  2. 

C'est  à  Gauss  (')  que  l'on  doit  la  méthode  par  laquelle  il  est 
possible  d'établir  toutes  ces  propositions  d'une  manière  aussi 
rigoureuse  qu'élégante. 

Récemment,  M.  Otto  Holder(-)  a  montré  que  toutes  ces  propo- 
sitions demeuraient  exactes  dans  un  cas  étendu  où  la  densité  élec- 
trique n'admet  pas  de  dérivée  suivant  l'arc  de  la  surface  qu'elle 
recouvre. 

Enfin  Lejeune-Dirichlet  (^)  a  insisté  le  premier  sur  le  rôle  de 
criteria  joué  par  les  propositions  que  Gauss  avait  démontrées. 


(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsdtze,  n°'  12,  13,  14,  15,  16  (G.vuss  Werhe,  Bd.  V, 

p.    212). 

(")  Otto  Holder,  Beilràge  zur  Potentialtlieorie.  II"  Abschnitl  {Inaugural 
Dissertation.  Stuttgard  ;  1882). 

(')  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  iibcr  die  im  umgekehrten  Verhàltniss 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte,  p.  65.  Leipzig  ;  1876. 
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CHAPITRE  YIII. 

RAPPEL  DE  QUELQUES  PRINCIPES  DE  MÉCANIQUE. 


§  1.  —  Enoncé  du  principe  des  vitesses  virtuelles. 

Nous  allons,  dans  ce  Chapitre,  rappeler  brièvement  quelques- 
unes  des  notions  de  Mécanique  dont  nous  aurons  à  faire  un  fré- 
(juent  visage  dans  la  suite  de  ces  Leçons. 

Nous  commencerons  par  retracer  l'énoncé  du  principe  des  vi- 
tesses virtuelles,  qui,  ainsi  que  l'a  montré  Lagrange,  domine  la 
Statique  tout  entière. 

Considérons  un  système  matériel  et,  pour  fixer  les  idées,  sup- 
posons-le formé  d'un  nombre  fini  de  points  matériels  séparés  les 
uns  des  autres  par  des  distances  finies.  Soient  M,  (xi,  j,,  ^,), 
Ms (^2,^25  -S2),  •  •  -,  M„(.r«,jK«,  Zn)  ces  points. 

Ce  système  est  soumis  à  certaines  liaisons;  ces  liaisons  sont  de 
deux  sortes. 

Les  unes  s'expriment  par  une  égalité  ou  plusieurs  égalités  entre 
les  coordonnées  d'un  ou  de  plusieurs  points  du  système.  Telle 
est,  par  exemple,  pour  un  point,  la  condition  de  demeurer  sur 
une  surface  ou  sur  une  courbe.  Nous  les  nommerons  liaisons  bila- 
térales. 

Les  autres  ne  sont  point  susceptibles  de  s'exprimer  par  une 
ou  plusieurs  égalités.  Supposons,  par  exemple,  que  le  point 
M,  (.T),  j^t,  z-i)  soit  assujetti  à  demeurer,  soit  en  dehors  d'un  cei- 
tain  corps,  soit  à  sa  surface,  sans  pouvoir  pénétrer  à  son  intérieur. 
Soit 

l'équation  de  la  surface  de  ce  corps;   supposons  qu'à  l'intérieur 
de  ce  corps  on  ait 

f{x,y,  z)<o 
et,  à  l'extérieur, 

f(^,  y,  5)  >  o. 
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La  liaison  imposée  au  point  Mt  s'exprime  alors  de  la  manière 
suivante  : 

/(^i,  Ji,  5i)|o. 

Une  telle  liaison,  dans  ce  qui  va  suivre,  sera  nommée  liaison 
unilatérale. 

Supposons  qu'entre  les  points  du  système  il  existe  p  liaisons 
bilatérales 

/l(^l,  Jl,   -1,    -^2,    ...)  =  0, 

/ .  1  Ai^i,ri,  -1,  a-2,  ...)  =  o, 


et  q  liaisons  unilatérales 


(2) 


?2(^1,  JKl,   -Zl,   ^2,    •••  )  =  0, 


?l(j^UyU   -21,   -2^2,    ...)=0. 

Supposons  que  les  quantités 

^i,    7u  -Si, 

^2,      JK2,  ^îi 

•  •  )        •  •  »  •  •  » 

vérifient  les  conditions  (i)  et  (2);  supposons  que  l'on  choisisse 
les  quantités  infiniment  petites 

8a7i,     oji,  0^1, 

8a72,       Sj2,  2^2, 

.  .  .  ,       •  •  •  )  •  •  •  ) 

S^«,    Sj/j,    S^/i, 
de  telle  façon  que  les  quantités 

a^ï+oj^a,    J2+0J21     -32-1-3^2, 


Xn  +  Sa^«,     7/,  -H  S/«,      ^«  +  8^rt 
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vérifient  aussi  les  conditions  (i)  et  (2)  : 

ùxi,     07,,     0^1, 

03^2,       0/2,       032, 

constituent  les  composantes  du  mouvement  des  divers  points  dans 
un  déplacement  virtuel  du  système  ;  ou,  plus  brièvement,  con- 
stituent un  déplacement  virtuel  du  système. 

Un  déplacement  virtuel  o.r,,  SjKi,  .  .  •  sera  renversable  si  — ôJCj, 
—  oj'i,  . .  .  est  aussi  un  déplacement  virtuel  du  système. 

Si  toutes  les  liaisons  auxquelles  le  système  est  assujetti  sont  des 
liaisons  bilatérales,  tous  les  déplacements  virtuels  du  système  sont 
des  déplacements  renversables.  En  effet,  dans  le  cas  où  le  système 
n'est  soumis  qu'à  des  liaisons  bilatérales,  pour  que  8x,,  ôj-,,  S2<; 
3^2,  .  . .  constituent  un  déplacement  virtuel,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  ces  quantités  vérifient  les  relations 


àfx   .     ^/i  . 

àfx    . 

àZn 

àfp   ^     àf„   ^ 

àfp  . 
.  .  4-  j-  àZa  =  0, 

et  ces  relations  sont  évidemment  vérifiées  aussi  par  le  système  de 
quantités 

—  0J7,,     —  oji,     —ozi;     —0X.2,     

Soient  Xi,  Y,,  Z,  les  composantes  de  la  force  explicitement 
donnée  qui  agit  sur  le  point  M,  ;  X2,  Y2,  Z12  les  composantes  de 
la  force  explicitement  donnée  qui  agit  sur  le  point  M2;  ....  Par 
définition,  dans  tout  déplacement  virtuel  ô^Tj,  ôj/"(,  . . .,  la  première 
force  effectue  un  travail  virtuel 

Xi  Ixx  -\-  Yi  071  -+-  Zi  Szi  ; 

la  deuxième  force  effectue  un  travail  virtuel 

X2  tX^  -4-  Y2  072  -H  Z2  0^2  î 

etc,  .... 

Le  Principe   des   travaux    virtuels,    nommé    souvent    aussi 
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Principe  des  vitesses  virtuelles,  peut  alors  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Pour  quhin  système  soit  en  équilibre ,  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que,  dans  tout  déplacement  virtuel  du  système,  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  données  appliquées  à 
ses  divers  points  soit  nulle  ou  négative. 

En  d'autres  termes,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
l'équilibre  d'un  système  matériel  s'obtiennent  en  écrivant  que, 
pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  ô:^;^,  oj^,,  os,,  ...  qui  consti- 
tuent un  déplacement  virtuel,  on  doit  avoir 

(3)  Xi  QXi  -+-Yi  Ô/i  H-  Zj  0^1  -f-  \2  0^2-1-  •  -  .  -H  Z,j  OZii  1  o. 

Si  tous  les  déplacements  virtuels  dont  le  système  est  suscep- 
tible sont  renversables,  ce  principe  s'exprime  simplement  par 
l'égalité 

(4)  Xi  oa^-i-f-Yi  o/i  -I-  Zi03i-H  X2  0X2+  . . .  -t-  Z„  oz,i=  o. 

C'est  sous  cette  dernière  forme  que  le  principe  des  travaux,  vir- 
tuels a  été,  pour  la  première  fois,  énoncé  par  Jacques  Bernoulli  (')  ; 
c'est  aussi  sous  cette  forme  que  Lagrange,  dans  \^  Mécanique  ana- 
lytique, en  a  fait  le  fondement  de  la  Statique  tout  entière.  La  forme 
plus  complète  exprimée  par  l'inégalité  (3)  est  due  à  Gauss  (^);  elle 
a  été  exposée  avec  grand  soin  par  Clausius  (^)  et  par  M.  Cari  Neu- 
mann(^').  Sauf  le  Traité  de  Sturm,  aucun  Traité  de  Mécanique 
français  ne  mentionne  cette  forme  complète  du  principe  des  tra- 
vaux virtuels. 


(')  Lettre  citée  dans  Varignon,  Nouvelle  Mécanique. 

{')  Gauss,  Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik  {Crelle's 
Journal,  t.  4  ;  1829.  Gauss,  Werke,  Bd.  V,  p.  27,  en  note).  —  Principia  gene- 
ralia  theorice  figurée  fluidoruni  in  statu  œquilibrii  (Nouveaux  Mémoires 
de  Goettingue,  vol.  VII;  j83o.  Gauss,  Werke,  Bd.  V,  p.  35).  —  Lettre  de  Gauss 
à  Mœbius  citée  par  M.  Cari  Neumann. 

(')  Clausius,  De  la  fonction  potentielle  et  du  potentiel,  trad.  Folie;  Paris, 
1870. 

(")  C.  Neumann,  Ueber  das  Princip  der  virtuellen  oder  facultativen  Ver- 
riickungen. 


CHVP.    Vin.    —    RAPPEL    DE   QUELQUES   PRINCIPES   DE   MÉCANIQUE.  Io3 

§  2.  —  Énoncé  du  principe  de  d'Alembert.  Formule  fondamentale 
de  la  Dynamique. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles,  qui  sert  de  fondement  à 
toute  la  Statique,  peut  aussi  servir  à  établir  tous  les  théorèmes  de 
la  Dynamique,  moyennant  une  modification  qui  se  déduit  du  Prin- 
cipe de  crAlembert. 

Considérons  un  système  formé  de  n  points  en  mouvement,  M,, 
Mo,  . . .,  M„.  A  un  certain  instant  t,  les  coordonnées  de  ces  points 
sont 

^i,    yi,     ^\,        pour  Ml, 
^2,    72,     -2,         pour  Ma, 


^n-,     JKrt,     -«,  pour  M„. 

Ce  système  est  soumis  à  certaines  liaisons.  Ces  liaisons  peuvent 
être  bilatérales,  comme  il  arrive  si  un  point  est  assujetti  à  se  mou- 
voir à  la  surface  d'un  certain  corps,  ou  unilatérales,  comme  il 
arrive  si  un  point  est  assujetti  seulement  à  ne  point  pénétrer  à 
l'intérieur  d'un  certain  corps.  Nous  laisserons  de  côté  le  cas  des 
liaisons  unilatérales,  dont  l'étude  se  fait  dans  la  théorie  des  percus- 
sions, et  nous  supposerons  que  le  système  soit  exclusivement  assu- 
jetti à  des  liaisons  bilatérales,  exprimables  à  chaque  instant  par 
des  égalités  entre  les  coordonnées  des  divers  points  du  système  à 
cet  instant. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  pour  chacune  de  ces  égalités  : 
ou  bien  la  forme  de  la  relation  qui  lie  les  coordonnées  des  divers 
points  du  système  et  exprime  une  liaison  bilatérale  demeure  la 
même  à  tout  instant  ;  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  si  un  point 
est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  qui  demeure  fixe  pendant 
le  mouvement  du  système  ;  ou  bien  la  forme  de  cette  égalité  varie 
d'un  moment  à  l'autre  :  c'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  si  vin 
point  est  assujetti  à  demeurer  sur  une  surface  qui  se  meut  en  même 
temps  que  le  système. 

Dans  le  premier  cas,  la  liaison  considérée  peut  s'exprimer,  pour 
toute  la  durée  du  mouvement,  par  une  relation  entre  les  seules 
coordonnées  des  divers  points  du  système 
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Dans  le  second  cas,  la  liaison  considéi^ée  peut  s'exprimer,  pour 
toute  la  durée  du  mouvement,  par  une  relation  entre  les  coordon- 
nées des  divers  points  du  système  et  le  temps  : 

Les  équations  de  liaison  peuvent  donc  contenir  explicite- 
ment le  temps. 

Considérons  un  système  formé  de  n  points  matériels  M, ,  M2,  . . ., 
Mrt  dont  les  coordonnées  à  l'instant  t  sont  a:) ,  jVi  5  s,  ;  ^2?  •  •  • ,  ^w- 
Ce  système  est  soumis  à  p  liaisons  bilatérales  exprimées  par  des 
équations  qui  peuvent  dépendre  explicitement  du  temps 

[     /l(«"l,JKl,  Zi,X2,  ...,  t)  =  o, 

*'  I ■ 

l  fp(^i,yu  ^1,^2, . ..,  o  =  o- 

Donnons  à  t,  dans  ces  équations,  une  certaine  valeur  constante 
to,  et  posons 

Fl(^\,yU  -1,  372,  ...  ,  Zn)  =  /iCa^i,  JKl,  ^1,  T.2,...,  Zn,  to), 
F2(^l,ri>-lJ^2,--  .,Zn)  =  Ai^U  7l,^U  ^2,-  •  -,2,1,  to), 


(6) 


F/^OljJKl,  -1,3^2,  ••■,Zn)  —fp{Xi,yi,Zi,X2,  ...,  S„,  ^o). 


Soient  m^ ,  ma,  . . . ,  mn  les  masses  des  n  points  M, ,  M,,  . . .,  M^  ; 
soient  X) ,  Y, ,  Z,  les  composantes  de  la  force  explicitement  donnée 

qui,  à  l'instant  tç,,  agit  sur  le  point  M,  ;  soient   ^^ ,    ^^,    ^ 

les  composantes,  au  même  instant,  de  l'accélération  de  ce  point  ; 
adoptons  des  notations  analogues  pour  les  points  M^,  .. .,  M«,  et 
nous  pourrons  énoncer  le  principe  de  d'Alembert  de  la  manière 
suivante  : 

Quel  que  soit,  dans  la  durée  du  mouvement,  l'instant  to 
que  Von  considère,  si  Von  prenait  un  système  formé  des  n 
points  M,,  M2,  ...,  M„,  placés  sans  vitesse  initiale  dans  les 
positions  qu'ils  occupent  à  V instant  to',  si  Von  soumettait  le 
point  M,  à  une  force  dont  les  composantes  seraient 

^^-'"'^rf^'         ^'-'"•-^'         ^»-'"'-J^^ 
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le  point  Mo  à  une  force  dont  les  composantes  seraient 

^'--""'■^i^'     ^^-'"^^'     ^'--'"'--d^' 

etc.,  . . .;  si  enfin  on  assujettissait  le  système  ainsi  constitué 
aux  liaisons 

F'i(^i)^i)  ^1)  x^, ....  z,i)  =  o, 


(7) 


'^ l'i^iiyij  ^1)  ■^2)  •  •  •  )  -«)  —  o, 
/e  système  ainsi  constitué  serait  en  équilibre. 

Tel  est  le  principe  de  d'Alembert  qui  ramène  ainsi  tout  pro- 
blème de  Dynamique  à  un  problème  de  Statique. 

Ce  principe  conduit,  avec  l'aide  du  principe  des  travaux  vir- 
tuels, à  une  formule  dont  on  peut  déduire  la  mise  en  équation  de 
tout  problème  de  Dynamique. 

Voici  comment  on  peut  obtenir  cette  formule. 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'équilibre  du 
système  fictif  que  nous  venons  de  considérer  sont  exprimées  par 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  ;  si  donc  ôX|,  ôy, ,  05|  ;  ùX2,  ••  • 
désigne  vm  des  mouvements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons 
('j)  qui  sont  toutes  bilatérales,  on  doit  avoir 

d-z,. 


dt^ 


Cette  formule  (8)  résume,  comme  nous  l'avons  dit,  la  mise  en 
équation  de  tout  problème  de  Dynamique.  On  lui  donne  le  nom 
de  formule  fondamentale  de  la  Dynamique.  Elle  est  due  à 
Lagrange,  qui  en  a  fait  le  fondement  de  toute  l'étude  de  la  Dyna- 
mique dans  sa  Mécanique  analytique. 

§  3.  —  Remarques  diverses  sur  les  liaisons. 

L'égalité  (8)  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons  (7)  ;  en  d'autres  termes,  elle  doit 
avoir  lieu  pour  tout  système  de  valeurs  de  0x1,  Sj^j,  3s,,  . ..,  qui 
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vérifie  les  égalités 

()F,  .  c)Fi  ,  dF,  ,  f)Fi  , 

àxt  4ri  àzi  dx2 

dF^.  ^F,  .  dF^.  dF^^ 

(9)  \   Oa-i  àfv  ^-Si  dx^ 

1   ) 

f  OFp  .  dFp  ,  (^F/.  >  ,   (^F/>  > 

v  (^37,  Oyi   -^  dzi  dx2 

Les  (/>  H-  1)  équations  linéaires  et  homogènes  (8)  et  (9)  doivent 
être  vérifiées  par  tout  système  de  valeurs  de  oxt,  oj^,,  oz,,  . . .  qui 
vérifient  les  équations  (9).  L'équation  (8)  doit  donc  être  une  con- 
séquence des  équations  (9).  La  théorie  des  équations  linéaires 
nous  apprend  qu'il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  l'on  puisse 
trouver  p  facteurs  1,,  \o,'...,  "Xp,  indépendants  de  Sjc,,  ùyt, 
oz,  ;  8^2?  •  •  -1  tels  qu'en  multipliant  par  X,  le  premier  membre  de 
la  première  égalité  (9),  par  ^.o  le  premier  membre  de  la  seconde. 
. . . ,  par  "kp  le  premier  membre  de  la  dernière,  et  en  ajoutant  les  résul- 
tats obtenus  au  premier  membre  de  l'égalilé  (8),  on  obtienne  une 
somme  identiquement  nulle. 

Il  doit  donc  exister/?  facteurs 

dépendant  seulement  de  .r, ,  j'i ,  ^i  ;  jco,  •  •  -,  ^n,  t,  tels  que  l'on  ait, 
quels  que  soient  O^i,  Zy^,  ùZi  ;  ^x^,  •  •  -,  oz,i,  l'égalité 

v"  r     /v        -^    ^F,       .    dFj  .     dF„  d-'xq\  . 


,    ()Fi       .    ÙF.  .     ÙF„  d'-yq\. 


'/  =  ! 

dy,,  dy,,  dyn  df^ 

/„        ,    JFi       .    ÔF^  .     dFp  d'-z,,\^     -] 

ce  qui  exige  (jue  l'on  ait  les  3/i  égalités 

,    t)Fi       .    c)F2  ,     cJF,,  d-'zi 

Zi-+- A,  —-  -h  A2  T-  -^.••+Xp— -^  =  /«i— ,:r> 
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Ces  égalités  nous  montrent  que  le  point  M,,  par  exemple,  se 
meut  comme  si,  sans  être  assujetti  à  aucune  liaison,  il  était  soumis 
non  seulement  à  la  force  explicitement  donnée  dont  les  compo- 
santes sontXi,  Y|,  Z,,  mais  encore  à  une  force  dont  les  compo- 
santes seraient 


A,   -^ 

+  Aj    , 

dF, 

■•^^'''  dz, 

Cette  force  fictive  porte  le  nom  Aç.  force  de  liaison  appliquée  au 
point  M|.  Les/?  fonctions  \^,  Xo,  ...,)v^des  (3 /i -|- i)  variables  ^r,, 
>^i,  ^1,  x-i^  ...,  Zni  t  portent  le  nom  de  multiplicateurs  de  La- 
grange. 

Faisons  encore,  au  sujet  des  liaisons  auxquelles  un  système 
peut  être  assujetti,  une  remarque  fondamentale. 

Tout  déplacement  virtuel  0;ri,  Sj^o  ^^«j  •  ••?  '^^n  du  système  est 
assujetti  aux  liaisons  (6).  Il  doit  donc  vérifier  les  égalités  (9),  qui 
deviennent,  en  vertu  de  la  définition  des  fonctions  F,,  Fo,  . .  -,  F^ 
donnée  par  les  égalités  (6), 

-f-  OJ?i  -H  -f^  OKi  4-  -/-  O.Si  -I-  .  .  .  -t- 
àXy,  C*yi  ^^1 

(10)  {  dxi  dfi    •'         Ozi 


Of, 

^ 

ttZn 

=  0, 

àZa 

<)U 

Oi„ 

=  o> 

OZa 

df„ 

àz,. 

o^« 

=  0, 

àJP^  4/1  ^-^1 

t  ayant  dans/, ,  f-^.  . . . ,  /"p  la  valeur  ^q  ;  on  obtient  tous  les  dépla- 
cements virtuels  à  l'instant  <o  eu  prenant  tous  les  systèmes  do 
valeurs  de  oj?,,  q/i,  03|,  ...,  û5,j  qui  vérifient  ces  égalités  (10). 

Pendant  le  temps  qui  s'écoule  entre  les  instants  ^0  et  ^0  +  dt^  le 
système  en  mouvement  éprouve  un  déplacement  réel,  dont  les 
composantes  sont 

dxi,     uyii     dzi,     •  •  '  1     dZii- 

Ce  déplacement  est  assujetti  aux  liaisons  exprimées  par  les  égalités 
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(5),  qui  renferment  la  variable  t.  On  a  donc 

dxi  Cji  ^-^1  '^^n  •      àt  ' 

/Ada-,-^!^dr,^'Ad.,-^...-^p.d.,-^^{Ut=o, 
(il)        {  àxt  dji    -^  dzi  dzn  dt 

fRdx,-^Ady,^Adz,  +  ....+  'ALdz„+Adt=o. 
dxi  dfi    -^         dzi  dz,i  dt 

La  comparaison  des  égalités  (lo)  et  (i  i)  conduit  alors  avi  résultat 
suivant. 

Pour  que  le  déplacement  réel  du  système  à  l'instant  t^  coïncide 
avec  un  des  déplacements  virtuels  du  système  au  même  instant,  il 
faut  et  il  suffît  que  les  égalités 

<-)  f-.     t  =  °'     ••'     %=» 

soient  vérifiées  à  l'instant  ^o-  Par  conséquent,  pour  qu'à  tout 
instant  le  déplacement  réel  du  système  coïncide  avec  un  des 
déplacements  virtuels  du  système  au  même  instant,  il  faut  et 
il  suffit  que  les  équations  de  liaison  ne  dépendent  pas  expli- 
citement du  temps. 

§  4.  —  Théorème  des  forces  vives. 

C'est  à  ce  cas  particulier  où  les  liaisons  ne  dépendent  pas  du 
temps  que  nous  allons  maintenant  nous  limiter.  Nous  considére- 
rons un  système  formé  de  n  points  et  assujetti  à />  liaisons  bilaté- 
rales dont  aucune  ne  dépend  explicitement  du  temps;  dans  ce  cas, 
le  déplacement  réel  dx\ ,  dyi ,  dzi ,  . . . ,  dzn  que  le  système  éprouve 
pendant  le  temps  dt  est  l'un  des  déplacements  virtuels  ôj?,,  oy^^ 
05|, . . . ,  ùZii.  L'égalité  (8)  doit  donc  être  vérifiée  en  particulier  si  l'on 
remplace  8^, ,  Sj^i ,  ô5, ,  • . . ,  oz,i  par  dx\ ,  dy^ ,  dz^ ,  . . . ,  dzn  ;  elle 
devient  alors 

q  =  n 

+  (  Zy-m^  -^^dz^\^  =o. 
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Mais  on  a 


dX(i  = 

^*- 

dyq^ 

%<". 

dZf,  = 

'^'"' 

en  sorte  que  l'égalité  précédente  devient 


'/=" 


V  (  X,y  dXq  +  Yy  djq  +  Zq  dZq  ) 


-1 


dxq  d'^Xq  ^  dyrj  d^y^  ^  dzq  d^Zq\ 


''Xdt     dt"-  dt     dV^  dt     df^ 

q  =  X 

D'ailleurs 

'  dXq   d^Xq  dyq   d'^yq  dZq   d^Zq 


2 


dt     dr-  dt      dt^  dt     df^ 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  Vq  la  vitesse  du  mouvement  du  point 
q  à  l'instant  ?,  on  a 

'  dz. 


"'-(%)'-c 


7 

dt  ]     '    \   dt 


On  a  donc,  finalement, 


(.3)  ^{\qdXq-^Yqdyq+ZqdZq)    ^    U      ^   "'^     1  ^^- 

V^l  \q=i  J 

Le  premier  membre  est,  par  définition,  le  travail  efTectué  pen- 
dant le  temps  dt  par  les  forces  qui  agissent  sur  les  divers  points 
du  système. 

La  quantité  ^     ^  ''■  est,  par  définition,  \di force  vive  du  système 

"7  =  1 

à  l'instant  t  ;  elle  ne  diffère  que  par  la  présence  du  facteur  |  de  la 
quantité  à  laquelle  Leibnitz  donnait  le  même  nom.  D'après  ces 
définitions,  l'égalité  (i3)  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Le  travail  effectué  pendant  un  temps  infiniment  court  par 
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toutes  les  jorces  explicitement  données  qui  agissent  sur  un 
système  est  égal  à  la  variation  que  subit  pendant  le  même 
temps  la  force  vii'e  du  système. 

Celle  proposilion  suppose,  nous  l'avons  vu,  le  système  unique- 
ment soumis  à  des  liaisons  bilatérales  dont  aucune  ne  dépend 
explicitement  du  temps.  On  donne  à  cette  proposition  le  nom  de; 
Principe  des  forces  vives. 

§  5.  —  Du  potentiel. 

L'étude  de  l'égalité  (i3)  va  nous  conduire  à  une  nouvelle  notion 
qui  joue,  en  Mécanique,  un  rôle  fondamental,  la  notion  de  Po- 
tentiel. 

Pour  chacun  des  éléments  de  temps  dt  compris  entre  les  in- 
stants T  et  T',  écrivons  les  égalités  analogues  à  l'égalité  (i 3)  et 
ajoutons-les  membre  à  membre. 

Le  second  membre  du  résultat  a  une  valeur  facile  à  trouver. 
Si  Vç  désigne  la  vitesse  du  point  M^  à  l'instant  T  et  i^„  la  vitesse 
du  même  point  à  Tinstant  T',  ce  second  membre  aura  pour  valeur 

g  =  n  (J  r^n 

7=1  7=1 

On  voit  que,  pour  connaître  ce  second  membre,  il  suffit  de  con- 
naître les  vitesses  dont  sont  animés  les  différents  points  aux  deux 
instants  extrêmes  que  l'on  considère,  sans  avoir  besoin  de  savoir 
par  quels  états  a  passé  le  système  entre  ces  deux  instants. 

Il  n'en  est  pas  de  même  du  premier  membre. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  X^,  Y^,  Z^  sont  des  fonctions  de 

^i,  yu   ^1)    —   -«, 

dx-^        dyt        dz-i  dz,i 

Idt'     'dt'     ~dt'      '"'      ~dt 
et  de  t. 

Si  l'on  connaît  le  mouvement  que  chacun  des  points  du  système 
a  subi  entre  les  instants  T  et  T',  on  peut  évaluer  les  coordonnées 
des  divers  points  et  les  composantes  de  leur  vitesse  en  fonction 
de  la  seule  variable  t.  Le  premier  membre  de  l'équation  (i3)  de- 
vient alors  une  quantité  de  la  forme 

.        ^{t)dt, 
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et  en  ajoutant  membre  à  membre  toutes  les  équations,  telles  que 
l'équation  (i3),  on  obtient  une  égalité  dont  le  premier  membre  a 
pour  valeur 


«/rr 


T' 
T 


On  voit  que  le  calcul  de  ce  premier  membre  suppose,  en  général, 
la  connaissance  complète  du  mouvement  pris  par  le  système  entre 
les  instants  T  et  T'. 

II  est  cependant  un  cas  où  il  n'en  est  point  ainsi;  ce  cas,  par- 
ticulier en  apparence,  est  en  réalité  celui  que  l'on  rencontre  le 
plus  généralement  dans  les  applications. 

Commençons  par  supposer  que  X^,  \^,  Z^  dépendent  seule- 
ment des  coordonnées  :r,,J^'i,  ^i,...,  z-u  des  divers  points  du 

,  .        1     r/j"i     dvi     dzi  dz,i 

système  et  point  de  —7-,  -ij-  >  —f-  ?  •  •  •  ?  -y-  ,  t. 
•^  ^  dt        dt       dt  dt 

Le  sjstèn>e  est  soumis  aux/?  liaisons  ne  dépendant  point  expli- 
citement du  temps 

/i  (-^1,  Xi,  -Si,  •  •  -,  -«)  =  o, 
.h  C-^i,  yn  ^1 z,i)  =  o, 


fpi^uji,  -i>  •••>  -«) 


Ces  yo  relations  permettent  d'exprimer  les  3n  coordonnées  .r,,  ji, 
^,,  ...^z-,i  en  fonction  de  k  =  Sn — p  variables  indépendantes 
convenablement  choisies  a,,  a2, ...,  y./,.  En  remplaçant  les  coor- 
données par  leurs  expressions  en  fonction  de  ces  variables,  ou 
transformera  la  quantité 

7  =  «  - 

\    (  X,/  da^q  -+-  Yq  dyq  -\-  Z^  dz,,  ) 

en 

Pi  rfa,  -f-  Pa  d%.  ^-  .  . .       P/,  d^,,. 

et  l'équation  (i 3)  deviendra 

(i4)  P,^/a,-i-P2^a,+  ...  +  PA../:^/,=  ^(    2  "//''''• 

Chacune  des  quantités  P,,  Po,  ..,  Pa  est  une  fonction  des  va- 
riables a,,  a2,  . . .,  a/i- 
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La  quantité 

Pj  doii-h  P^doiz-T- . . .  -r-  Vi^doL/c 

n'est  pas,  en  général,  la  différenlielle  totale  d'une  fonction  uni- 
forme des  variables  indépendantes  a,,  a^,  . . .,  a^.  Mais  1  se  trouve 
que  cette  condition  exceptionnelle  est  réalisée  dans  la  plupart  des 
applications;  en  d'autres  termes,  dans  la  plupart  des  cas  qui 
intéressent  le  physicien,  il  existe  une  fonction  uniforme  de  a,, 
ao,  ...,  ayt 

U(ai,  a2,  ...,  a/,) 
telle  que  l'on  ait 

Pifi^ai-i-  Parfa,-!-  . . .  -t-  P^-rfa/,.  =  —  r7U(ai,  «2)  •  •  -,  ^k)- 

Dans  ce  cas,  l'équation  (i4)  devient  simplement 


^U(ai,  «2,  ...,  ■Xk) 


Si  l'on  désigne  par  a,,  a-x-,  •••,«*  les  valeurs  de  a,,  a,,  ...,  a^  à 
l'instant  T,  et  par  a',,  a'^,  . . .,  a\  les  valeurs  des  mêmes  variables 
à  l'instant  T',  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations,  ana- 
logues à  la  précédente,  que  l'on  peut  écrire  pour  tous  les  instants 
dt  compris  entre  T  et  T\  on  trouvera 

q=n  q=n 

7=1  7=1 

Ainsi,  dans  ce  cas,  l'équation  des  forces  vives  s'intègre  lorsque 
l'on  connaît  les  positions  initiales  et  finales  et  les  vitesses  initiales 
et  finales  des  divers  points  du  système,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
de  connaître  la  suite  des  états  par  lesquels  le  système  a  passé  entre 
les  deux  instants  que  l'on  considère. 
La  quantité 


,/  =  l 

est  une  combinaison  homogène  du  second  degré  de 

da\        da\  da). 

'dT^     ~dt  '      '  ■  ■  '     ~df  ' 
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L'équalion  (i5)  est  donc  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre  entre  les  k  variables  a, ,  a2,  . . . ,  a/t,  dont  les  valeurs  à  chaque 
instant  déterminent  la  position  du  système.  L'équation  des  forces 
x'ives  fournit  donc,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  une  intégrale 
première  des  équations  du  mouvement  du  système. 

La  fonction  U(a,,  ao,  ...,  ^k)  est  ce  que  nous  nommerons  le 
potentiel  des  forces  X|,  Y,,  Z,,  ....  Ce  nom  est  dû  à  Gauss. 
Lagrange,  qui  a  le  premier  insisté  sur  l'importance  de  cette  fonc- 
tion, dans  sa  Mécanique  analytique,  ne  lui  a  point  donné  ce 
nom  particulier.  Hamilton  et  Jacobi  ont  donné  à  la  fonction 
( —  U)  le  nom  de  fonction  des  forces;  W.  Thomson  et  Rankine 
ont  nommé  la  fonction  U  V énergie  potentielle  et  Clausius 
Vergiel. 


Si  la  quantité 


%     ( Xr/  dx,,  4-  Y^  dfq  -+-  ZqdZc, ) 
7=1 


est,  quels  que  soient  dxq,  dyq,  dzq,  la  différentielle  totale  d'une 
fonction  uniforme  des  quantités  Xq^  yq^  Zq,  la  quantité 

Pi  dxi  -{-  Po  d(x.2  +  ...-+-  P/cdxi- 

sera  a  fortiori  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  de 
a,,  ao,  ...,  a/(.  On  dit  alors  que  le  système  admet  de  lui-même 
un  potentiel. 

Mais  il  peut  arriver  que  la  quantité 

Pi  dxi  -+-  Po  rfao  -+-  .  . .  -i-  Pa  <^a/,. 

soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  de  y.^^  :>.<,,.. ., 
aA,  sans  que  la  quantité 

q  =  l 

soit  la  différentielle  totale  d'une  fonction  uniforme  des  quantités 
.rq,yq^  Zq  laissécs  indépendantes.  On  dit  alors  que  le  système 
admet  un  potentiel  en  vertu  des  liaisons  qui  lui  sont  imposées. 
Dans  le  cas  où  les  forces  agissantes  admettent  un  potentiel  soit 
d'elles-mêmes,  soit  en  vertu  des  liaisons  imposées  au  système,  le 
D.  —  I.  8 
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principe  des  vitesses  virtuelles  peut  être  mis  sous  une  forme  nou- 
velle. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  on  a 

V  {X^ox,j->r  Y, 07,/ -H  Z^oz^)  =  Pioai  +  P2  3a2+  .  ..  +  P/fôa/,-, 
'/  =  > 
5a,,  ôa2,  ...,  ocL/f  n'étant  liés  par  aucune  relation,  et,  de  plus,  en 
désignant  par  U  le  potentiel 

P  _      ^U  p  _      <^U  P,  -      ^u 

en  sorte  que  le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Pour  qu'un  système  dont  les  forces  agissantes  admettent  un  po- 
tentiel soit  en  équilibre  dans  un  état  donné,  il  faut  et  il  suffit  que, 
dans  cet  état,  on  ait 

—--  oai  -H  -r —  oag  +  .  .  .  +  ---  oa/t-  =  o, 
r>ai  oo(.=i  «a/,. 

quels  que  soient  8a,,  oao,  .. .,  oa^;  en  d'autres  termes,  il  faut  et  i 
suffît  que  l'on  ait 

On  voit  donc  que,  pour  rechercher  les  états  d'équilibre  d'un 
système  qui  admet  un  potentiel,  on  est  amené  à  écrire  les  mêmes 
égalités  que  si  l'on  voulait  chercher  les  maxima  et  les  minima  du 
potentiel. 

§  6.  —  Critérium  de  la  stabilité  de  l'équilibre. 

Cette  remarque  se  trouve  complétée  par  le  théorème  suivant  : 

Si,  pour  an  état  donné  du  système,  le  potentiel  est  mini- 
mum, cet  état  est  un  état  d^ équilibre  stable. 

Commençons  par  définir  exactement  ce  qu'on  doit  entendre  par 
ce  dernier  mot. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  les  paramètres  a,,  ao,  . . ., 
T-k  soient  égaux  à  O  pour  l'état  du  système  que  nous  considérons; 
car,  s'ils  étaient  égaux  respectivement  à  .A.,,  al)o,  . . .,  A>kt  il  suffirait 
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de  prendre  pour  nouveaux  paramètres  propres  à  définir  l'état  du 
système  les  paramètres 

pour  que  la  condition  dont  il  s'agit  se  trouvât  vérifiée. 
Supposons  donc  qu'un  système  soit  en  équilibre  pour. 

21  =  0,  a2  =  o,  ...,  a/^.  =  0. 

Supposons,  en  outre,  que  les  quantités  Xf,  y^,  ^1,  .  •  -,  5«  s'expri- 
ment par  des  fonctions  continues  de  a,,  a^,  ...,  a^.  Nous  dirons 
que  la  position  d'équilibre  du  système  est  stable  si  elle  réalise 
les  conditions  suivantes  : 

Soient  A,,  Ao,  ...,  A/t»  f^  quantités  positives  quelconques. 
On  peut  toujours  trouver  des  quantités  positives  a,,  a^,  ..., 
«;t,  . . .,  U(j,  . . .  assez  petites  pour  que  l'on  ait 

|a,(01^Ai,         \cc,{t)\<X._,         ...,         |a^(01^AA., 

à  tout  instant  t postérieur  à  <(,,  si  l'on  a,  à  l'instant  t^, 

|ai(^o)l<«i,         |a2(«o)|<«2,          .•■,         la/l(^o)  !<«A-, 
I  «7(^0)  I  <  "7 

Cette  définition  précise  étant  posée,  arrivons  à  la  démonstra- 
lion  du  théorème  que  nous  avons  énoncé. 

Nous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que,  le  potentiel  étant  dé- 
terminé seulement  à  une  constante  arbitraire  près,  nous  pouvons 
choisir  cette  constante  arbitraire  de  manière  que  l'on  ait 

U(o,  o,  .  .  .,  o)  =  o, 

ou,  en  d'autres  termes,  que,  pour  la  position  d'équilibre  consi- 
dérée, le  potentiel  soit  à  la  fois  minimum  et  nul.  Dans  ce  cas,  pour 
des  valeurs  assez  voisines  de  O  de  a,,  a^,  . ..,  a^,  U  sera  évidem- 
ment positif  et  aussi  voisin  de  O  que  l'on  voudra. 

En  second  lieu,  nous  remarquerons  qu'au  lieu  de  s'assurer 
que  a,,  ao,  .  • .,  a/t  sont,  à  tout  instant,  inférieurs  en  valeur  absolue 
à  certaines  quantités  A,,  Ao,  . . .,  A/^,  il  suffit  de  s'assurer  que  x^, 
a2,  ...,a/c  sont,  à  tout  instant,  inférieurs  en  valeur  absolue  à 
d'autres  quantités  plus  petites.  Nous  pourrons  alors  choisir  ces 
nouvelles  quantités  A),  Ao,  ...,  A/^  de    telle  manière  que,   pour 


1  i6  LIVRE   I.    —   LES   FORCES   ÉLECTROSTATIQUES. 

toutes  les  valeurs  de  a,,  ao,  . . .,  a/t  inférieures  ou  égales  en  valeur 
absolue  à  A, ,  Ag,  . . . ,  Ay^,  on  ait 

U(ai,  «2,  ...,  V{)>o, 

sauf  pour  le  cas  particulier 

«1=0,         a2=o,         ...,         a^.=  o. 

Cela  posé,  je  dis  que  l'on  peut  donner  aux  quantités  «i,  a>,. . ., 
ak,  ..-,  iiq^  ...  des  valeurs  assez  petites  pour  qu'aucune  des  va- 
luables  a,,  aa,  .. .,  o(yt  ne  puisse,  à  aucun  instant  t^  atteindre  sa  li- 
mite A,,  Ao,  . . .,  A;;^. 

Supposons,  en  effet,  qu'à  un  certain  instant  f,  une  ou  plusieurs 
des  variables  a,,  a2,  ...,  a^  atteignent  leur  limite.  A  ce  moment, 
U  aura  une  valeur  positive  qui  ne  peut  être  inférieure  à  une  cer- 
taine limite;  on  pourra  écrire 

q  —  n  ^ 

U[a,(^„),  «,(io),   ...,«/.(fo)]-4-  ^"Hull!^ 

'/  =  i 
<•/  =  « 

=  U[a.(0,    «2(0,    ...,    «a(0]+2^~' 

Le  second  membre  sera  une  quantité  positive  qui  ne  peut  être 
inférieure  à  une  certaine  limite.  Au  contraire,  on  peut  choisir  a,, 
«2,  "  •■,  <^ki  •  •  M  Uq^  . . .  assez  petits  pour  que  le  premier  membre 
soit  plus  petit  qu'une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'a- 
vance, cas  auquel  l'égalité  précédente  deviendra  absurde. 

On  voit  donc  bien  que  l'on  peut  imposer  aux  quantités  a,, 
«25  '  •  1  cik^  •  •  •■)  Uq^  . . .  des  valeurs  si  petites  qu'aucune  des  quan- 
tités aj,  a2,  .. .,  a;t  ne  puisse  à  aucun  moment  atteindre  sa  limite  ; 
comme  nous  l'avons  annoncé,  l'équilibre  est  stable. 

Cette  importante  proposition  est  due  à  Lagraiige  (');  la  belle 
et  rigoureuse  démonstration  que  l'on  vient  de  lire  est  de  Lejeune- 
Dirichlet  (2), 


(')  Lagrange,  Mécanique  analytique,  P"  Partie,  Section  III. 
(  =  )  Lejeune-Diriciilet,   Ueber  die  Stabilitàt  des    Gleichgewichts  {C relie' s 
Journal,  l.  XXXII,  p.  85;  1846). 
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CHAPITRE  IX. 

DU   POTENTIEL  ÉLECTROSTATIQUE. 


Les  forces  électrostatiques  déterminées  par  la  loi  de  Coulomb 
vont  nous  fournir  un  remarquable  exemple  de  forces  qui  admet- 
tent un  potentiel. 

Considérons  deux  masses  matérielles,  de  très  petites  dimen- 
sions, m  et  m' ,  portant  respectivement  des  charges  électriques  q 
et  q'.  Soit  /•  la  distance  d'un  point  M  de  la  masse  m  à  un  point  M 
de  la  masse  m' .  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M,  et  x'^ 
y,  ^' les  coordonnées  du  point  M'.  Le  point  M  est  soumis  à  une 
force  provenant  de  la  masse  m' ,  dont  les  composantes  sont 

,x  —  x' 


et  le  point  M'  est  soumis  à  une  force  provenant  de  la  masse  m, 
dont  les  composantes  sont 

,x'—x 

Y'  =  ^^^"^' 

Supposons  que  le  point  M  éprouve  un  déplacement  Bx,  8y,  85,  et 
le  point  M'  un  déplacement  ùx',  oy' ,  oz' ;  la  somme  des  travaux 
des  deux  forces  que  nous  venons  de  considérer  aura  pour  valeur 

Xox  -h  Y  oy  -^  Zoz  -h  X'ox'-+-  Y'ùy'-h  Z'oz' 
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OU  bien,  d'après  la  relation 

X.OX  -hYùv  -hZoz  -^X'^x'-i-  Y'8v'-i-  Z'os'=  t  ~{-  or. 

De  cette  égalité,  on  déduit  immédiatement  la  conséquence  sui- 
vante :  lorsqu'un  certain  nombre  de  points  électrisés  sont  déplacés 
les  uns  par  rapport  aux  autres,  en  conservant  chacun  une  charge 
électrique  invariable,  le  travail  effectué  par  les  forces  qui  agissent 
entre  ces  divers  points,  d'après  la  loi  de  Coulomb,  est  égal,  au 
signe  près,  à  la  variation  de  la  quantité 

Le  signe  2,    représente    la  somme    de  toutes  les  combinaisons, 

telles  que  ^^  que  l'on  peut  faire  dans  le  système,  chacune  de  ces 

combinaisons  étant  prise  une  et  une  seule  fois. 

La  quantité  W  représente  donc,  d'après  les  définitions  posées 
au  Chapitre  précédent,  le  potentiel  des  forces  électriques  ;  nous 
donnerons  à  cette  quantité  le  nom  d.ç.  potentiel  électrostatique  ; 
on  lui  donne  souvent,  dans  les  Traités,  le  nom  diénergie  élec- 
trique que  nous  n'emploierons  pas. 

Cette  quantité  est  susceptible  d'une  expression  remarquable. 

Supposons  que  l'on  multiplie  successivement  la  charge  q  par 

toutes  les  quantités  —  fournies  par  les  autres  points  électrisés  du 

système,  et  que  l'on  ajoute   tous  les  produits  obtenus,   de  façon 
à  former  l'expression 


Tt 


dans  laquelle  le  signe  \    indique  une  sommation  qui  s'étend  à 

toutes  les  charges  du  système  autres  que  la  charge  q]  puis,  qu'on 
répète  la  même  opération  sur  toutes  les  charges  du  système  et  que 
l'on  ajoute  ensemble  tous  les  résultats  obtenus,  de  manière  à 
former  l'expression 
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le  premier  des  deux  signes  N^  s'élendant  à  toutes  les  charges  du 

système;  il  est  évident  que,   dans  une  semblable  addition,  nous 

aurons  fait  figurer  deux  fois  chacune  des  expressions  distinctes 

Qn'  > 

-^  ^  et  que,  par  conséquent,  nous  aurons 

le  signe  2,  ayant  au  second  membre  le  même  sens  que  dans  l'éga- 
lité (1). 

Mais,  d'autre  part,  si  V  désigne  la  valeur  de  la  fonction  poten- 
tielle au  point  M  où  se  trouve  la  charge  q,  nous  aurons 

(3)  Ilf—V. 

Des  égalités  (1),  (2),  (3)  résulte  cette  nouvelle  égalité  fondamen- 
tale 

(4)  ^=V^qN. 

Jusqu'ici,  nous  avons,  pour  étudier  le  potentiel  électrostatique, 
supposé  l'électricité  concentrée  en  des  points  isolés,  mais  nous 
pouvons  tout  aussi  bien  la  supposer  répandue  en  des  volumes  ou 
sur  des  surfaces.  Dans  ce  cas,  si  les  diverses  parties  du  système 
subissent  des  déplacements  durant  lesquels  tous  les  éléments 
des  volumes  éleclrisés  et  tous  les  éléments  des  surfaces  électri- 
sées  conservent  des  charges  électriques  invariables ,  le  travail 
effectué  par  les  forces  électrostatiques  est,  au  signe  près,  la 
imriation  d^ un  potentiel  W  dont  l'expression  s'obtient  de  la  ma- 
nière suivante  : 

On  forme,  pour  chacune  des  surfaces  électrisées,  l'intégrale 

J  QVaJS, 

(7  étant  la  densité  superficielle  en  un  point  de  l'élément  â?S  et  V  la 
valeur  de  la  fonction  potentielle  au  même  point. 

On  forme,  pour  chacun  des  volumes  électrisés,  l'intégrale 


l  j  1  j  ^?dxdydz, 
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p  étant  la   densité   électrique   solide   en   un  point    de  l'élément 
dxdy  dz  et  V  la  fonction  potentielle  au  même  point. 

Enfin  on  ajoute  entre  elles  toutes  les  intégrales  obtenues. 

On  a  ainsi 


(5) 


^=\\^^'^'d^+^Jjj^9dxdyd^, 


Cette  expression  est  susceptible  de  transformations  très  impor- 
tantes que  nous  allons  indiquer. 
On  sait  que  l'on  a 

et 

L'égalité  (5)  peut  donc  s'écrire 

Cette  égalité  (6)  montre  que  W  est  déterminé  lorsqu'on  con- 
naît la  valeur  de  la  fonction  potentielle  V  en  tous  les  points  de 
V  espace. 

Le  théorème  de  Green  va  nous  permettre  de  donner  une  nou- 
velle forme  à  l'égalité  (6). 

Pour  ne  point  compliquer  les  calculs  sans  avantage  sérieux  pour 
la  généralité  des  démonstrations,  nous  supposerons  que  le  système 
renferme  un  seul  corps  électrisé  A  {fig.   19)  et  une  seule  surface 

Fig.  19. 


électrisée,  la  surface  S,  qui  sépare  ce  corps  du  milieu  non  électri- 
sable  qui  l'entoure.  Les  directions  N,,  No  deviennent  alors  res- 
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pectivement  les  directions  N/,  Ne,  de  la  normale  à  la  surface  S 
dirigées  vers  l'intérieur  ou  vers  l'extérieur  du  corps  A.  Dans  ces 
conditions,  l'égalité  (6)  s'écrit 


W  = 


-    C  f  Ç\  \y  dxdydz 


A  l'intérieur  du  corps  A,  traçons  une  surface  S'  infiniment  voi- 
sine de  la  surface  S.  Soit  A'  l'espace  enfermé  par  la  surface  S'. 
Soit  N'  la  normale  à  la  surface  S'  vers  l'intérieur  de  l'espace  A'. 
Le  théorème  de  Green  [Chapitre  III,  égalité  (5)]  nous  donne 

fjfy  AV  dx  dy  dz  +  g    V  ^^^,  dS' 

Faisons  maintenant  tendre  la  surface  S'  vers  la  surface  S  ;  l'es- 

dY 
pace  A'  tend  vers  l'espace  occupé  par  le  corps  A;  x^  tend  vers 

-T=7-  et  l'égalité  précédente  devient 


(7) 


A  l'extérieur  du  corps  A  traçons  une  surface  fermée  S"  envelop- 
pant le  corps  A  et  infiniment  voisine  de  la  surface  S.  Soit  N"  la 
normale  à  la  surface  S"  vers  l'espace  illimité  qui  l'environne. 
Soit  B"  cet  espace  illimité.  Par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
qui  nous  a  donné  l'égalité  (4)  du  Chapitre  VI,  nous  trouverons 

Faisons  maintenant  tendre  la  surface  S"  vers  la  surface  S  ;  l'es- 
pace B"  tend  vers  l'espace  illimité  B  extérieur  à  la  surface  S;  -rzp 
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tend  vers  -r^  ?  et  l'égalité  précédente  devient 


Les  égalités  (6  bis),  (y)  cl  (8)  donnent  la  formule  suivante 

l'intégration  qui  figure  au  second  membre  s'étendant  à  tout  l'es- 
pace. 

Telle  est  l'importante  expression  du  potentiel  électrostatique  à 
laquelle  nous  voulions  parvenir. 

Cette  expression  nous  montre,  en  premier  lieu,  que  le  potentiel 
électrostatique  ne  peut  jamais  être  négatif. 

Peut-il  être  égal  à  o? 

TNous  avons  vu,  au  §  1  du  Chapitre  VT,  que  l'égalité 

entraînait,  en  tout  point  de  l'espace,  l'égalité 

V  =  o. 

Dès  lors,  en  tout  point  intérieur  à  l'un  des  corps  qui  forment  le 
système,  on  à 

et  en  tout  point  des  surfaces  de  discontinuité  qui  limitent  ces 
corps,  on  a 

__    i_ /^        àS_ 

Donc,  pour  que  le  potentiel  électrostatique  soit  égal  à  o,  il 
faut  et  il  suffit  que  le  système  entier  soit  à  l'état  neutre. 

Le  potentiel  électrostatique  de  tout  système  électrisé  est 
positif. 

En  second  lieu,  si  l'on  supposait  chaque  élément  de  volume  de 
l'espace  soumis  à  des  forces  dont  le  potentiel  serait 
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Tensemble  de  toutes  ces  forces  aurait  le  même  potentiel  que  les 
forces  qui,  d'après  les  lois  de  Coulomb,  agissent  entre  les  diverses 
particules  électrisées  du  système;  ces  forces  effectueraient  donc, 
dans  tout  déplacement  virtuel  du  système,  le  même  travail  que  les 
forces  données  par  les  lois  de  Coulomb.  Il  en  résulte  que  l'on 
pourrait  substituer  ces  forces  aux  forces  données  par  les  lois  de 
Coulomb. 

Quelles  sont  ces  forces,  dont  le  potentiel  sur  chaque  élément 
de  volume  nous  est  seul  connu?  C'est  une  question  qui  a  donné 
lieu  à  d'importants  travaux  de  Maxwell  ('),  mais  que  nous  n'exa- 
minerons pas  dans  le  présent  Volume. 


(')  Maxwell,   Traité  d'Électricité  et  de  Magnétisme,  V"  Partie,  Chap.  V. 
Voir  aussi  H.  Poincaré,  Électricité  et  Optique  :  I.  Les  théories  de  Maxwell 
et  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière,  Chap.  II. 


LIVRE  II. 


L\  DISTRIBUTION  ELECTRIQUE  SUR  LES  CORPS  CONDUCTEURS 
ET  LE  PROBLÈME  DE  LEJEUNE-DIRICHLET. 


CHAPITRE   PREMIER. 


CONDITION  DE  L'EQUILIBRE  ELECTRIQUE.  —  L'ÉLECTRICITÉ  RÉSIDE 
A  LA  SURFACE  DES  CORPS  CONDUCTEURS. 


§  1.  —  Principes  de  la  théorie  de  Poisson. 

Jusqu'ici  nous  avons  laissé  invariable  la  charge  électrique  prise 
par  chacun  des  éléments  d'un  système;  nous  avons  supposé  que 
chacun  des  éléments  pouvait  se  déplacer,  mais  que  l'état  d'élec- 
trisation  d'aucun  d'entre  eux  ne  pouvait  varier. 

Lorsqu'un  corps  sera  supposé  satisfaire  à  une  semblable  res- 
triction, il  sera  dit  mauvais  conducteur .  Si,  à  un  instant  donné, 
un  corps  mauvais  conducteur  ne  présente  d'électricité  en  aucun  de 
ses  points,  il  n'en  présentera  à  aucun  instant.  Le  milieu  non  élec- 
trisable  dans  lequel  sont  supposés  plongés  les  corps  que  nous  étu- 
dierons est,  par  hypothèse,  un  corps  mauvais  conducteur. 

Il  ne  s'agit  pas  ici  de  savoir  si  les  corps  que  la  nature  nous  pré- 
sente et  auxquels  on  donne  le  nom  de  mauvais  conducteurs  of- 
frent exclusivement  des  propriétés  susceptibles  d'être  représentées 
par  la  définition  précédente.  En  vérité,  le  corps  mauvais  conduc- 
teur ou  isolant  que  nous  venons  de  définir  est  un  corps  idéal,  dont 
nous  allons  néanmoins  étudier  les  propriétés,  quitte  à  comparer 
ensuite  par  l'expérience  ces  propriétés  à  celles  des  mauvais  con- 
ducteurs réels. 

En  général,  sur  des  corps  placés  dans  des  positions  détermi- 
nées, la  distribution  électrique  ne  cessera  d'être  variable  que 
lorsque  certaines  conditions  seront  vérifiées  par  la  densité  élec- 
trique en  chaque  point.  Les  corps  sont  dits  alors  bons  conduc- 
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leurs,  et  les  conditions  dont  il  s'agit  sont  dites  conditions  d'équi- 
libre électrique. 

Ce  sont  ces  conditions  qu'il  s'agit  de  fixer. 

Poisson  (M  a  cherché  à  les  déterminer  par  des  considérations 
hypothétiques.  Nous  verrons,  au  Livre  III,  que  ces  considérations 
hypothétiques  ne  fournissent  pas  une  représentation  satisfaisante 
de  toutes  les  lois  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  corps 
conducteurs;  nous  serons  amenés  alors  à  remplacer  la  théorie  de 
Poisson  par  une  autre  théorie.  Mais  les  résultats  de  la  théorie  de 
Poisson  seront  conservés  dans  la  nouvelle  théorie. 

L'hypothèse  fondamentale  de  Poisson  consiste  à  regarder  les 
actions  étudiées  par  Dufay  et  Coulomb  non  pas  comme  des  forces 
appliquées  aux  particules  matérielles  qui  portent  des  charges  élec- 
triques, mais  comme  des  forces  appliquées  aux  charges  électriques 
elles-mêmes. 

Cette  hypothèse  se  trouve  déjà  renfermée  dans  l'énoncé  même 
que  Coulomb  a  donné  des  lois  découvertes  par  lui.  Il  y  parle  des 
attractions  et  des  répulsions  qui  s'exercent  entre  les  corps  élec- 
trisés,  ou  entre  les  charges  électriques,  sans  établir  aucune  dis- 
tinction entre  les  sens  de  ces  expressions  (-). 

Cette  hypothèse  n'est  pas  sans  soulever  de  graves  difficultés  lo- 
giques. Une  force  étant,  par  définition,  le  produit  d'une  certaine 
accélération  par  une  masse  matérielle  à  laquelle  elle  est  appliquée, 
parler  de  forces  appliquées  aux  charges  électriques,  c'est  ad- 
mettre,  a  priori,  que   les  charges  électriques  sont  de  certaines 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'Électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs,  lu  les  g  mai  et  3  août  1812  à  rAcadémie  des  Sciences  (. S'a- 
van  fs  étrangers,  181 1,  p.  i). 

(")  Coulomb,  Second  Mémoire  sur  l'Électricité  et  le  Magnétisme,  où  l'on 
détermine  suivant  quelles  loix  le  fluide  magnétique,  ainsi  que  le  fluide  élec- 
trique, agissent,  soit  par  répulsion,  soit  par  attraction  {Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  Sciences,  178,5,  p.  579). 

En  terminant  ce  Mémoire,  Coulomb  s'exprime  ainsi  : 

«  Des  recherches  qui  précèdent  il  résultera  :  1°  Que  l'action,  soit  répulsive, 
soit  attractive,  de  deux  globes  électrisés  et,  par  conséquent,  de  deux  molécules 
électriques,  est  en  raison  composée  des  densités  du  fluide  électrique  des  deux 
molécules,  électrisées,  et  inverse  du  carré  des  distances 4°  Q"<^  '^  force  attrac- 
tive et  répulsive  du  fluide  magnétique  est  exactement,  ainsi  que  dans  le  fluide 
électrique,  en  raison  composée  de  la  directe  des  densités,  et  inverse  du  carré  des 
distances  des  molécules  magnétiques.  »   {Loc-  cit.,  p.  611.) 
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quantités  d'un  fluide  matériel.  C'est,  du  reste,  l'hypothèse  adoptée 
d'une  manière  générale  à  l'époque  de  Coulomb  et  de  Poisson.  Si 
Ton  ne  veut  point  faire  cette  hypothèse,  si  l'on  veut  regarder  la 
charge  électrique  comme  un  simple  paramètre  dont  on  alTecte  toute 
molécule  matérielle  électrisée,  on  ne  peut  plus  attribuer  aucun  sens 
au  mol  force  appliquée  à  une  charge  électrique. 

Nous  trouverons  plus  tard  le  moyen  de  nous  affranchir  de  cette 
hypothèse  qui  assimile  les  charges  électriques  à  des  masses  maté- 
rielles; pour  l'instant,  nous  l'accepterons  sans  la  discuter  et  nous 
<'n  déduirons  les  conséquences. 

De  cette  hypothèse  Poisson  déduit  la  condition  de  l'équilibre 
électrique  sur  un  système  de  conducteurs,  condition  qui  s'énonce 
ainsi  : 

Pour  que  V électricité  soit  en  équilibre  sur  un  conducteur  ou 
sur  un  système  de  conducteurs,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  V électricité  répandue  sur  ces  corps  îl  exerce  ni  attrac- 
tion ni  répulsion  sur  un  point  quelconque  pris  au  hasard  dans 
V intérieur  d' un  quelconque  de  ces  corps ,  ce  point  étant  sup- 
posé affecté  dhine  charge  électrique  égale  à  V unité. 

On  suppose,  en  effet,  les  fluides  électriques  susceptibles  de  ser- 
vir de  point  d'application  à  des  forces  données  par  les  lois  de  Cou- 
lomb, et  libres  de  se  mouvoir  à  l'intérieur  de  chaque  corps  con- 
ducteur. Dès  lors,  pour  qu'une  charge  électrique  placée  en  un 
point  pris  à  l'intérieur  d'un  corps  conducteur  demeure  immobile, 
il  faut  et  il  suffit  qu'elle  ne  soit  soumise  à  aucune  force.  De  là  le 
principe  de  Poisson  résulte  nécessairement. 

Considérons,  en  effet,  un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  corps  con- 
ducteur; ou  bien  il  y  a  en  ce  point  une  certaine  quantité  d'électri- 
cité, ou  bien  il  n'y  a  pas  en  ce  point  d'électricité  libre. 

S'il  y  a  en  ce  point  une  certaine  charge  électrique,  pour  que 
cette  charge  y  demeure  et  que,  par  conséquent,  la  distribution  soit 
permanente,  il  faut  et  il  suffit  que  l'action  exercée  sur  cette  charge 
et,  partant,  sur  une  charge  égale  à  l'unité  placée  au  même  point, 
par  toutes  les  charges  positives  ou  négatives  du  système,  soit  égale 
à  o. 

S'il  n'y  a  pas  d'électricité  libre  au  point  considéré,  on  peut  tou- 
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jours  concevoir  qu'il  y  ait  en  ce  point  deux  charges  électriques 
égales  et  de  signes  contraires  pi  et  —  p..  Si  les  charges  réparties  sur 
le  système  exercent  sur  la  quantité  i  d'électricité  supposée  mise  en 
ce  point  une  certaine  action  F,  dirigée  d'une  certaine  manière,  la 
première  de  nos  charges  subira  une  action  ^F  dans  le  sens  de  la 
force  F;  la  seconde  subira  une  action  égale  et  de  sens  contraire.  Si 
l'action  F  est  nulle,  les  deux  charges  demeureront  au  point  consi- 
déré, qui  restera  à  l'état  neutre;  mais,  si  l'action  F  est  différente 
de  o,  la  charge  positive  qui  se  trouve  au  point  considéré  sera  en- 
traînée dans  un  sens,  la  charge  négative  en  sens  contraire,  en  sorte 
que  la  distribution  électrique  sur  le  corps  considéré  sera  modifiée. 
C'est  ainsi  que  les  hypothèses  de  Poisson  conduisent  des  lois  de 
Coulomb  au  principe  de  l'équilibre  électrique  sur  des  corps  con- 
ducteurs. L'incertitude  des  hypothèses  dont  il  s'agit  entraîne  une 
incertitude  égale  pour  le  principe  de  l'équilibre  électrique,  qui  ne 
possède  point  la  certitude  des  lois  de  Coulomb.  Nous  allons  main- 
tenant étudier  les  conséquences  analytiques  de  ce  principe  et  les 
comparer  à  l'expérience.  Ce  sera  l'objet  dvi  présent  Livre  et  du 
suivant. 

§  2.  —  Dans  l'état  d'équilibre,  l'électricité  réside  à  la  surface  des  corps 

conducteurs. 

Coulomb  a  énoncé  le  premier  (')  cette  proposition  : 

«  Dans  un  corps  conducteur,  chargé  d'électricité,  le  fluide 
électrique  se  répand  sur  la  surface  du  corps,  mais  ne  pénètre 
pas  dans  V intérieur  du  corps.  » 

Celte  proposition.  Coulomb  l'a  donnée  comme  une  conséquence 
de  l'expérience;  mais,  en  réalité,  aucune  des  expériences  de  Cou- 
lomb  ne  démontre  directement  la  proposition  dont   il  s'agit,   et 


(')  Coulomb,  Quatrième  Mémoire  sur  l'Électricité,  où  l'on  démontre  deux 
principales  propriétés  du  fluide  électrique  :  la  première,  que  ce  fluide  ne  se 
répand  dans  aucun  corps  par  une  affinité  chimique  ou  par  une  attraction 
élective,  mais  qu'il  se  partage  entre  différents  corps  mis  en  contact  unique- 
ment par  son  action  répulsive;  la  seconde,  que  dans  les  corps  conducteurs  le 
fluide  parvenu  à  l'état  de  stabilité,  est  répandu  sur  la  surface  du  corps  et 
ne  pénètre  pas  dans  l'intérieur  {Mémoires  de  l'Académie  pour  17S6,  p.  72). 
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iiiènie  aucune  expérience  ne  peut  la  démontrer  directement,  car 
lout  point  intérieur  au  volume  qu'un  conducteur  occupe  est  inac- 
cessible. La  proposition  précédente  ne  peut  donc,  par  sa  nature 
uième,  être  établie  que  théoriquement. 

La  possibilité  d'établir  théoriquement  cette  proposition  a  déjà 
('té  reconnue  par  Coulomb.  «  Cette  propriété  du  fluide  électrique, 
dit-il  ('),  de  se  répandre  sur  la  surface  des  corps  conducteurs  et 
de  ne  point  pénétrer  dans  l'intérieur  de  ces  corps  lorsque  ce  fluide 
est  parvenu  à  l'état  d'équilibre,  est  une  conséquence  de  la  loi  de  la 
répulsion  de  ses  éléments,  en  raison  inverse  du  carré  des  distances, 
loi  que  nous  avons  trouvée  dans  notre  premier  Mémoire  ;  mais, 
('Oinme  c'est  l'expérience,  et  non  la  théorie,  qui  nous  a  conduits, 
nous  avons  cru  devoir  suivre  la  même  marche  dans  l'exposé  de  nos 
recherches;  voyons  actuellement  comment  la  théorie  généralise  le 
résultat  annoncé  par  l'expérience.  »  Suit  une  démonstration, 
inexacte  d'ailleurs,  dont  nous  aurons  à  reparler  tout  à  l'heure. 

Malgré  cette  indication  de  Coulomb,  Poisson  ne  paraît  pas  s'être 
préoccupé  de  déduire  de  sa  théorie  la  démonstration  de  ce  fait  que 
l'électricité  en  équilibre  réside  seulement  à  la  surface  des  corps 
conducteurs;  il  prend  toujours  cette  vérité  comme  une  consé- 
ipience  de  l'expérience  (-). 

Green  est  le  premier  (^)  qui  ait  montré  que  cette  vérité  était 
une  conséquence  simple  et  immédiate  de  la  théorie  de  Poisson.  La 
démonstration  de  Green  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Supposons,  pour  un  instant,  qu'à  l'intérieur  d'un  corps  con- 
ducteur il  existe  de  l'électricité  distribuée  soit  sur  de  certaines 
surfaces  avec  une  densité  superficielle  finie,  soit  en  de  certains  vo- 
lumes avec  une  densité  solide  finie.  Traçons  à  l'intérieur  de  ce 
conducteur  une  surface  fermée  S,  assujettie  à  rencontrer  les  sur- 
faces censées  éleclrisées  seulement  suivant  certaines  lignes.  A 
cette  surface,  appliquons  la  conséquence  générale  des  lemmes  de 


(')  Coulomb,  Loc.  cit.,  p.  76. 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs,  p.  2  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  181 1).  —  Second 
Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  corps  conduc- 
teurs, p.  I  (Ibld.). 

(')  Green,  Essay...  (Nottingham,  1828.  Mathematlcal  papers  0/  the  late 
George  Green,  p.  22). 

D.  -  I.  9 
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Gauss,  établie  au  Livre  V,  Chapitre  Vil,  §  3.  JNoiis  aurons 


S 


¥s,dS  =  /iT.tD]l, 


D\L  étant  la  masse  électrique  totale  enfermée  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face S.  Mais,  d'après  le  principe  de  Poisson,  si  l'équilibre  élec- 
trique est  établi  sur  le  conducteur  considéré,  l'électricité  qui 
réside  en  tout  le  système  exerce  une  action  nulle  en  un  point  quel- 
conque pris  au  hasard  à  l'intérieur  de  ce  conducteur.  On  a  donc, 
en  tout  point  de  la  svirface  S,  B\.  ::=  o,  et,  par  conséquent,  l'égalité 
pi'écédente  devient 

DR  —  o. 

Ainsi,  à  l'intérieur  d'un  conducteur,  il  n'existe  pas  d'électricité 
lorsque  l'équilibre  est  établi;  l'électricité  réside  exclusivement  à  la 
surface  de  séparation  du  conducteur  et  du  milieu  isolant. 

Coulomb  {*)  pensait  que  la  propriété  que  nous  venons  de  dé- 
montrer pourrait  encore  être  exacte,  lors  même  que  les  actions  qui 
s'exercent  entre  deux  points  électrisés  ne  seraient  ])as  en  raison 
inverse  du  carré  de  levir  distance.  Il  suffisait,  selon  lui,  pour  que 
cette  propriété  demeurât  exacte,  que,  la  distance  /•  tendant  vers  o, 

l'action  électrique  crût  moins  rapidement  que  —  • 

Cette  pensée  de  Coulomb  n'est  pas  conforme  à  la  vérité.  Si  l'on 
admet  le  principe  de  l'équilibre  électrique  proposé  par  Poisson;  si 
l'on  admet,  d'autre  part,  que  l'électricité  en  équilibre  sur  un  con- 
ducteur se  porte  exclusivement  à  la  surface  de  ce  corps,  on  peut 
en  déduire  que  l'action  mutuelle  de  deux  particules  électrisées  est 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  qui  les  sépare. 

En  effet,  des  hypothèses  faites,  et  d'une  évidente  raison  de  sy- 
métrie, il  résulte  qu'une  sphère  conductrice  électrisée  doit  être 
recouverte  d'vine  couche  électrique  ayant  en  tout  point  la  même 
densité,  et  que  cette  couche  exerce  une  action  nulle  en  tout  point 
intérieur  à  la  sphère. 

Or  une  couche  sphérique  homogène  peut-elle,  dans  une  autre 
loi  que  celle  de  nature,  exercer  une  action  nulle  eu  lout  point  qui 

(')  Coulomb,  Loc.  cit.,  p.  75. 
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li  est  intérieur?  Laplace  (')  a  démontré  qu'elle  ne  le  pouvait,  et 
M.  J.  Bertrand  (-)  a  donné  de  cette  impossibilité  une  ingénieuse 
démonstration  que  nous  allons  reproduire. 
Soit 

la  grandeur  de  la  force  répulsive  qui  s'exerce  entre  deux  parti- 
cules électriques  situées  à  la  distance  /•. 

Si  le  produit  i''f{i')  demeure  constant,  la  proposition  est  dé- 
montrée. Supposons  donc  que  ce  produit  varie  et  aille,  pai- 
exemple,  en  croissant,  lorsque  /•  augmente  de  po  à  0|. 

Prenons  une  sphère  de  diamètre  (po  +  P()  {/ig-  20)  et  rccou- 


( 

20. 

^  ^ 

5     / 

^ 

M            > 

^\/ 

y 

0 

pX/ 

^_ 

vrons-la  d'électricité,  qui  forme  à  sa  surface  une  couche  homo- 
gène de  densité  u.  Exprimons  que  l'action  de  cette  électricité  en 
un  point  intérieur  à  la  sphère,  par  exemple  au  point  M,  dont  les 
distances  aux  divers  points  de  la  sphère  varient  entre  po  et  pi,  est 
égale  à  zéro.  Par  le  point  M,  menons  un  plan  AB,  normal  au  dia- 
mètre CD  qui  passe  par  ce  point.  Il  partage  la  sphère  en  deux  ca- 
lottes, et  l'action  de  l'une,  ACB,  doit  faire  équilibre  à  l'action  de 
l'autre,  ADB.  L'action  de  la  calotte  ACB  est  évidemment  dirigée 
suivant  le  diamètre  CD.   Cette  action   est  la  somme  des  compo- 


(')  Laplace,  Mécanique  céleste,  première  Partie,  Livre  II,  n°  12  (  i"^"  édition, 
t.  I,  p.  i4o.) 

(')  J.  Bertrand,  Loi  des  actions  électriques  {Journal  de  Physique  pure  et 
appliquée,  1"  série,  t.  II,  p.  4i8;  1878). 

M.  Liouville  a  démontré  le  premier  que  la  loi  de  la  raison  inverse  du  carré  de 
la  distance  est  la  seule  dans  laquelle  l'électricité  se  porte  à  la  surface  des  corps. 
Voir  J.  Bertrand,  Note  sur  quelques  points  de  la  théorie  de  l'électricité  {Jour- 
nal de  Liouville,  t.  IV,  p.  49^!  iSSg). 
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santés  suivant  ce  diamètre  des  actions  exercées  au  point  M  par 
chacun  des  éléments  PQ  de  la  calotte  sphérique  ACB.  Or  la  com- 
posante suivant  MO  de  l'action  de  l'élément  PQ  est,  en  désignant 
par  dtii  l'angle  sous  lequel  du  point  M  on  voit  PQ  et  par  N  la  nor- 
male à  cet  élément  vers  l'extérieur  de  la  sphère, 

cos(N,  r)'' 

Considérons  la  composante  suivant  MG  de  l'action  exercée  au 
même  point  M  par  l'élément  P'Q'  de  la  calotte  ADB,  cet  élément 
P'Q'  étant  découpé  par  le  même  cône  d'ouverture  sphérique  c/o). 
Elle  a  pour  valeur 


Mai 


on  a  donc 


'!>'=  sîT — r /('•  )cos(r',  MD). 

cos(N',  r  j-'  ^     '  '  ' 


cos(/-,  MG)  :•--  cos(/-',  MD), 
cos(N,/-)     =  cos(N',  /•'); 


*'  _  r\f{  r'  )  ^ 

/•  et  /■'  sont  compris  entre  po  et  o^  et  ;•'  est  supérieur   à  /'.  On  a 
donc 

*'  >  *. 

Les  actions  de  l'élément  P'Q'  et  de  l'élément  PQ  ont  une  com- 
posante positive  dirigée  de  M  vers  G.  Tous  les  éléments  de  la 
sphère  peuvent  ainsi  se  combiner  deux  à  deux  de  manière  à  don- 
ner une  composante  positive  dirigée  de  M  vers  G.  Le  point  M 
est  donc  soumis  à  une  force  dirigée  de  M  vers  G.  Par  suite,  on 
est  conduit  à  une  contradiction  si  l'on  ne  suppose  pas  que  l'on  ait 

r^/{r)  =  const. 
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CHAPITRE  IL 

IL  EXISTE  UN  ET  UN  SEUL  ÉTAT  D'ÉQUILIBRE  ÉLECTRIQUE. 


§  1.  —  Traduction  analytique  du  principe  de  Poisson. 

Soit  M  un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  conducteur  sur  lequel 
l'équilibre  électrique  est  établi.  Ce  point  est  extérieur  aux  masses 
agissantes,  puisque  l'électricité  réside  exclusivement  à  la  surface 
du  conducteur.  Les  dérivées  premières  de  la  fonction  potentielle 
existent  en  ce  point  et  sont  liées  aux  composantes  de  la  force  par 
les  relations 

X  -  -  -  ^^  Y  -  —  -  '^^  Z  -  —  '  ~ 

dx  Oy  ùz 

Mais,  d'après  la  condition  d'équilibre  donnée  par  la  théorie  de 
Poisson,  on  a 

X  =  o,        Y  =  o,        Z  =  o. 

On  a  donc,  en  tout  point  intérieur  à  un  conducteur, 


d\ 

d\ 

d\ 

— ■ —  —  o 

. 

—  o, 

. 

Ox 

ày 

dz 

Ainsi,  lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  un  sys- 
tème de  corps  conducteurs  électrisés,  la  fonction  potentielle 
(i  une  valeur  constante  à  V intérieur  de  chacun  des  conduc- 
teurs ;  réciproquement,  si  cette  condition  est  remplie  pour 
chacun  des  conducteurs,  V équilibre  électrique  est  établi. 

Deux  remarques  à  propos  de  ce  principe. 

En  premier  lieu,  la  fonction  potentielle,  étant  constante  aux 
points  infiniment  voisins  de  la  surface  du  conducteur  et  étant 
continue  dans  tout  l'espace,  a  la  même  valeur  en  tous  les  points  de 
la  surface  d'un  même  conducteur. 

En  second  lieu,  si  N/,  N^  sont  les  deux  directions,  intérieure  et 
extérieure,  de  la  normale  en  un  point  à  la  surface  du  conducteur, 
la  densité  superficielle  o-  est  donnée  en  ce  point  par  la  relation 
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f^énérale 

àY         âV 

Or,  dans  le  cas  actuel,  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
de  la  fonction  potentielle  sont  nulles  en  tout  point  intérieur  au 
conducteur,  fût-il  infiniment  voisin  de  la  surface.  On  a  donc 


et,  par  conséquent, 


à\ 


^'^  OX.^-'"''- 


§  2.  —  Existe-t-il  un  état  d'équilibre  électrique? 

Ces  deux  remarques  étant  données,  voici  lu  question  que  nous 
allons  examiner  en  premier  lieu  : 

Un  système  est  formé  d'un  certain  nombre  de  corps  placés 
dans  des  positions  données;  les  uns  sont  mauvais  conducteurs 
/'t  possèdent  une  distribution  électrique  donnée;  les  autres  sont 
conducteurs  et  chacun  d'eux  renferme  une  charge  électrique 
totale  déterminée.  Peut-on,  à  la  surface  de  chacun  d'eux,  dis- 
tribuer cette  charge  de  manière  cjuc  l'équilibre  électrique  soit 
établi  sur  le  système?  ^ 

Pour  répondre  à  cette  (juestion,  nous  démontrerons  en  premier 
lieu  la  proposition  suivante  : 

Une  distribution  électrique  qui  rend  maximum  ou  mini- 
mum le  potentiel  électrostatique^  est  une  distribution  d'équi- 
libre. 

Supposons,  en  effet,  que,  pour  une  certaine  distribution,  le  po- 
tentiel électrostatique 

w  ^^  tS  ^^- 

soit  maximum  ou  minimum;  supposons  que  la  distribution  subisse 
une  variation  infiniment  petite  5  la  variation  subie  par  W  doit  être 
égale  à  zéro. 
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Or,  une  varia! ion  de  la  distribution  ne  doit  altérer  ni  la  distri- 

Hition  sur  chaque  corps  mauvais  conducteur,  ni  la  charge  totale 

chaque  corps  conducteur;  toute  variation  de  la  distribution 

s'obtient   donc   en  superposant  un   certain   nombre   d'opérations 

analogues  à  la  suivante  : 

Une  charge  éleclrique  dq  passe  d'un  certain  point  M  d'un  con- 
ducteur à  un  autre  point  M'  du  même  conducteur. 

11  faut  donc  que  la  variation  de  W  soit  nulle  pour  toute  opé- 
ration de  ce  genre. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  la  charge  au  point  M  diminue 
de  dq^  toutes  les  autres  charges  demeurant  constantes.  W  augmen- 
terait évidemment  de 


o,\s^—^zdrj^'-L=-z\dq, 


V  élanl  hi  valeur  de  la  fonction  potentielle  au  point  M. 
Supposons  ensuite  que,  les  choses  étant  dans  cet  état,  la  charge 

au  point  M'  augmente  de  dq^  toutes  les  autres  charges  demeurant 
constantes.  W  varierait  évidemment  de 

V  ('tant  la  valeur  initiale  de  la  fonction  potentielle  au  point  M',  et 
(V'  +  dV')  ce  que  devient  celte  valeur  lorsque  la  charge  au  point 
M  diminue  de  dq. 

Or  on  a  évidemment 

MM 

Ou  a  donc 

ÔW  =  3i  W  -r-  5,W  =z(\'—Y)dq-t  -EL- . 

MM' 

En  négligeant  l'infîniment  petit  du   second  ordre  t      ^      et  en 

MM' 
égalant  oW  à  O,  on  trouve 

V'=V, 

ce  qui  montre  (jue  la  fonction  potentielle  a  la  même  valeur  en 
deux  points  quelconques  pris  à  l'intérieur  d'un  même  conducteur 
et,  par  conséquent,  que  toute  distribution  électrique  qui  rend  W 
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maximum  ou  minimum  est,   comme  nous  l'avions  annoncé,  une 
distribution  d'équilibre. 

Considérons  maintenant  le  système  pour  lequel  nous  voidons 
prouver  qu'il  existe  une  distribution  d'équilibre.  Quelle  que  soit 
la  distribution  électrique  sur  ce  système,  nous  savons  que  W  peut 
s'expriuier  de  la  manière  suivante  [Liv.  I,  Ch.  IV,  égalité  (9)], 

l'intégi^ale  triple  étant  étendue  à  tout  l'espace. 

Cette  expression  montre  que  la  quantité  W  n'est  jamais  néga- 
tive. Quelle  que  soit  la  distribution  électrique  sur  les  conducteurs 
qui  forment  le  système,  elle  ne  peut  devenir  inférieure  à  une  cer- 
taine limite;  la  quantité  W,  envisagée  comme  une  fonction  de  la 
<listribution  électrique,  est  une  fonction  dont  les  variations  sont 
limitées  inférieurement. 

Si,  pour  une  certaine  distribution  électrique,  la  fonction  W  at- 
teignait sa  limite  inférieure,  elle  passerait  certainement  alors  par 
un  minimum  et  la  distribution  dont  il  s'agit  serait  une  distribution 
d'équilibre.  Mais,  de  ce  qu'une  fonction  est  limitée,  il  n'en  résulte 
pas  forcément  qu'elle  atteigne  sa  limite;  on  pourrait  concevoir 
une  série  infinie  de  distributions  électriques  telles  que,  lorsque  \v. 
système  présente  successivement  toutes  ces  distributions;,  son  po- 
tentiel électrostatique  s'approche  indéfiniment  de  sa  limite  sans 
jamais  l'atteindre.  Par  conséquent,  ce  que  nous  venons  de  dire, 
tout  en  rendant  très  vraisemblable  l'existence  d'une  distribution 
d'équilibre,  ne  suffît  pas,  en  toute  rigueur,  à  démontrer  l'exis- 
tence de  cette  distribution. 

§  3.  —  S'il  existe  une  distribution  d'équilibre,  il  n'en  existe 
qu'une  seule. 

Voici  maintenant  une  proposition,  réciproque  en  quelque  sorte 
de  la  précédente,  mais  susceptible  d'une  démonstration  rigoureuse. 

Si,  sur  un  système  constitué  comme  nous  venons  de  V indi- 
quer, il  existe  une  distribution  électrique  d^ équilibre,  il  en 
existe  une  seule. 

Dans   certains  cas,   il  peut  arriver  qu'au  lieu  de  se  donner  la 
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charge  totale  que  l'enfei^me  un  conducteur,  on  se  donne  la  valeur 
que  la  fonction  potentielle  doit  prendre  à  son  intérieur;  nous 
supposerons,  pour  plus  de  généralité,  dans  la  démonstration  qui 
va  suivre,  que  certains  conducteurs  du  système  se  trouvent  aussi 
placés  dans  celte  condition. 

Pour  simplifier  la  démonstration,  sans  nuire  à  sa  généralité, 
supposons  qu'il  existe  un  seul  corps  conducteur  1  et  un  seul  corps 
mauvais  conducteur  2. 

Sur  le  corps  mauvais  conducteur,  la  distribution  électrique  est 
donnée.  Supposons  que,  sur  le  corps  conducteur,  deux  distribu- 
tions d'équilibre  d'une  même  quantité  d'électricité  soient  pos- 
sibles. Dans  la  première  distribution,  la  densité  superficielle  au 
point  M  de  la  surface  du  conducteur  a  une  valeur  a-,  la  fonction 
potentielle  en  un  point  de  l'espace  est  V.  En  tout  point  situé  à 
l'intérieur  du  corps  i  ou  à  sa  surface,  celle  fonction  potentielle 
prend  une  même  valeur  Vj. 

Dans  la  seconde  distribution,  la  densité  superficielle  au  point  i\l 
a  une  valeur  o-';  la  fonction  potentielle  en  un  point  de  l'espace 
est  V.  En  tout  point  situé  À  l'intérieur  du  conducteur  1  ou  à  sa 
surface,  cette  fonction  prend  une  même  valeur  \\. 

La  condition  pour  que  la  charge  électrique  totale  du  conducteur 
soit  la  même  dans  les  deux  cas  s'exprime  ainsi 


V  (ir/Si  =-  ^t'^/S,, 


ou  bien 


S<^ 


7    }  dSi    ^rz   O. 


Quant  à  la  condition  pour  que  la  fonction  polentielle,  à  l'inté- 
rieur du  conducteur,  soit  la  même  dans  les  deux  cas,  elle  s'exprime 
simplement  par  l'égalité 

(2  bis)  V,  —\\  —^  o. 

On  a,  d'après  l'égalité  (i), 

,_ ii_  dY_ 
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ce  qui  peut  s'écrire,  puisqu'à  rintérieur  du  conducteur  i  V  prend 
la  valeur  constante  Vj  et  V  la  valeur  constante  V',, 


(3) 

I    /àY'        >N' 


Soit  W  la  fonction  potentielle  des  charges  distribuées  sur  le 
mauvais  conducteur;  soit  U  la  fonction  potentielle  des  charges 
distribuées  sur  le  bon  conducteur  dans  la  première  distribution; 
soit  U'  la  fonction  potentielle  des  charges  distribuées  sur  le  bon 
conducteur  dans  la  seconde  distribution.  On  a 

\  v-=u+\v, 

(  'I  )  ', 

I  V'=  U'-+-W. 

Coniuie  en  tout  point  du  corps  bon  conducteur  on  a 


jn;-  +  jn;  =  "' 


les  ('galités(3)  deviennent 


Cî) 


_L  [ÊR  .  ^iL 

I    /âU'        àl]'\ 


47r  [d'yi,'^  O^i)' 
Cela  posé,  envisageons  l'égalité 

\    §(a'-a)(lJ'_U)rfS, 

Le  théorème  de  Green  permet,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  au 
Livre  T,  Chap.  IX,  de  remplacer  le  second  membre  par 

r.///!  r-^-T-  [^-T-  [^-Ti  "---• 

l'intégration  s'étendant  à  tout  l'espace. 

D'autre  part,  en  vertu  des  égalités  (4),  on  a.  dans  tout  l'espace, 

U'— U==  V— V, 
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en  sorle  que,  sur  la  surface  S,,  (U' —  U)  prend  la  valeur  constante 
(V,  —  V,).  Le  premier  membre  de  l'égalité  (6)  peut  donc  s'écrire 

(V',-V,)g(a'-cr)rfS,, 

ce  qui  est  égal  à  o,  eu  vertu  ou  de  l'égalité  (î),  ou  de  l'égalité 
(2  bis). 

L'égalité  ((3)  devient  donc 

ce  qui  suppose  que  l'on  ait  dans  tout  l'espace 

OU  _  dv'        di]  _d{y        dv  _  diy 

à.r  O.r  Oj-         Oy  Oz         Oz 

et,  par  conséquent,  en  vertu  des  égalités  (5), 

T  =  a' 

en  tout  point  de  la  surface  S,.  Cette  égalité  démontre  le  théorème 
énoncé. 

Par  une  autre  méthode,  Gauss  (  '  )  avait  déjà  démontre  ce  théo- 
rème pour  un  conducteur  unique  soustrait  à  toute  influence.  La 
démonstration  générale  que  l'on  vient  de  lire  est  due  à  Liou- 
ville  (-). 


(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsâtze...  {Gauss  Werke,  Bd  V). 
(')  LiouviLLE,  Note  à  l'occasion   du   Mémoire  de  M.  Chasies,  Addition   à   lu 
Connaissance  des  Temps  pour  i84j. 
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CHAPITRE  m. 

L'IDENTITÉ  DE  GAUSS  ET  LE  THÉORÈME  DE  LA  MOYENNE 
ARITHMÉTIQUE. 


§  1.  —  L'identité  de  Gauss. 

Dans  ce  Chapitre  et  dans  ceux  qui  vont  suivre,  nous  allons  pas- 
ser rapidement  en  revue  quelques-unes  des  plus  belles  idées  analy- 
tiques dont  les  géomètres  aient  fait  usage  pour  résoudre  le  problème 
de  la  distribution  électrique. 

Li' identité  de  Gauss  (')  a  servi  de  point  de  départ  à  d'impor- 
tantes théories. 

Soit  V  la  fonction  potentielle  d'un  système  de  charges  électri- 
ques M',  M",  M'",  .  .  .  concentrées  en  des  points  F,  P",  P'", 

Soit,  d'autre  part,  v  la  fonction  potentielle  de  charges  électriques 
m'j  m",  m'",  .  .  .  concentrées  en  des  points  />',  p" ,  p'",   .... 

Aux  points  P',  P",  P'",  . . .,  la  fonction  v  a  les  valeurs  v',  v",  ç'", 

Aux  points/»',  p",  //",  ....  la  fonction  V  a  les  fonctions  V,  V", 

'       5      •   •    •  • 

On  a  évidemment 

_  _M^         M^         M'" 


I" 


M'  M"  M" 

Y"  =  -  -     -I- -f-  — 

P'»"        P  //       P 


et 

,  de 

même, 

v' 

m' 

-1- 

m" 

+ 

/n'" 

-   p'I- 

p"V' 

v" 

m' 

-t- 

m" 

-1- 

m" 
/>'"P" 

p'P" 

Envisageons 

la 

q 

uantité 

M'<.''-f 

-M' 

'v'-^-W" 

v'"  -f-  .    . 

(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsâtze . . . ,  art.  19  {Gauss  Werke,  Bd  V,  p.  221). 
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Elle  a  pour  valeur  • 


M 


/>'!"        p"V'        p"'V' 
m'  m"  m" 


,  I     m 

Vp'~p'" 


p"?"     /)'"p" 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

,/   ÎVr  M'  M"  \ 

.  "Hi>'  ^  p'p'^p^'-^---) 

../   M'  M"  M'"  \ 

\  ï  V       ^  p       ï  />  / 

ou  bien 

/«'V'-^/«"V"-4-/n"'V"^-.... 

Ou  a  donc  l'identité 

(  I  )  M' v'  -T-  M"  v"  -t-  W  v'"  -h  .  .  .—  m'  \'  -+-  Dr!'  V"  -i-  m"  V"  -^ .  . . 

ou,  abréviativement, 

(  I  bis)  ^ '^^  ''  ~  ^  '" ^  • 

Les  charges  électriques  qui  forment  l'un  des  deux  systèmes,  ou 
qui  les  forment  tous  les  deux,  au  lieu  d'être  concentrées  en  des 
points  isolés,  peuvent  être  répandues  sur  des  surfaces  ou  en  des 
volumes.  L'identité  précédente  demeure  exacte,  à  la  seule  condi- 
tion que  l'on  remplace  les  sommations  par  les  intégrations  corres- 
pondantes. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  premier  système  soit  formé  par 
une  surface  S,  sur  laquelle  la  densité  électrique  a  une  valeur  S,  et 
le  second  par  une  surface  5,  sur  laquelle  la  densité  électrique  a 
une  valeur  t.  L'identité  de  Gauss  s'écrira 


§.., 


Il  est  important  de  remarquer  que  cette  égalité  demeure  encore 
exacte,  si  l'on  suppose  que  la  surface  S  coïncide  avec  la  surface  s, 
(jue  V  soit  la  fonction  potentielle  d'une  couche  de  densité  S  distri- 
buée sur  cette  surface,  et  v  la  fonction  potentielle  d'une  couche  de 
densité  a  distribuée  sur  la  même  surface. 
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§  2.  —  Le  théorème  de  la  moyenne  arithmétique. 

De  cette  identité,  Gaiiss  (')  a  déduit  un  théorème  fondamental 
auquel  M.  Cari  Neumann  a  donné  le  nom  de  Théorème  de  la 
moyenne  arithmétique . 

Le  premier  système  que  nous  considérerons,  pour  démontrer  ce 
théorème,  est  formé  de  masses  quelconques  distribuées  d'une  ma- 
nière quelconque.  La  fonction  potentielle  V  de  ce  système  prend 
une  valeur  Vo  au  point  i^o- 

Le  second  système  est  formé  d'une  couche  de  densité  super- 
ficielle égale  à  l'unité  répartie  sur  la  surface  d'une  sphère  de  rajon  R 
ayant  pour  centre  Pq.  La  fonction  potentielle  v  de  cette  sphère  a 

la  valeur  constante  '—^ —  en  tout  point  situé  à  l'intérieur  de  la  sphère 

ou  à  sa  surface;  en  un  point  extérieur,  dont  la  distance  au  point  l'„ 

11        1         1         4-R^  . 

est  /%  elle  a  la  valeur • 

r 

La  quantité  ^wV  devient  ici  xV^/S,  la  sommation  étant  éten- 

(hie  à  la  surface  de  la  sphère. 

Si  Mo  est  la  charge  électrique  totale  qui,  dans  le  premier  sys- 
tème, se  trouve  à  l'intérieur  de  la  sphère,  et  si  M',  M",  .  . .  sont 
les  charges  qui  se  trouvent  à  l'extérieur  de  la  sphère  ou  à  sa  sur- 
face, on  aura 

M'       W 


1 


iAU=4TrRMo^-47:R2, 


,Vffô  =  4-RMo+4-RM  -r  -^^ 


On  a  donc 


Si  la  sphère  ne  renferme  aucune  charge  électrique  du  premier 
système,  on  aura 

Mo=o, 

et  l'égalité  précédente  deviendra 

(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze . . . ,  art.  20  {Gaitss  Werke.,  Bd  V,  p.  222). 
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Ainsi,  lorsqu'une  sphère  ne  renferme  aucune  charge  agis- 
sante à  son  intérieur,  la  valeur  de  la  fonction  potentielle  au 
ventre  de  cette  sphère  est  la  moyenne  aritliméticfue  des  va- 
leurs que  la  fonction  potentielle  prend  sur  la  surface  de  cette 
sphère. 

Tel  est  le  ihéorèmc  dit  de  la  moyenne  arithmétique. 

§  3.  —  Théorèmes  sur  la  variation  de  la  fonction  potentielle 
hors  des  charges  agissantes. 

Le  théorème  trts  simple  que  nous  venons  de  démontrer  est 
d'une  rare  fécondité.  Indiquons-en  dès  maintenant  quelques-unes 
des  conséquences  les  plus  importantes. 

1°  Si  la  fonction  potentielle  a  une  valeur  constante  dans  une 
certaine  région  d' un  espace  linéairement  connexe  ne  renfer- 
mant aucune  masse  agissante,  elle  est  constante  dans  tout  cet 
espace  ('  ). 

Soit  l'espace  linéairement  connexe  contenu  à  l'intérieur  de  la 
surface  T  (fig.  -m).  Dans  cet  espace,  la  surface  S  limite  un  autre 

l-ii;.  ... 


espace  linéairement  connexe  a,  à  l'intérieur  duquel  la  fonction 
potentielle  a  une  valeur  constante  a.  Peut-il  arriver  que,  aus- 
sitôt franchie  la  surface  S,  la  fonction  potentielle  prenne  une  va- 
leur variable  d'un  point  à  l'autre? 

Si  cette  hypothèse  est  exacte,   comme  la   fonction  potentielle 

(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze. ..,  art.  21  {Gauss  Werke,  ^Bd  V,  p.  224). 
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varie  d'une  manière  continue  d'un  point  à  l'autre,  on  pourra  tou- 
jours trouver  un  domaine  linéairement  connexe  [i,  contigu  à  l'es- 
pace a,  en  tous  les  points  duquel  la  fonction  potentielle  aura  ou 
une  valeur  inférieure  à  a,  ou  une  valeur  supérieure  à  a.  Suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  la  première  supposition  soit  réalisée. 

Traçons  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  M  de  l'es- 
pace a,  une  partie  ADB  de  sa  surface  à  l'intérieur  de  l'espace  a,  et 
une  autre  partie  ACB  de  sa  surface  à  l'intérieur  de  l'espace  ^.  L'in- 
tégrale vVâfS,  étendue  à  la  surface  de  cette  sphère,  aura  forcé- 
ment une  valeur  inférieure  à  /\Tzl\'-a,  tandis  que  4''^^^'^  devrait 
être  sa  valeur,  d'après  le  théorème  de  la  moyenne  arithmétique. 

L'hypothèse  faite  est  donc  inadmissible,  et  le  théorème  énoncé 
est  démontré. 

2"  Ln  un  point  situé  à  distance  jinie  de  toute  niasse  agis- 
sante, la  valeur  de  la  fonction  potentielle  ne  peut  être  ni  un 
maximum  ni  un  minimum. 

Supposons,  en  efïet,  que  la  valeur  V  „  de  la  fonction  potentielle 
au  point  Mo  soit  une  valeur  maximum  ou  une  valeur  minimum  ; 
une  valeur  maximvim,  pour  fixer  les  idées. 

Autour  du  point  Mo,  nous  pourrons  toujours  tracer  un  domaine 
ne  renfermant  aucune  force  agissante,  et  tel  qu'en  tout  point  M  de 
ce  domaine  la  fonction  potentielle  ait  une  valeur  V,  inférieure 
à  Vo-  Si  du  point  Mo  comme  centre,  nous  traçons  une  sphère  de 

rayon  R  en  entier  contenue  dans  ce  domaine,  l'intégrale  v  V  âfS  éten- 
due à  cette  sphère  sera  forcément  inférieure  à  .^"J^R^Vo,  contraire- 
ment au  théorème  de  la  moyenne  arithmétique.  L'impossibilité  de 
l'hypothèse  faite  entraîne  l'exactitude  du  théorème  énoncé. 

Ce  théorème  entraîne  à  son  tour  de  nouvelles  conséquences, 
énoncées  déjà  par  Gauss  ('  )  dans  des  cas  particuliers  et  démontrées 
d'une  manière  entièrement  générale  par  M.  Cari  Neumann  (-). 


(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsàtze . . . ,  art.  2G,  27,  28  {Gauss  Werke,  Bd  V, 
p.  228). 

(*)  Carl  Neumann,  Revision  einiger  allgemeinen  Sàtze  aus  der  Théorie  des 
logarithmiscJien  Potentiales  {Malhematisclie  Annalen,  t.  III,  p.  34o-344  et 
430-434;  1870).  —  Untersuchungen  ûber  das  logarilhmische  und  Newton'sche 
Potential,  p.  39-49.  Leipzig;  1877. 


CHAP.  m.  —  l'identité  de  gauss,  etc.  145 

Considérons  une  surface  fermée  S  à  l'intérieur  de  laquelle  ne  se 
trouve  aucune  charge  agissante;  il  peut  arriver  que  la  fonction  po- 
tentielle ait  la  même  valeur  en  tout  point  intérieur  à  cette  surface, 
ou  bien  que  sa  valeur  varie  d'un  point  à  l'autre  de  l'espace  enfermé 
par  cette  surface;  dans  ce  dernier  cas,  les  valeurs  qu'elle  prend 
dans  l'intérieur  de  cet  espace  et  sur  la  surface  qui  le  limite  sont 
toutes  comprises  entre  une  limite  inférieure  A  et  une  limite  supé- 
rieure B;  comme  la  fonction  potentielle  est  une  fonction  continue, 
il  existe,  dans  l'intérieur  de  cet  espace  ou  sur  la  surface  qui  le  li- 
mite, au  moins  un  point  où  elle  prend  la  valeur  A  et  un  point  où 
elle  prend  la  valeur  B.  Un  semblable  point,  où  la  fonction  poten- 
tielle atteint  sa  limite  inférieure  ou  sa  limite  supérieure,  ne  peut 
être  situé  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  car  en  ce  point  la  fonction 
potentielle  présenterait  un  minimum  ou  un  maximum.  Il  est  donc 
forcément  situé  sur  la  surface  S. 

Ainsi,  si  Von  trace  une  surface  fermée  ne  renfermant  au- 
cune masse  agissante,  ou  bien  la  fonction  potentielle  est  con- 
stante en  tout  point  intérieur  à  cette  surface,  ou  bien,  à  V inté- 
rieur de  cette  surface,  elle  est  constamment  comprise  entre  la 
plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  qu^elle  prend  sur  la 
surface. 

Cette  proposition  entraîne  de  suite  cette  conséquence  : 

Si  la  fonction  potentielle  a  la  même  valeur  en  tous  les  points 
dUine  surface  fermée  qui  ne  renferme  aucune  charge  agis- 
sante, elle  a  aussi  la  même  valeur  en  tous  les  points  intérieurs 
à  cette  surface. 

Nous  verrons  plus  loin  l'importance  capitale  que  présente  cette 
proposition  dans  l'étude  de  l'équilibre  électrique. 

Considérons  une  surface  fermée  S  renfermant  toutes  les  masses 
agissantes;  l'espace  illimité  extérieur  à  cette  surface  S  peut  être 
considéré  comme  un  espace  clos  compris  entre  la  surface  S  et  une 
surface  dont  tous  les  points  sont  à  l'infini.  Si  l'on  remarque  qu'en 
tout  point  de  cette  dernière  la  fonction  potentielle  a  la  valeur  o  et 
si  l'on  raisonne  comme  dans  le  cas  précédent,  on  arrive  au  résul- 
tat suivant  : 

D.  -  I.  ,0 
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Traçons  une  surface  fermée  renfermant  à  son  intérieur 
toutes  les  charges  agissantes. 

Si  la  fonction  potentielle  a  la  valeur  o  en  tous  les  points  de 
cette  surface,  elle  a  la  valeur  o  dans  ^espace  illimité  cjui  lui 
est  extérieur. 

Si  elle  n'a  pas  la  va  leur  o  en  tous  les  points  de  cette  surface, 
désignons  par  B  et  A  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  va- 
leurs qu'elle  y  prend,  ces  deux  valeurs  pouvant  être  égales 
entre  elles.  Dans  l'espace  illimité  extérieur  à  la  surface  consi- 
dérée, la  fonction  potentielle  est  toujours  comprise  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  des  trois  valeurs  o,  A,  B. 

Une  remarque  sur  le  premier  de  ces  deux  cas  : 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  pour  ce  cas,  on  voit  que,  si  la 
fonction  potentielle  V  a  la  valeur  o  en  tous  les  points  d'une  sur- 
face fermée  contenant  toutes  les  masses  agissantes,  on  a,  en  tout 
point  de  cette  surface, 

d\ 

Or,  pour  toute  surface  fermée,  on  a 


S 


rfs=:^iz,m, 


,')1L  étant  la  somme  des  charges  que  la  surlace  contient.  On  arrive 
donc  au  résultat  suivant  : 

Pour  ([ue  la  fonction  potentielle  ait  la  valeur  o  en  tous  les 
points  d'une  surface  fermée  qui  contient  toutes  les  charges 
agissantes,  il  faut  c/ue  la  somme  de  ces  cliarges  soit  égale  à  o. 

Qu'arrive-t-il  dans  le  cas  où  la  somme  des  masses  agissantes  est 
égale  à  o  sans  pour  cela  avoir  une  fonction  potentielle  identique- 
ment nulle  en  tout  point  extérieur? 

Soit  T  {fig.  22)  une  surface  qui  renferme  toutes  les  masses  agis- 
santes soit  à  son  intérieur,  soit  à  sa  superficie.  Traçons  une  sphère  de 
rayon  R  contenant  la  surface  T.  Comme  nous  l'avons  vu  dans  la 
démonstration    du  théorème  de  la  moyenne   arithmétique,   nous 
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aurons 

C  V  ^/S  =  47ïRMo+  4-R"^  (  ^'  -i-  ^  +. . .)  . 

Au  premier  membre,  l'intégration  s'étend  à  toute  la  surface  de 
la  sphère.  Au  second  membre,  Mq  est  la  somme  des  masses  inté- 

l<'ig.    22. 


rieures  à   la  sphère,   c'est-à-dire  à  la  surface    T,  M',  M",  ...    les 
juasses  extérieures.  Dans  le  cas  actuel,  on  a 

Mo=o,         M'=o,        ^1"=  o, 

cl,  par  conséquent, 

C  V  ^S  =:  o. 

D'après  cette  égalité,  si  la  fonction  V  n'est  pas  égale  à  o  en 
tout  point  de  la  sphère,  elle  j  a  tantôt  des  valeurs  positives  et  tan- 
tôt des  valeurs  négatives. 

Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  si  la  fonction  potentielle 
n'est  pas  égale  à  o  en  tous  les  points  de  l'espace  extérieur  à  la  sur- 
face ï,  elle  ne  peut  avoir  en  tous  ces  points  des  valeurs  de  même 
signe;  o  ne  peut  alors  être  pour  elle  ni  une  limite  inférieure,  ni 
une  limite  supérieure;  sa  limite  inférieure  et  sa  limite  supérieure 
sont  toutes  deux  atteintes  en  des  points  de  la  surface  T. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  auquel  on  est  parvenu 
dans  le  cas  où  la  fonction  potentielle  est  égale  à  o  en  tout  point  de 
surface  T,  on  voit  sans  peine  que  l'on  peut  énoncer  ce  théorème 
général  : 

Lorsqu'une  sur/ace  fermée  contient  à  son  intérieur  ou  à  sa 
superficie  toutes  les  masses  agissantes  et  que  la  somme  de  ces 
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dernières  est  égale  à  o,  les  valeurs  de  la  fonction  potentielle  à 
V extérieur  de  cette  surface  sont  limitées  supérieurement  et  in- 
férieurement  par  deux  des  valeurs  de  cette  fonction  sur  la  sur- 
face; ces  deux  limites  sont  de  signe  contraire,  à  moins  qu'elles 
ne  soient  toutes  deux  é cales  à  o. 
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CHAPITRE  IV. 

QUELQUES  THÉORÈMES  SUR  LE  SIGNE  DE  LÀ  DENSITÉ  ÉLECTRIQUE 
A  LA  SURFACE  D'UN  CONDUCTEUR. 


Les  théorèmes  démontrés  au  Chapitre  précédent  permettent  de 
démontrer  quelques  propositions  très  simples  et  très  générales  sur 
la  distribution  électrique  à  la  surface  d'un  système  qui  renferme 
exclusivement  des  corps  conducteurs. 

Lorsque  la  densité  électrique  aura  le  même  signe  en  tous  les 
points  de  la  surface  d'un  conducteur,  nous  dirons,  avec  M.  Cari 
Neumann,  que  la  distribution  est  monogène  à  la  surface  de  ce 
conducteur;  lorsque,  au  contraire,  la  densité  électrique  aura  des 
signes  différents  aux  divers  points  de  la  surface  d'un  conducteur, 
nous  dirons  que  la  distribution  est  amphigène. 

Théoiiiîme  L  —  -5*/  un  système  est  formé  d'un  conducteur 
électrisé  unique,  la  distribution  à  la  surface  de  ce  conducteur 
est  nécessairement  monogène. 

Soit,  en  effet,  A  la  valeur  constante  que  prend  la  fonction  po- 
tentielle à  la  surface  de  ce  conducteur,  valeur  que  nous  supposons 
différente  de  o.  Imaginons,  pour  fixer  les  idées,  qu'elle  soit  posi- 
tive. Dans  le  champ  extérieur  au  corps  conducteur,  nous  savons 
que  la  fonction  potentielle  prendra  des  valeurs  toutes  comprises 
entre  o  et  A,  par  conséquent  toutes  inférieures  à  A.  On  aura  donc, 

en  tout  point  du  conducteur,   ,;^  <<  o,  et,  par  conséquent,  o-  >»  o. 

Si  l'on  avait  supposé  A  négatif,  on  aurait  eu,  en  tout  point  du 
conducteur,  u  <^  o.  Si  l'on  avait  supposé  A  égal  à  o,  on  aurait  eu, 
en  tout  point  de  la  surface  du  conducteur,  !7  =  o.  Le  théorème 
énoncé  est  ainsi  démontré. 
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Ce  théorème  est  dû  à  Gauss  (').  Les  suivants  sont  dus  à  M.  Cari 
Neumann  (-). 

Théorème  II.  —  Deux  conducteurs  C  et  C,  portant  des 
charges  cjuelconques,  sont  mis  en  présence  et  soustraits  à  V in- 
fluence de  tout  autre  corps  électrisé  ;  la  distribution  est  mono- 
gène  au  moins  sur  l'un  d^ entre  eux. 

Soit  V  la  fonction  potentielle;  soient  A  et  A'  les  niveaux  poten- 
tiels des  deux  conducteurs  C  et  C,  c'est-à-dire  les  valeurs  con- 
stantes aiixqiielles  se  réduit  la  fonction  potentielle  à  l'intérieur  de 
ces  conducteurs. 

Si  l'on  considère  l'ensemble  des  points  extérieurs  aux  deux  con- 
ducteurs C  et  C,  les  valeurs  de  la  fonction  potentielle  en  ces  poiiils 
sont  limitées  inférieurement  et  supérieurement  par  deux  des  trois 
quantités 

G,     A,     A'. 

Donc,  de  toutes  manières,  l'une  au  moins  des  deux  quantités  A 
et  A'  est  limite  soit  inférieure,  soit  supérieure,  des  valeurs  que 
prend  la  fonction  potentielle  dans  le  cliamp.  Supposons,  par 
exemple,  que  la  quantité  A  joue  ce  rôle  de  limite.  Il  sera  facile,  en 
répétant  une  démonstration  analogue  à  celle  du  théorème  pi-écé- 
dent,  de  prouver  que  la  distribution  à  la  surface  du  conducteur  (^ 
est  forcément  monogène. 

Le  théorème  précédent  est  entièrement  général.  D'autres  propo- 
sitions analogues  peuvent  être  données,  qui  sont  utiles  lorsqiu* 
l'on  possède  certains  renseignements  soit  sur  les  charges  des  con- 
ducteurs en  présence,  soit  sur  les  niveaux  potentiels.  Voyons 
d'abord  les  théorèmes  dont  l'application  nécessite  certains  rensei- 
gnements sur  les  charges  des  conducteurs. 

Théorème  III.  —  En  présence  d'un  conducteur  induit  ren- 
fermant une  charge  totale  égale  à  o,  on  place  un  inducteur 
électrisé;   la  distribution    sur  l'induit  étant   nécessairement 


(')  Gauss,  Allgerneine  Lehrsàtze. . ..  arl.  28  {Gauss  Werke,  Bil  V,  p.  33 1). 
(')  C.  Neumann,  Untersuchungen  ûber  das  logarithmische  iind  Newton'sclie 
Potential,  Chap   III,  §§  4,  5,  6.  Leipzig;  1877. 
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amphigcne,    la    distribution    sur  V inducteur  sera  forcément 
monogène. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  du  précéder! l. 

TnÉouiiME  IV.  —  Si  V on  met  en  présence  deux  conducteurs 
portant  Vun  la  charge  totale  +  pi,  Vautre  la  charge  totale 
—  [JL,  la  distribution  sur  chacun  d^eux  est  nécessairement  mo- 
no se  ne. 


En  efïet,  d'après  le  théorème  démontré  à  la  fin  du  Chapitre  pré- 
cédent, les  limites  supérieure  et  inférieure  des  valeurs  de  la  fonc- 
tion potentielle  dans  le  champ  sont  alors  les  niveaux  potentiels  des 
deux  conducteurs.  Une  démonstration  analogue  à  celle  du  théo- 
rème I  montre  que  chacun  d'eux  porte  une  distrihution  monogène. 

TnÉoiiiiME  ^.  —  Une  charge  — i,  concentrée  en  un  point 
quelconque,  produit  une  distribution  monogène  sur  un  conduc- 
teur portant  la  charge  totale  -\-\. 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  précédent. 

Théorème  \1.  —  Lue  charge  — i,  concentrée  en  un  point 
quelconque  V.,  produit  une  distribution  monogène  sur  un  con- 
ducteur emportant  la  charge  totale  (i  +  [x),  a  étant  une  quan- 
tité positive  quelconque. 

Soit  A  le  niveau  potentiel  du  conducteur  G.  Le  point  P  peut 
être  considéré  comme  une  surface  évanouissante  en  tout  point  àc 
laquelle  la  fonction  potentielle  a  la  valeur  — oo.  Les  limites  des  va- 
leurs de  la  fonction  potentielle  dans  le  champ  sont  donc  deux  des 
trois  quantités 

—  yz,     o,     A. 

—  00  est  forcément  la  limite  inférieure  des  valeurs  de  la  lonclioii 
potentielle  dans  le  champ.  La  limite  supérieure  de  ces  valeurs  ne 
peut  être  o,  car  la  fonction  potentielle  aurait  en  tout  point  du 
champ  des  valeurs  négatives,  tandis  qu'il  est  aisé  de  voir  qu'en  un 
point  très  éloigné  des  masses  agissantes  elle  se  réduit  sensible- 
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ment  à  -,  c'esl-à-dire  à  une  quantité  positive.  Donc  la  limite  supé- 
rieure des  valeurs  de  la  fonction  potentielle  est  A,  et  il  en  résulte 
immédiatement  que  la  distribution  sur  le  conducteur  G  est  mono- 
gène. 

Examinons  maintenant  les  propositions  relatives  aux  cas  où  les 
deux  conducteurs  en  présence,  C  et  C,  sont  maintenus  à  des  ni- 
veaux potentiels  connus. 

TnÉORiiME  VII.  —  Si  deux  conducteurs  en  présence  sont  main- 
tenus à  des  niveaux  potentiels  de  même  signe,  la  distribution 
est  m.onogène  sur  celui  des  deux  dont  le  niveau  potentiel  est  le 
plus  grand  en  valeur  absolue  ;  elle  a  le  même  signe  que  le  ni- 
veau potentiel. 

Si,  par  exemple,  on  a 

A>A  >o, 

A  sera  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  la  fonction  potentielle 
dans  le  champ,  et  alors,  sur  le  conducteur  C,  la  distribution  sera 
monogène  et  positive,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème  VIII.  —  Si  deux  conducteurs  en  présence  sont 
maintenus  à  des  niveaux  potentiels  de  signe  contraire,  sur 
chacun  d'eux  la  distribution  est  monogène  et  de  même  signe 
que  le  niveau  potentiel. 

Les  deux  limites  entre  lesquelles  sont  compiises  toutes  les  va- 
leurs de  la  fonction  potentielle  dans  le  champ  sont,  en  effet,  dans 
ce  cas,  A  et  A'. 

Théorème  IX.  —  Si  l'un  des  deux  conducteurs,  C,  est  main- 
tenu au  niveau  potentiel  A,  et  l'autre,  C,  au  niveau  poten- 
tiel o,  la  distribution  est  monogène  sur  chacun  d'eux  ;  sur  C, 
elle  a  le  signe  de  A;  sur  C,  un  signe  contraire  à  celui  de  A.. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  les  deux  limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  potentielle  dans  le 
champ  sont  A  et  o. 
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Théorème  X.  —  Sa/-  un  conducteur  mis  en  communication 
avec  le  sol,  une  charge  électrique  d'un  certain  signe,  concen- 
trée en  un  point,  engendre  une  distribution  monogène  de  signe 
contraire. 


C'est  un  cas  particulier  du  lliéorème  précédent. 

Remarquons,  en  terminant,  que  le  théorème  I  peut  se  générali- 
ser. Une  démonstration  analogue  à  celle  qui  a  fourni  ce  théorème 
permettra  d'établir  le  suivant  : 

TnÉoRiiME  XL  —  Dans  un  système  formé  d'un  nombre  quel- 
conque de  corps  conducteurs,  l'un  au  moins  de  ces  conduc- 
teurs porte  une  distribution  monogène. 

Toutes  les  démonstrations  que  nous  venons  de  donner  suppo- 
sent que  les  surfaces  des  conducteurs  limitent  un  espace  linéaire- 
ment connexe  indéfiniment  étendu  en  tout  sens.  L'exactitude  des 
théorèmes  précédents  suppose  donc  tous  les  conducteurs  extérieurs 
les  uns  aux  autres.  Ils  peuvent  cesser  d'être  applicables  si  l'un  des 
conducteurs  est  intérieur  à  une  cavité  dont  l'autre  forme  les  parois. 
C'est  à  ce  cas  très  important  de  distribution  électrique  que  sera 
consacré  le  Chapitre  V  du  IJvre  111. 
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CHAPITRE  Y. 

LE  PROBLÈME  DE  LEJEUNE-DIRICHLET. 


§  1.  —  Le  problème  de  la  distribution  électrique  se  ramène  au  problème 
de  Lejeune-Dirichlet. 

Le  problème  général  de  la  distribution  électrique  peut  s'énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

Un  certain  nombre  de  corps  mauvais  conducteurs  A,  A',  A".  .  .  . 
portent  des  distributions  déterminées. 

Un  certain  nombre  de  corps  conducteurs  B,  B',  B".  .  .  .  sont  iso- 
lés et  portent  des  charges  électriques  totales  déterminées  Q,  Q', 

Un  certain  nombre  de  corps  conducteurs  C,  (7,  i"'' .  .  .  soûl 
maintenus  à  des  niveaux  potentiels  déterminés  y,  v',  v".     ... 

Existe-t-il  une  distribution  électrique  d'équilibre  sur  les  conduc- 
teurs B,  B',  B",  .  .  .  C,  C,  C",  ...  et  quelle  est  cette  distribution? 

Rappelons  en  premier  lieu  que,  d'après  la  démonstration  de 
M.  Liouville,  que  nous  avons  indiquée  au  Chapitre  II,  un  semblable 
problème,  s'il  admet  une  solution,  n'en  admet  qu'une  seule.  Ce 
théorème  est  essentiel  pour  l'étude  qui  va  suivre. 

Le  problème  que  nous  venons  d'énoncer  va  pouvoir  se  décompo- 
ser en  deux  problèmes  successifs,  dont  chacun  doit  admettre  au 
plus  une  solution  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

Le  premier  problème  est  le  suivant  : 

Trouver  la  distribution  électrique  engendrée  par  les  mau- 
vais conducteurs  A,  A',  A",  . . .  sur  les  bons  conducteurs  B,  B', 
B",  ...,  C,  (Z' ,  C",  maintenus  à  des  niveaux  potentiels  donnés 
b,  b',  b",  . . .,  c,  c',  c",  . . .,  quels  que  soient  ces  niveaux  potentiels. 

Ce  premier  problème  étant  résolu,  on  aura  à  résoudre  le  suivant. 
Dans  la  distribution  précédente,  les  charges  totales  respectives  des 
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conducteurs  B,  B',  B",  .  .  .  sont  des  fonctions  des  quantités  b,  V , 
b".  .  .  .  c,  c',  c",  .  .  .  dont  le  calcul  peut  se  faire  lorsque  la  distribu- 
tion est  déterminée.  Soient 


q  {b,  b',  h". 
q'{b,b\  b". 
q\b,b\b". 


.  c,c  ,c 

.  c,  c',  c" 
.  c,  c',  c" 


ces  charges. 

On  aura  à  déterminer  les  quantités  b,  b',  b",  .  . 
les  équations 

q  {b,h',  b".  ...  c,  c',c",  ...)  r^  Q, 
q'(b,b',  b".,  ...  c,c',c",  ...)  r^  Q', 
q"{b,  b'.  b".  .  .  .  c,  c',  c".  .  .  .  )  =  Q", 


Cj  C  j  C  , 


pa 


Il  suffira  alors  de  reporter  ces  valeurs  de  b,  b',  b", . .  . ,  c,  c',  c",  .  .  . 
dans  la  solution  du  premier  problème  pour  avoir  résolu  complète- 
ment la  question  de  distribution  électrique  que  l'on  s'était  posée. 

La  difficulté  de  l'étude  de  la  distribution  électrique  réside  habi- 
tuellement dans  la  solution  du  premier  problème;  le  second  est  de 
moindre  difficulté.  Voyons,  par  exemple,  comment  on  résoudra  le 
second  problème  dans  le  cas  où  le  système  ne  renferme  qu'un  seul 
conducteur. 

Si  ce  conducteur  est  le  conducteur  C,  maintenu  au  niveau  poten- 
tiel y,  les  équations  du  second  problème  se  réduisent  à  l'équation 
toute  résolue  c  :=  v. 

Si  ce  conducteur  est  le  conducteur  B,  portant  une  charge  déter- 
minée Q,  le  second  problème  se  ramène  à  la  résolution  d'une  équa- 
tion du  premier  degré. 

Imaginons  en  effet,  pour  un  instant,  que  l'on  ait  résolu  le  pro- 
blème suivant  : 

Le  conducleuf  B  étant  soustrait  à  toute  influence,  de  quelle 
manière  V  électricité  doit-elle  être  distribuée  à  sa  surf  ace  pour 
y  maintenir  le  niveau  potentiel  i? 

Supposons  que  S  soit,  dans  ce  problème,  la  densité  électrique  en 
chaque  point  du  conducteur  B  et  ^la  charge  distribuée  à  sa  surface. 
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D'aiilrc  part,  dans  le  premier  problème,  soil  '^(0)  la  densité 
électrique  en  tout  point  du  conducteur  b. 

Si  nous  plaçons  en  présence  du  corps  non  conducteur  A  le  con- 
ducteur B,  et  si,  en  chaque  point  de  sa  surface,  nous  plaçons  de 
l'électricité  avec  la  densité  t(6)  +  6'S,  nous  aurons  évidemment 
une  nouvelle  solution  du  premier  problème,  solution  dans  laquelle 
le  niveau  potentiel  du  conducteur  B  sera  (^  +  b').  La  charge  totale 
de  ce  conducteur  sera  devenue  q{b)  -{-  b' ■^.  On  a  donc 

La  fonction  q{b)  est  donc  une  fonction  linéaire  de  6,  et  l'équa- 
tion à  résoudre  se  réduit  à  une  équation  du  premier  degré  en  b. 

C'est  donc  sur  la  solution  du  premier  problème  que  doit  être 
portée  notre  attention. 

Les  conducteurs  B,  B',  B",  .  .  . ,  C,  C",  C",  .  .  .  peuvent  être  creu- 
sés de  cavités^  certains  d'entlre  eux  peuvent  être  contenus  à  l'inté- 
rieur des  cavités  dont  d'autres  forment  les  parois.  L'espace  non 
occupé  par  la  matière  de  ces  conducteurs  peut  donc  se  décomposer 
en  plusieurs  espaces  linéairement  connexes.  L'un  de  ces  espaces 
s'étend  à  l'infini,  les  autres  sont  limités  de  tous  côtés  parles  parois 
des  conducteurs. 

Soit  V  la  fonction  potentielle,  en  un  point  de  l'espace,  de  toutes 
les  charges  distribuées  sur  le  système  ;  soit  U  la  fonction  potentielle 
des  charges  distribuées  sur  les  mauvais  conducteurs  ;  soit  W  la 
fonction  potentielle  des  charges  distribuées  sur  les  conducteurs. 

On  a 

V  =  U  -+-  W. 

La  fonction  U  est  d'ailleurs  une  fonction  donnée,  en  sorte  que 
la  détermination  de  la  fonction  V,  qui  suffit  à  résoudre  le  problème 
de  la  distribution  électrique,  se  ramène  à  la  détermination  de  la 
fonction  W.  Voyons  à  quelles  conditions  est  assujettie  cette  fonc- 
tion W. 

Considérons  l'espace  linéairement  connexe  extérieur  à  tous  les 
conducteurs. 

Dans  cet  espace,  la  fonction  W  est  harmonique. 

Si  R  désigne  la  distance  d'un  point  à  l'origine  des  coordonnées, 

t^W  t)W  dW 

àx  oy  dz 
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demeurent  des  quantités  finies  lorsque  R  croît  au  delà  de  loulc; 
limite.  L'espace  en  question  s'appuie  sur  certaines  surfaces  S,  S', 
S",  . . . ,  T,  T',  T",  ,  .  .  appartenant  aux  conducteurs  H,  B',  B",  .  .  , 
C,  C,  C",  .... 

Sur  la  surface  S,  on  a  W  —  b  —  U, 
Sur  la  surface  S',  on  a  VV  —  b' —  U. 
Sur  la  surface  S",  on  a  W  =  b" —  U, 


Sur  la  surface  T,  on  a  W=  c  —  U, 


les  quantités  [b  —  U),  (h'  —  U),  {b" — U),.  . .,  (c  —  U),  ..  .  étant 
des  données  du  problème. 

Considérons  maintenant  un  espace  linéairement  connexe  liniil<* 
de  toutes  parts  par  les  conducteurs.  Soient  s,  s',  s".  ...,/,;',  l",  .  .  . 
les  surfaces  appartenant  aux  conducteurs  B,  B',  IV',  .  .  ,C,  C,  C". .  .  . 
qui  limitent  cet  espace. 

Dans  l'espace  considérée,  la  fonction  W  est  harmonique 

Sur  la  surface  s,  on  a  W  ~  b  —  L, 
Sur  la  surface  s',  on  a  W  —  Z*' —  U, 


Sur  la  surface  /,  on  a  W  =  c  —  V. 


Réciproquement,  si  l'on  a  déterminé  une  fonction  W  qui,  dans 
les  divers  espaces  considérés,  satisfasse  aux  conditions  que  nous 
venons  d'indiquer,  on  aura  déterminé  la  fonction  cherchée. 

En  effet,  supposons  que,  dans  les  divers  espaces  linéairement 
connexes  que  n'occupent  pas  les  conducteurs,  on  ait  déterminé  une 
fonction  W  qui  vérifie  les  conditions  précédentes.  Pour  obtenir 
une  fonction  W  définie  dans  tout  l'espace,  nous  conviendrons  de 
donner  à  cette  fonction  la  valeur  b  à  l'intérieur  du  conducteur  B, 
les  valeurs  b',  b", .  . . ,  c,  c\  c",  ...  à  l'intérieur  des  conducteurs 
B',B",...,C,C',C",.... 

Alors,  la  fonction  W  sera  finie,  uniforme  et  continue  dans  tout 
l'espace;  elle  sera  harmonique  à  l'intérieur  de  chacune  des  régions 
linéairement  connexes  en  lesquelles  l'espace  illimité  est  partag<' 
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parles  surfaces  qui  séparent  les  conducteurs  du  milieu  isolant;  elle 
prendra  des  valeurs  données  sur  chacune  des  surfaces  dont  il  s'agit. 

Lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite,  les  quantités  RW,  R--t— > 

R2-— -,     R*  --    garderont  des  valeurs  finies.  D'après  ce  qu'on  a 

VU  au  Livre  1,  Cli.  Vil,  §  5,  une  seule  fonction  W  peut  présenter 
cet  ensemble  de  caractères;  la  fonction  W  que  nous  avons  trouvée 
coïncide  donc  avec  celle  que  nous  cherchions. 

Le  problème  de  la  distribution  électrique  se  ramène  ainsi  à  la 
résolution  d'un  certain  nombre  de  problèmes  réductibles  à  deux 
types  principaux  :  ces  deux  types,  auxquels  nous  donnerons  les 
noms  de  problème  extérieur  de  Lej euiie-Dirichlet  et  de  pro- 
blème intérieur  de  Lejeune-Dirichlet,  sont  caractérisés  ainsi  : 

i"  PnoBi.iiMK  KXTÉRiEUR  DE  Lkjkitve-Dirichlkï.  — Etautdoiiué 
un  espace  linéairement  connexe,  illimité,  extérieur  à  certaines 
surf  aces  fermées  S,  S', ... ,  trouver  une  fonction  V,  harmonique 
en  tout  point  de  cet  espace;  égale  à  o  à  l'infini,  de  telle  sorte 

nue   RV,    R-  — ->      R- -— >     R--t-    gardent    des  valeurs    finies 

^  '  ox  dy  Oz     '='  ■' 

lorsque  la  distance  R  du  point  [x,y^z)  à  V origine  des  coor- 
données croît  au  delà  de  toute  limite;  et  prenant  sur  les  sur- 
faces S,  S',  ...  des  valeurs  données  qui  varient  d\ine  manière 
continue  d'un  point  à  Vautre  de  ces  surfaces. 

2"  PROBLi:ME  1^TÉR1ELR  DE  Lejeuke-Dirichlet.  —  Etant  donné 
un  espace  linéairement  connexe,  limité  par  certaines  surfaces 
fermées  S,  S', ... ,  trouver  une  fonction  \ ,  harmonique  en  tout 
point  de  cet  espace  et  prenant  sur  les  surfaces  S,  S',  ...  des 
valeurs  données  qui  varient  d'une  manière  continue  d'un 
point  à  l'autre  de  ces  suif  aces. 

La  solution  de  tout  problème  de  distribution  électrique  comporte 
la  solution  d'un  problème  extérieur  et  d'un  certain  nombre  de  pro- 
blèmes intérieurs.  Dans  le  cas  particulier  où  le  système  se  compose 
exclusivement  de  conducteurs  pleins  extérieurs  les  uns  aux  autres, 
la  distribution  électrique  sur  ce  système  se  détermine  au  moven 
de  la  seule  solution  du  problème  extérieur. 
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.^  2.  —  Essai  de  démonstration  du  principe  do  Lejeune-Dirichl  et. 

C'est  Riemann  qui,  en  185^  C),  a  donné  le  nom  de  problèmes 
de  Dirichlet  aux  problèmes  précédents,  et  de  principe  de  Di- 
richlet  à  l'énoncé  qui  affirme,  dans  tous  les  cas,  l'existence  d'une 
solution  pour  ces  problèmes.  Ce  nom,  aujourd'hui  adopté  par  les 
géomètres,  est  fort  mal  choisi;  car  Lejcune-Dirichlet  n'a  jamais 
rien  publié  sur  ce  sujet.  Ce  problème  n'est,  en  réalité,  comme 
nous  le  verrons  au  prochain  Chapitre,  qu'une  autre  forme  d'un 
problème  posé  par  Green  dès  1828.  Gauss  (-),  en  iSSg,  énonce 
également  un  problème  équivalent  à  celui-là,  et  propose  une  dé- 
monstration tendant  à  prouver  qu'il  admet  toujours  une  solution. 
Enfin,  en  1847,  Sir  W.  Thomson  (3)  énonce,  en  le  généralisant 
même,  le  problème  dit  de  Dirichlet,  et,  par  une  méthode  ana- 
logue à  celle  de  Gauss,  démontre  qu'il  admet  toujours  une  so- 
lution. 

La  démonstration  proposée  par  Gauss  a  servi  de  Ijpe  aux  aulres 
démonstrations  qui  ont  été  proposées  pour  prouver  le  principe  de 
Dirichlet,  c'est-à-dire  l'existence  d'une  fonction  résolvant,  dans 
tous  les  cas  possibles,  l'un  ou  l'autre  des  problèmes  de  Dirichlet. 
La  démonstration  de  Gauss  a  été  reprise  par  M.  E.  Mathieu  ('). 
Les  deux  démonstrations  proposées  par  Sir  W.  Thomson  dérivent 
évidemment  de  la  même  idée.  Il  en  est  encore  de  même  de  celle 
que  l'on  va  lire. 

Celle-ci  se  trouve,  pour  la  première  fois,  restreinte  au  cas  de  deux 
variables,  il  est  vrai,  dans  le  Mémoire  de  Riemann  que  nous  avons 
cité;  Nalani  ("*)  l'a  exposée  le  premier  pour  le  cas  de  trois  varia- 


(')  li.  l\iKMAXX,  Théorie  cler  Abel'schen  Funktionen  {Borchardt's  Journal, 
t.  LIV,  p.  ii5;  1857.  —  Biemann's  gesammelle  Werke,  p.  90). 

{')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsiitze. . .,  art.  31  {Gauss  Werke,  Bd  V,  p.  a'il). 
—  Nous  reviendrons  sur  le  problème  de  Gauss  au  I^ivre  III,  Cliap.  V. 

(')  W.  Thomson,  Theorems  with  référence  to  the  solution  of  certain  partial 
differential  équations  (  Cambridge  and  Dublin  niatheniatical  Journal;  jan- 
vier iS'iS.  —  Traduit  on  français  dans  le  Journal  de  Liouville,  t.  XII,  p.  49-3  ; 
1847.  W.  Thomson,  Reprint  of  papers  on  Electrostatics  and  Magnetism, 
n"  206). 

(*)  Mathieu,  Réflexions  au  sujet  d'un  théorème  d'un  Mémoire  de  Gauss  sur 
le  potentiel  {Borchardt's  Journal,  t.  LXXXV,  p.  264;  1878). 

(^)  Natani,  Mathematisches  Wôrterbuch,  Bd  V,  p.  602;  1866. 
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bles,  mais  rmi  et  l'autre  déclarent  l'emprunter  à  l'enseignement 
de  Lcjeune-Dirichlet.  Nous  la  trouvons,  en  elTet,  dans  les  Leçons 
de  Lejeune-Dirichlet,  rédigées  par  M.  Grube  (*). 

Cette  démonstration,  comme  nous  le  verrons  en  l'exposant, 
donne  prise  à  plusieurs  critiques  fort  graves,  dont  quelques-unes 
atteignent  aussi  celle  de  Gauss  et  toutes  celles  qui  en  dérivent. 
Ces  critiques  sont  dues  à  M.  Weierstrass,  à  M.  Kronecker  (2)  et 
à  M.  Heine  (3). 

Nous  démontrerons,  par  la  méthode  de  Lejeune-Dirichlet, 
l'existence  d'une  solution  pour  le  problème  intérieur;  on  ver- 
rait sans  peine  que  l'on  peut  construire,  pour  le  problème 
extérieur,  une  démonstration  analogue  sujette  aux  mêmes  cri- 
tiques. 

Soit  donc  un  espace  linéairement  connexe  clos,  limité  par  un<; 
surface  fermée  S  qui  peut  être  composée  de  plusieurs  parties. 
Soit  q  une  valeur  variable  d'une  manière  continue  sur  la  sur- 
face S. 

ALdmettons,  en  premier  lieu,  qu'il  existe  une  infinité  de  fonc- 
tions Q,  régulières  dans  tout  l'espace  considéré,  et  dont  la  va- 
leur au  point  i^x^y,  z)  tende  vers  la  valeur  ^lorsque  le  point 
(yXj  y,  z)  tend  d'une  manière  quelconque  vers  un  point  de  la  sur- 
face S. 

Cette  supposition,  que  Dirichlet  regarde  comme  évidemment 
permise,  pourrait  fort  bien  n'être  pas  légitime.  M,  Heine  a  mon- 
tré, il  est  vrai,  que,  s'il  existe  une  semblable  fonction  Q,  il  en 
existait  certainement  une  infinité;  mais  il  a  fait  observer  que 
l'existence  d'une  pareille  fonction  dans  tous  les  cas  possibles  n'est 
nullement  chose  certaine. 


(')  P.-G.  Lejeune  Dirichlet,  Vorlesungen  ûber  die  in  umgekehrten  Ver- 
hàltniss  des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte,  lierausgcgebea 
von  F.  Grube,  p.  127.   Leipzig;  1867. 

(^)  M.  Weiersirass  et  M.  Kronecker  n'ont  formule  ces  critiques  dans  aucune 
de  leurs  publications;  mais  M.  Heine,  Ueber  trigonometrische  Reihen  {Bor- 
chardt's  Journal,  Bd  LXXI,  p.  36o;  1870)  et  M.  Bruns,  Deproprietate  quddam 
functionis  potentialis  corporuin  homogeneorum  {Inaugural  Dissertation,^.  la; 
Berlin,  1871),  en  les  faisant  connaître,  déclarent  les  emprunter  à  l'enseignement 
des  deux  illustres  géomètres. 

(')  Heine,  Loc.  cit.  et  Ueber  einige  Vorausselzungen  beini  Beweise  des  Di- 
richlet'schen  Princips  {Matheniatische  Annalen,  t.  IV,  p.  62G;  1871). 
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Cette  première  hypothèse  faite,  considérons  l'intégrale 

étendue  à  notre  espace  clos. 

Cette  intégrale  est  finie  et  n'est  jamais  négative;  ses  valeurs  ad- 
mettent donc  une  limite  inférieure.  Dirichlet  regarde  comme  évi- 
dent qu'il  existe  au  moins  une  détermination  de  la  fonction  Q  qui 
fait  prendre  à  J  cette  valeur  limite.  M.  Kronecker  et  M.  Weier- 
strass  ont  fait  justement  remarquer  qu'une  quantité  dont  les  va- 
leurs sont  limitées  ne  prend  pas  forcément  sa  valeur  limite,  en 
sorte  que  la  démonstration  présente  ici  un  deuxième  point  dou- 
teux. 

Admettons  néanmoins  que,  parmi  les  fonctions  Q,  il  en  existe 
au  moins  une,  V,  qui  rende  J  minimum. 

Nous  allons  prouver  que  cette  fonction  vérifie,  en  tout  point 
Intérieur  à  l'espace  considéré,  l'équation 

AV  =  o. 

Il  sera  alors  prouvé  que  la  fonction  V,  qui  prend  sur  la  surface  S 
les  valeurs  ^,  résout  le  problème  de  Dirichlet  à  l'intérieur  de 
l'espace  considéré. 

La  fonction  V  étant  régulière,  ayant  par  conséquent  des  déri- 
vées partielles  du  premier  et  du  second  ordre  qui  sont  continues, 
la  quantité  AV  varie  d'une  manière  continue  à  l'intérieur  de  l'es- 
pace considéré.  On  pourra  donc  toujours  partager  cet  espace  en 
un  certain  nombre  de  régions  qui  seront  de  trois  sortes  : 

1°  Des  régions  A,  A'.  .  . .,  où  AV  est  égal  à  o; 
2°  Des  régions  B,  B'.  . . .,  où  AV  est  positif; 
3°  Des  régions  C,  C,  . . .,  où  AV  est  négatif. 

Ces  régions  sont  limitées  par  la  surface  S  et  par  des  surfaces  le 
long  desquelles  AV  =  o. 

Imaginons  que  l'on  forme  une  fonction  T,  régulière  dans  l'es- 
pace considéré,  prenant  en  tout  point  de  la  surface  S  la  valeur  o; 
positive  en  tout  point  des  régions  B,  B',  ...;  négative  en  tout 
point  des  régions  C,  C,  ...  ;  égale  à  o,  par  conséquent,  sur  les 
surfaces  qui  séparent  ces  deux  sortes  de  régions  ;  quelconque  en- 
D.  -  I.  II 
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fin  dans  les  régions  A,  A',  ....  Dirîchlet  admet  l'existence  d'une 
semblable  fonction,  existence  qui  n'est  cependant  nullement  évi- 
dente. C'est  le  troisième  point  faible  de  sa  démonstration. 
Soit  h  une  constante  arbitraire.  La  fonction 

U  =  Vh-AT 

est  une  des  fonctions  Q,  quelle  que  soit  la  constante  h. 
Pour  cette  fonction  U,  l'intégrale  J  devient 

J  J  J   \dx  dx        dy  dy  '^  Oz    Oz  )  ^ 

D'après  ce  qui  a  été  dit,  la  fonction  V  rend  l'intégrale  J  mini- 
mum. La  quantité  J  est  donc  maintenant  une  fonction  du  second 
degré  de  li  qui  doit  être  minimum  pour  h=.o. 

Il  est  nécessaire,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  l'on  ait 

J  J  J   \  ^x  dx        ày  dy        dz    dz  /  J    ^  —    • 

La  fonction  T  est  égale  à  o  en  tout  point  de  la  surface  S.  Dès 
lors,  l'identité  de  Green  permet  [Liv.  I,  Chap.  III,  égalité  (3)]  de 
remplacer  cette  condition  par  la  suivante  : 

r  r  CtW  dx  dy  dz  =  o. 

Le  produit  TAV,  nul  en  tout  point  des  régions  A,  A',  . . .,  est 
positif  en  tout  point  des  régions  B,  B',  ...,  C,  G',  ....  L'égalité 
précédente  ne  peut  donc  subsister  que  si  les  régions  B,  B',  .. ., 
G,  G',  ...  n'existent  pas.  On  a  alors,  en  tout  point  de  l'espace 
considéré, 

AV  =  o, 

et  la  fonction  V  résout  le  problème  de  Dirichlet. 

On  a  vu  combien  la  démonstration  du  principe  de  Dirichlet, 
donnée  [par  Lejeune-Dirichlet,  est  peu  satisfaisante,  bien  qu'elle 
ait  l'avantage  de  faire  envisager  le  problème  posé  à  un  point  de 
vue  nouveau  et  intéressant.  Nous  verrons,  dans  les  Ghapitres  sui- 
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vants,  que  Ton  peut  démontrer  le  principe  de  Dirichlet  dans  des 
cas  qui,  malgré  leur  étendue,  demeurent  particuliers.  Lors  donc 
(jue  nous  admettrons  l'exactitude  du  principe  de  Dirichlet  dans  le 
cas  le  plus  général,  nous  ne  devrons  pas  oublier  que  nous  faisons 
une  hypothèse  dont  la  vérification  dépasse  la  portée  de  l'analyse 
actuelle. 


§  3.  —  Enoncé  d'un  problème  plus  général  que  celui  de  Lejeune- 

Dirichlet. 

L'équilibre  électrique  sur  un  système  de  conducteurs  devant 
être  unique,  chacun  des  problèmes  de  Lejeune-Dirichlet  doit  ad- 
mettre au  plus  une  solution.  Il  est  facile  de  s'assurer  directement 
qu'il  en  est  ainsi,  non  seulement  pour  le  problème  de  Lejeune- 
Dirichlet,  mais  encore  pour  un  problème  plus  général,  qui  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

On  donne  un  espace  clos,  limité  par  une  surface  fermée  S. 
On  demande  de  trouver  une  fonction  V  harmonique  dans  tout 
Vespace  clos  dont  il  s'agit,  continue,  ainsi  que  ses  dérivées 
premières,  en  tout  point  de  la  surface  S,  lorsqu'on  connaît  les 
valeurs  de  V  en  tout  point  d'une  partie  S'  de  la  surface  S  et 

les  valeurs  de  -^  en  tout  point  de  Vautre  partie  S"  de  la  sur- 
face S. 

Supposons  que  ce  problème  puisse  admettre  deux  solutions  dis- 
tinctes, et  soit  0  la  différence  de  ces  deux  solutions.  Alors,  en 

tout  point  de  S',  on  aurait  0  =  o,  et  en  tout  point  de  S",  -r^  =  o, 

ce  qui  permettrait  d'écrire 


S 


ou  bien,  la  fonction  0  étant  forcément  harmonique  dans  l'espace 
considéré, 
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ce  qui  entraînerait 

de  _  de  _  de  _ 

dx  ~    '  dy         '  dz 

en  tout  point  de  l'espace  clos  considéré. 

Les  deux  solutions  du  problème  posé  ne  peuvent  donc,  à  l'inté- 
rieur de  l'espace  considéré,  différer  que  par  une  constante.  Encore 
cette  constante  se  réduit-elle  à  zéro  pour  peu  que  V  soit  donné, 
fût-ce  en  un  point  seulement  de  la  surface  S  ;  car,  en  ce  point,  on 
doit  avoir  0  =  o. 

On  peut  énoncer  un  problème  analogue  pour  l'espace  extérieur 
à  la  surface  S,  en  ajoutant  qu'à  l'infini  V  doit  présenter  les  carac- 
tères d'une  fonction  potentielle.  On  démontrera,  comme  nous 
venons  de  le  faire  pour  le  problème  intérieur,  que  ce  problème 
extérieur  ne  peut  admettre  plus  d'une  solution. 


CH.VP.    VI. 
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CHAPITRE  VI. 


LA  FONCTION  DE  GREEN. 


§  1.  —  Le  problème  de  Green  équivaut  au  problème  de  Dirichlet. 

Le  problème  dit  de  Dirichlet  est  équivalent  à  un  problème  posé 
par  Green  dès  1828  (').  Ce  problème  peut  être  présenté,  au  point 
de  vue  logique,  sinon  au  point  de  vue  historique,  comme  la  re- 
cherche d'une  généralisation  du  théorème  de  la  moyenne  de  Gauss. 

A  l'intérieur  d'une  sphère  de  rayon  R,  une  fonction  V  est  har- 
monique. Sa  valeur  Vo,  au  centre  de  la  sphère,  se  déduit  de  ses 
valeurs  à  la  surface  de  celte  sphère  par  la  relation 


(0 


4^Vo=  j^gvrfS, 


l'intégrale  s'étendant  à  la  surface  de  la  sphère  ;  tel  est  le  théorème 
de  la  moyenne. 

L'égalité  (i)  peut  s'écrire  sous  une  forme  peu  différente.  Soit  r 
la  distance  d'un  point  quelconque  de  l'espace  au  centre  de  la 
sphère.  Soit  N,  la  normale  à  l'élément  d'à  vers  l'intérieur  de  la 
sphère.  En  un  point  de  l'élément  dS,  nous  aurons 


et 


EL 


1 

R2 


d'- 


d^i 


en  sorte  que  l'égalité  (i)  peut  s'écrire 


(2) 


4TrVo 


r 


S^5n;.''s- 


(')  George  Green,  An  essay  on  the  application  of  mathematical  Analysis 
to  the  théories  of  electricity  and  magnetisni;  Noltingham,  1828,  Art.  5  {Ma- 
thematical papers  of  the  late  George  Green,  edited  by  Ferrer  s,  p.  3i). 
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Le  problème  de  Green  a  pour  but  de  généraliser  cette  égalité. 

Considérons  un  espace  clos,    linéairement  connexe,  limité 
par  une  surface  fermée  S  {fig-  28),  ci  connexion  simple  ou 

Fii?.  23. 


multiple,  et  un  point  fixe  Mq  (.^0,^05  ^0)  à  Vintérieur  de  cet 
espace. 

Soit  M(.r,  y,  z)  un  point  variable  du  même  espace,  et  repré- 
sentons par  r  la  longueur  MMo- 

On  demande  de  trouver  une  fonction  G{x,y,  :z)  qui  vérifie 
les  conditions  suivantes  : 

1°  Cette  fonction  est  harmonique  dans  tout  l'espace  consi- 
déré,  sauf  au  point  Mq; 

2**   Au   point    Mo,     elle    est    infinie,    mais    la    différence 

G(;r,  jK,  z) est  harmonique  dans  tout  V espace,  même  au 

point  Mo  ; 

3"  Toute  fonction  V,  harmonique  dans  V espace  considéré, 
prend,  au  point  Mo,  une  valeur  Vq  donnée  par  V égalité 


(3) 


^--s^-^ 


^s. 


Tel  est  le  problème  de  Green  ;  la  fonction  G,  que  ce  problème  a 
pour  but  de  déterminer,  a  reçu  de  Riemann  le  nom  de  fonction  de 
Green. 

La  comparaison  des  égalités  (2)  et  (3)  montre  que,   dans  le  cas 
particulier  où  la  surface  S  est  une  sphère,  et  où  le  point  Mq  en  est 
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le  centre,  on  a 


r 


Le  théorème  de  la  moyenne  détermine  dans  ce  cas  la  fonction  de 
Green. 

Il  est  facile  de  voir  en  premier  lieu  que  le  problème  de  Green 
ne  peut  admettre,  pour  une  surface  S  donnée  et  pour  une  position 
donnée  du  point  Mq,  plus  d'une  solution. 

Admettons  en  effet  que,  pour  vine  même  surface  S  et  pour  un 
même  point  Mo,  on  ait  trouvé  deux  fonctions  de  Green,  (j[x,y,  z) 
et  G'(x,y,  z).  Alors,  quelle  que  soit  la  fonction  harmonique  V, 
en  désignant  par  Vo  sa  valeur  au  point  Mo,  on  pourra  écrire 


dG 
47rVo=  J^  V 

et  aussi 


f)G 
ou,  par  conséquent. 


°=S^"-'^âN-^''^- 


()(G  — G') 

Mais  les  deux  fonctions 

G  (x^,/,  z)  —  -, 

sont,  par  hypothèse,   des  fonctions  harmoniques  à  l'intérieur  de 
l'espace  considéré.  Il  en  sera  donc  de  même  de  la  fonction 

G(a7,  jK,  z)  —  G'{x,y,  z), 

en  sorte  que  l'on  pourra  écrire 


S(G-G') 


,à(G-C,') 


dNi 


dS  =  0. 


La   fonction  (G  —  G')  étant  harmonique,    cette   égalité   peut   se 
transformer,  par  l'identité  de  Green,  en 

et,  par  un  procédé  que  nous  avons  plusieurs  fois  suivi,  on  déduit 
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de  cette  égalité  que  l'on  doit  avoii^,  en  tout  point  de  l'espace  con- 
sidéré, 

O(G-G')  ()(G  — G')  ()(G— G') 

—  G, =  Oi  


dx  dy  Oz 

Les  deux  fonctions  G  et  G'  ne  peuvent  donc  différer  que  par  une 
constante-,  elles  ne  fournissent  pas  deux  solutions  réellement  dis- 
tinctes du  problème  de  Green,  puisque  la  fonction  G  n'entre  dans 
l'égalité  (3)  que  par  ses  dérivées  premières. 

Cette  proposition  nous  montre  que,  si  nous  obtenons,  par  un 
procédé  quelconque,  une  solution  du  problème  de  Green,  nous 
en  aurons  obtenu  par  le  fait  même  la  solution  générale.  Nous 
allons  obtenir  de  la  manière  suivante  une  solution  du  problèzne  de 
Green. 

Soit  r(^,  y,  z)  une  fonction  d' x^  y,  z,  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  : 

1°  En  tout  point  de  V  espace  considéré,  elle  est  harmonique  ; 

2°  En  tout  point  de  la  surface  S,  elle  prend  la  valeur , 

La  fonction 

(4)  G(^,jK,  :;)  =  r(^,jK,  5)-+-^ 

résout  le  problème  de  Green  pour  la  surface  S,  et  le  point  Mq. 

Considérons,  en  effet,  une  fonction  V  quelconque,  harmonique 
dans  l'espace  considéré  ;  le  théorème  de  Green  donnera 

ou  bien,  puisque  la  fonction  F  est  égale  à  —  -  en  tout  point  de  la 
surface  S, 

D'autre  part,  du  point  Mq  comme  centre,  traçons  une  surface 
sphérique  c  avec  un  rayon  R  assez  petit  pour  que  cette  surface  soit 

tout  entière  à  l'intérieur  de  l'espace  considéré.  La  fonction  -  sera, 

comme  la  fonction  V,   harmonique   dans  tout  l'espace   compris 
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entre  la  sphère  <t  et  la  surface  S.  Si  donc  on  désigne  par  dn  un 
élément  de  la  surface  sphérique  o-,  par  v/  la  normale  à  l'élément 
fh  vers  l'intérieur  de  l'espace  dont  il  s'agit,  le  théorème  de  Green 
donnera 


Mais  on  a,  sur  la  surface  a-, 


H, 


r  _         1 


Vo+U, 


Si  l'on  désigne  par  <:/0  l'angle  sous  lequel,  du  point  Mq,  on  voit 
l'élément  c^o-,  on  a 

Si  l'on  pose  enfin 

l'identité  {h)  deviendra 

le  dernier  signe  V  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  aux  élé- 
ments de  la  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  le  point  Mq- 

L'identité  (c)  a  lieu  quel  que  soit  R.  Faisons  maintenant  tendre 
R  vers  o  ;  au  premier  membre,  les  deux  premiers  termes  ne  varient 

pas;  le  troisième  tend  vers  o,  car  U  tend  vers  o  avec  R,  et  t—  de- 
meure fini.  Nous  trouvons  donc,  incidemment,  le  résultat  suivant. 

Si  une  fonctionY  est  harmonique  dans  un  espace  clos  limité 
par  une  surface  fermée  S  et  si  Vq  est  sa  valeur  en  un  point  Mo 
de  cet  espace,  on  a 


d'- 


r       I    dM 


(5)  4,v.=  S^^V3j^.-^.^y<>s. 

Cette  identité  est  due  à  Green  (').  Elle  a  une  haute  importance  : 
nous  aurons  souvent  à  en  faire  usage. 


(  '  )  George  Green,  An  Essay. . . ,  Art.  4  (  G.  Green's  Mathematical  Papers, 
p.  29). 
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La  démonstration  de  la  proposition  que  nous  avons  énoncée  ré- 
sulte immédiatement  de  la  comparaison  entre  cette  identité  el 
l'identité  (a),  comparaison  qui  nous  donne 


t)(r-+-  ' 


47rVo  =  Q   V   -^-,— ^ 


dS. 


La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer  nous  montre  que: 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  la  région 
intérieure  à  une  certaine  surface  S,  on  sait  déterminer  la 
fonction  de  Green  pour  la  surface  S  et  un  point  cjuelconqueMo 
intérieur  à  cette  su/face. 

11  suffit  de  se  reporter  à  l'énoncé  même  du  problème  de  Green 
pour  voir  que,  réciproquement,  si  l'on  sait  déterminer  la  fonc- 
tion de  Green  pour  une  surface  fermée  S,  cjuelle  que  soit  la 
position  du  point  Mo  à  U intérieur  de  la  surface  S,  on  sait 
résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace  intérieur  à 
cette  surface. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  met  en  évidence  l'équivalence 
exacte  du  problème  intérieur  de  Dii-ichlet  avec  le  problème  que 
nous  avons  énoncé  au  début  de  ce  paragraphe,  et  que  nous  nom- 
merons le  problème  intérieur  de  Green.  De  la  même  manière, 
on  peut  montrer  l'exacte  équivalence  du  problème  extérieur  de 
Diricblet  avec  le  problème  extérieur  de  Green,  que  nous  énon- 
cerons de  la  manière  suivante  : 

Un  espace  linéairement  connexe  illimité  est  extérieur  à  une 
certaine  surface  fermée  S  i^fig.  24)1   à  connexion  simple  ou 

Fig.  .4. 


W^çc.y,  ■A/) 


multiple;  on  donne  un  point  /î^e  Mo(^05  ^o?  z-o):  faisant  partie 
de  cet  espace. 
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Soit  M(;r,  jKi  ^)  un  point  variable  du  même  espace  et  soit  r 
la  distance  MMo- 

On  demande  de  tromper  une  fonction  (j{x^y,  z)  qui  vérifie 
les  conditions  suivantes  : 

i"  La  fonction    G(:r,  y,  z)  —  -     est  harmonique  dans  tout 

l'espace  considéré. 

2°  Lorsque  la  distance  R  du  point  M  à  V origine  des  coor- 
données  croit  au    delà   de   toute   limite,    les    quantités    RG, 

R2  -—  j  R2  --  ,  R-  -T-  demeurent  finies. 

ox  oy  oz  ^ 

3°  Soit\  une  fonction  harmonique  dans  V espace  considéré, 
telle  que  les  quantités  RV,  R-  —  ■>  R-  -;-  »  R-  -pi  demeurent  fi- 
nies lorsque  R  croit  au  delà  de  toute  limite;  soit  Vo  sa  valeur 
au  point  Mq. 


On  a 


]Nj  étant  la  normale  à  Vêlement  dS  vers  ^intérieur  de  l'espace 
considéré. 

Le  problème  extérieur  donne  prise  aux  mêmes  remarques  que 
le  problème  intérieur;  une  seule  différence  est  à  signaler  :  tandis 
que  la  solution  du  problème  intérieur  est  déterminée  seulement  à 
une  constante  près,  la  solution  du  problème  extérieur  est  entière- 
ment déterminée,  puisque,  à  l'infini,  G  prend  la  valeur  o. 


§  2.  —  Propriété  fondamentale  de  la  fonction  de  Green. 

Riemann  ('),  qui  a  montré  l'équivalence  du  problème  de  Green 
et  du  problème  de  Dirichlet,  a  démontré  une  importante  propriété 
de  la  fonction  de  Green,  propriété  que  Green  (-)  avait  énoncée. 

Considérons  une  su? face  S  (fig.  25);  dans  son  intérieur, 
deux  points  fixes  Mq(xo,  yo,  So),  M'„(:r'„,  jk'o,  -s'o)  ^^  "'^  point 


(')  RiÉMANN',  Schwere,  Elektricitàt  und  Magnetismus,  bearbeitet  von Hatten- 
^Of'ffy  P-  142;  Hanovre,  1876. 
(')  G.  Green,  Essay...,  Art.  G  {Green' s  Mathematical  Papers,  p.  36). 


172  LIVRE   II.   —   DISTRIBUTION   ET    PROBLÈMI-:   DE   DIRICIILET. 

mobile  M(^,  y,  z).  Soient  G(.r,  jk,  z)  la  fonction  de  Green  qui 
a  son  pôle  en  Mo  et  G'(^,  j',  z)  la  fonction  de  Green  qui  a  son 

Fig.  25. 


pôle  en  M'^.  Ces  deux  fonctions  peuvent  être  prises  telles  que 

(6)  G(a7'o,yo,z;)  =  G'(^o,  JKo,  so). 

Soient  r  et  /■'  les  distances  du  point  M  au  point  Mq  et  au  point 
M'(,.  Nous  pouvons  prendre 

G  {oc,  y,  z)=  -  r  {x,y,  z), 

G'(^,7,  -)=  ^X{x,y,  z), 

les  deux  fonctions  r  et  F' étant  harmoniques  en  tout  point  intérieur 
à  la  surface  S,  et  égales  réciproquement  à ■> -,i  sur  la  sur- 
face S  ;  il  suffît  évidemment  de  prouver  l'identité 

{'obis)  r(^o>  Xo'  -0)  =  r'(^o,  JKo,  -3o). 

Or  on  a,  d'après  la  définition  des  fonctions  G  et  G', 

4 ^r  {x\ ,  jk'o ,  z'o)  =  ^r  -^ds, 

dG 
r 

'S 

Ces  égalités  donnent  aisément 

4Tt[r(a7'o,  jKo,  -0)  — r;(a7o,  jo,  ^o)J 


^■Kr'{xo,yo,  ^0)  =  S  r' 


dN, 


dS. 


{d) 


èl 


Les  fonctions  F  et  F'  étant  harmoniques  à  l'intérieur  de  l'es- 
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pace  que  limite  la  surface  S,  on  a,  d'après  le  théorème  de  Green, 

àV 


T' 


dS  =  G. 


Ces  fonctions  F  et  F'  se  réduisant  à et ;  sur  la  surface  S, 

l'égalité  (d)  devient 

{e)    4TT[r(a7'o,yo>-o)-r'(^o,ro,-o)]  =  Sg\p  dN]~7  wj  ^^' 

Pour  calculer  le  second  membre ,  traçons  deux  surfaces  sphériques, 
T  et  <j',  ayant  respectivement  pour  centres  les  points  Mq  et  M'^,  et 
des  rayons  R  et  R'  assez  petits  pour  que  ces  sphères  soient  intérieures 

à  la  surface  S  et  extérieures  l'une  à  l'autre.  Les  deux  fonctions  -  et 

r 

~,  étant  harmoniques  dans  l'espace  compris  entre  les  surfaces  S, 

a-,  0-',  si  l'on  désigne  par  v^-,  v'^  les  normales  aux  éléments  «io-,  dy, 
vers  l'intérieur  de  cet  espace,  l'identité  de  Green  donnera 


(/) 


d'- 


1^^: 


-h 


Ceci  a  lieu  quels  que  soient  les  rayons  R  et  R'.  Faisons-les 
tendre  vers  o,  et  nous  verrons  aisément,  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qui  a  permis  d'établir  l'identité  (5),  que  nous  aurons 


L  kJ<j'  \  '•'  à^n         r  à^>  'i  J      J  R'  =  0 


471 

Mo  M'/ 


L'identité  (/)  devient  donc 


Ss\^5^""7-dN;y^^  =  « 
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Ce  résultat,  reporté  dans  l'identité  [cl),  fournit  de  suite  l'iden- 
tité (6  bis)  que  nous  voulions  démontrer. 

L'identité  (6)  peut  se  traduire  d'une  autre  manière. 

SoitY(^,  jKî  ^1  ^'ly'i  ^')  mie  fonction  telle  que 

T(-^'  J-  -2,  ^0,  JKo,  ^o)  =  r(a^,  7,  z), 


Posons  ensuite 

[{x'-xy^+iy-yy+iz'-zn-^ 

11  est  aisé  de  voir  que  nous  aurons 

g(x,  y,  z,  xo,  yo,  -o)  =  G{x,y,  z), 
gix,y,  z,  x\,y'ç,,z'f,)  :-  G'{T,y,z), 


et  que,  par  conséquent,  cette  fonction  g  de  six  variables  définit 
toutes  les  fonctions  de  Green  qui  ont  leur  pôle  à  l'intérieur  de 
l'espace  considéré. 

L'identité  (6)  peut  s'écrire 

^(^ô,yo)-o>  ^0,  JKo, -So)  =  5^(^0,70,-0,  a?;, jk'o,  z'q). 

En  d'autres  termes,  elle  exprime  que  la  fonction  g  est  symé- 
trique en  X,  y,  z  et  a;',  y',  z'. 

§.  3  —  Détermination  de  la  fonction  de  Green  dans  quelques  cas  simples. 

Le  problème  de  Green  étant  rigoureusement  équivalent  au  pro- 
blème de  Dirichlet,  la  solution  de  l'un  n'est  pas  plus  facile  que 
celle  de  l'autre.  Toutefois,  le  changement  de  forme  imposé  au 
problème  permet,  dans  certains  cas,  d'en  apercevoir  immédiate- 
ment la  solution.  Nous  allons  en  donner  quelques  exemples 
simples. 

1°  La  fonction  de  Green  pour  la  sphère. 

Prenons  une  surface  sphérique  {fig-  26)  et  un  pôle  Mo  inté- 
rieur à  la  surface  sphérique.  Soit  AB  le  diamètre  qui  passe  par 
Mq.  Sur  ce  diamètre   prenons  le  point  M^  conjugué  harmonique 


CHAI».    VI.    —    L.V   FONCTION   DE   GREEX.  17^ 

du  point  Mo  par  rapport  à  A,  B.  Soient  r  et  /'  les  distances  du  point 
M(x,  y,  5)  aux  points  Mo,  M'„. 


Fis.  26. 


La  sphère  est,  on  le  sait,  le  lieu  des  points  M  tels  que 


/•'  "  OJVl'o  ' 


K  étant  le  rayon  de  la  sphère. 
Considérons  donc  la  fonction 


om;  I 


R     7' 

C'est  une  fonction  des  coordonnées  x^  y,  z  du  point  M,  qui  est 
harmonique  en  tout  point  intérieur  à   la  sphère  et  qui,   en  tout 

point  de  la  surface  sphérique,  prend  la  valeur ;•  Elle  représente 

donc  la  fonction  que  nous  avons  désignée  par  r(^,  j',  z).  La  fonc- 
tion de  Green,  pour  le  cas  où  le  pôle  Mo  est  intérieur  à  la  sphère, 
a  pour  valeur 

si     om;  I 

(7)  Gi{x,y,z)=--  -^  -r 

Supposons  maintenant  le  pôle  Mo  extérieur  à  la  sphère  et  soit  M„ 
son  conjugué  harmonique  par  rapport  aux  points  AB.  Nous  aurons 
encore  en  tout  point  de  la  sphère 


OM' 


et  la  fonction  de  Green  sera  encore  donnée  par  la  formule  (7). 

La  fonction  de  Green  étant  connue  en  toute  circonstance  pour 
la  sphère,  on  saura  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  aussi  bien 
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pour  l'espace  extérieur  à  la  sphère  que  pour  l'espace  inté- 
rieur. 

La  solution  du  problème  de  Lejevine-Dirichlet  pour  la  sphère  a 
été  en  effet  donnée  à  l'origine  de  la  Physique  mathématique,  par 
les  travaux  de  Legendre  et  de  Laplace  ('). 

Prenons,  pour  représenter  la  position  d'un  point  dans  l'espace, 
les  coordonnées  géographiques  r,  9,  cp.  Lorsque  l'on  se  donne  la 
valeur  de  la  fonction  V  sur  la  surface  et  que  cette  fonction  est 
harmonique  à  l'intérieur  de  la  sphère,  elle  s'exprime  à  l'intérieur 
de  la  sphère  par  une  série  de  la  forme 

V  =  Yo  +  /-Yi  -H  r^Y.-^. . .  -i-  /-«Y,»  -+-. . . . 

Lorsqu'elle  est  harmonique  à  l'extérieur  de  la  sphère,  elle  s'ex- 
prime dans  l'espace  extérieur  à  la  sphère  par  une  série  de  la 
forme 

V  =  -"  +  --1  -+-  I2  --        H-  -^  -+-    . 

Y„  étant  une  fonction  homogène  et  de  degré  n  des  quantités  cos8, 
sinOcoscp,  sinOsin^,  renfermant  (a/^-f-i)  coefficients  que  déter- 
minent les  valeurs  de  V  à  la  surface  de  la  sphère. 

Nous  ne  faisons  qu'indiquer  brièvement  ce  résultat  sans  insister 
sur  les  importantes  propriétés  des  fonctions  Yn  de  Laplace  (-  ) 
ou  fonctions  sphériques,  fonctions  qui  ont  joué  un  grand  rôle 
dans  les  recherches  de  Laplace  sur  la  Mécanique  céleste  et  dans 


(  '  )  Cette  forme  de  développement,  obtenue  par  Laplace,  est  une  conséquence 
très  particulière  de  la  proposition  suivante  : 

Toute  fonction  Y,  harmonique  à  l'intérieur  d'un  espace  connexe,  peut, 
d'une  infinité  de  manières,  à  l'intérieur  de  cet  espace,  se  mettre  sous  la 
forme 

P„  étant  un  polynôme  de  degré  n  en  x,y,  z,  satisfaisant  à  l'équation 

AP„  =  0. 

Ce  beau  théorème  est  dû  à  M.  Paul  Painlevé  [Paul  Paiislevé,  Sur  les  lignes 
singulières  des  fonctions  analytiques  (  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.  II,  p.  B.112;  1888)].  Dans  le  cas  du  développement  en  fonctions  de 
Laplace,  le  polynôme  P„  est  homogène  en  x,  y,  z. 

(^)  V.  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen.  2"  édition  ;  Berlin,  1878. 
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es  travaux  de  Physique  mathématique  de  Poisson,  de  Gauss,  de 
Neumann,  etc. 

•2°  La  fonction  de  Green  pour  V espace  compris  entre  deux 
plans  qui  se  coupent  sous  un  angle  commensurable  avec  tz. 

La  fonction  de  Green  se  trouve  aisément  pour  l'espace  intérieur 
à  un  dièdre  commensurable  avec  tu. 

Prenons,  par  exemple,  le  cas  du  dièdre  égal  à  -;  on  verra  aisé- 
ment que  ce  que  nous  allons  en  dire  s'étend  au  cas  général. 
Soit  AOB  l'angle  plan  du  dièdre  {fig.  27)  et  Mo  le  pôle. 


Remplaçons  les  deux  plana  OA,  OB  par  deux  miroirs,  et  Mo  par 
un  point  lumineux.  Soient 

N,     N',     N",     Q, 
P,    P',    P ,    Q 

les  deux  suites  d'images  fournies  par  le  point  Mo- 
Soit  M  un  point  variable. 
Si  le  point  M  vient  se  placer  sur  le  plan  OA,  on  aura 


MMo       MN 


I 
MP 


I 
MP 

I 


7  =0, 


MN'       MN" 


I  i     _ 

MF'  ""  MQ  ~  '^^ 


D.  -  I. 
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S'il  vient  se  placer  sur  le  plan  OB,  on  aura 

I  T      _ 

mm;~  MP  ^''' 

I  I 

o, 


MN     ■  MN' 

I  I 

MP'  "MF' 

I  I 


L'expression 

MM^  ~  VMN  ~^  MP/  '^  \^Û^  ^  MN'/  ~  \MK'  ~^  MF/  ^  MQ 

dont  la  loi  de  formation  est  bien  facile  à  généraliser,  est  égale  à  o 
en  tout  point  des  deux  plans  OA,  OB. 

On  voit  donc  qu'en  tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  dièdi'e 
la  fonction 

~  (, MW  "^  "MP  j  "^  \MF  "^  MN')  "  \MN''  "^  MF  j  "^  MQ 

est    égale  à   -;    elle    est   d'ailleurs   harmonique   à  l'intérieur    du 

dièdre,  et,  à  l'infini,  se  comporte  comme  une  fonction  potentielle. 
Elle  représente  donc  la  fonction  r(x,  jk,  5)  et  la  fonction  de 
Green  est  i*eprésentée  par 

(8)         <  ^  ^ 

(  "^  \MP'^mF/       ViVW  "^  MP'7  "^  MQ* 

3"  La  fonction  de  Green  pour  V  espace  compris  entre  deux 
plans  parallèles. 

Soient  AA',  BB'  {fig-  a8)  les  deux  plans  parallèles  entre  les- 
quels se  trouve  le  point  Mq.  Remplaçons  ces  plans  par  deux  mi- 
roirs et  le  point  Mo  par  un  point  lumineux.  Soient  a,,  ^i  les 
images  du  point  Mo  par  rapport  aux  miroirs  AA',  BB';  soient  ao, 
ag,  ...  les  images  successives  du  point  ai  et  ^25  \^3i  •••  les  images 
successives  du  point  j^j.  Considérons  la  série 

T          /      1  T        \  /       1  I        ^  /       I  I 

MMo  ~~\M^  "^  Mpj/  "^  VM^  ^  M^/  ""  \M^z  "^  Mp^ 
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Cette  série  à  termes  alternés  dont  le  terme  général  tend  vers  o 
est  absolument  convergente.  On  peut  l'écrire 

r  I  F  I  I  I 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  est  égale  à  o  lorsque  le  point  M 


Fis.  2i 


B' 


^M 


X, 


B  A 

se  trouve  sur  le  plan  AA'.  On  peut  aussi  l'écrire 

I  I  II  I  I 

mm;  ~  M^i  ""  M^  "^  M^  "^  Mp^  ~  Mfs  ~  •  ■  •  ' 

et,  sous  cette  forme,   on  voit   qu'elle   est  égale   à  o   lorsque  le 
point  M  se  trouve  sur  le  plan  BB'. 
La  quantité 


I 


I 
M^ 


I 

M^ 


.Ma,    ■    MJii/    '    VMao    '    M^^/        V^as  "^  MpJ  '^  *  *  "  ' 

qui  est   uniformément  convergente  et  harmonique  en  tout  point 
de  l'espace  compris  entre  les  deux  plans,  qui  se  comporte  à  l'infini 

comme  une  fonction  potentielle,  est  égale  à sur  chacun  des 

deux  plans.  C'est  donc  la  fonction  T(cc,y,  z)  et  la  fonction  de 
Green  a  pour  valeur 


(9) 


(G(.,^,.)=i-(jJ^ 


M 


pi 


Me 


MpJ"     VMas  "*"Mp3J"^- 
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CHAPITRE  Yll. 


TRANSFORMATION  DE  L'EQUATION  AV=:  o  EN  COORDONNEES 
ORTHOGONALES  QUELCONQUES.— DISTRIBUTION  ÉLECTRIQUE 
SUR  UN  ELLIPSOÏDE. 


§  1 .  —  Transformation  de  l'équation  AV  =  o  en  coordonnées  orthogonales 

quelconques. 

Nous  venons  de  voir  comment,  dans  certains  cas,  on  pouvait  aper- 
cevoir, a  priori,  la  forme  de  la  fonction  de  Green,  et,  par  consé- 
(juent,  résoudre  le  problème  de  Dirichlet.  Mais  ce  sont  là  des  cas 
exceptionnels. 

Une  puissante  méthode  pour  la  recherche  de  la  solution  du  pro- 
blème de  Dirichlet  dans  un  certain  nombre  de  cas  consiste  à 
remplacer  les  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  qui  servent 
à  définir  un  point  dans  l'espace  que  l'on  considère  par  des  coor- 
données curvilignes  orthogonales  convenablement  choisies.  L'équa- 
tion aux  dérivées  partielles 

AV  =  o 

se  transforme  alors  en  une  autre  équation  aux  dérivées  partielles 
dont  l'intégration  peut  se  laisser  découvrir  beaucoup  plus  aisé- 
ment. 

Cette  méthode  a  été  créée  par  Lamé  (')  qui  en  a  fait  grand 
usage  dans  ses  travaux  (2)  et  en  a  tiré  de  magnifiques  résultats. 
Après  Lamé,  on  doit  citer  Jacobi  (^)  au  premier  rang  de  ceux  qui 
ont  traité  d'une  semblable  transformation  en  général. 

Soient  u^  v^  w  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  ayant 
pour  coordonnées  cartésiennes  x^  y,  z.  Le  changement  de  coor- 


(  '  )  Lamé,  Mémoire  sur  les  sur/aces  isothermes. . .  {Journal  de  Liouville,  t.  II, 
p.  147;  1837). 

(^)  Voir,  particulièrement,  Lamé,  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes  et 
leurs  diverses  applications  ;  Paris,  iSSg. 

(')  Jacobi,  Ueber  eine  particulare  Losung  der  partiellen  Differentialgleich- 
ung  AV  —  0  {C relie' s  Journal,  Bd  XXXVI,  p.  ii3). 
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données  est  défini  par  les  équations 

/  X—f  (UjV,  w), 


(0 

(lui  donnent 


/      ,  dx    ,         dx   ,         dx    , 

ax  =  '^-  du  +  -~  dv  -h  -—  dw, 
ou  ov  dw 


(?0 


du 


ày 

dv 


ôw 


,  dz    j  àz    j  àz    , 

dz  =  -:—  du  -i-  --  dv  -h  ^-—  dtv, 
ou  ov  dw 


et,  par  conséquent, 

dx^  -H  dy^  -H  dz'^  = 

(3)       { 


dxy 

dît) 


du)   J 


</«2 


/dx  dx        dy   dy        dz   dz\    ,     , 

^ i ^  i, r V-  -r  -r— ]  dv  dw 

\dv    dw        dv   dw         dv  dw  ' 


Soient 


M 


{^,y,  -.). 


et 


M 


(m,  V,  w) 

l  (x  -h-  dx,y  -+-  dy,  z  -r-  dz), 
(  M  4-  du,  V  -t-  dv,  w  -+-  dw) 


deux  points  infiniment  voisins. 

La  droite  MM'  est  la  diagonale  d'un  parallélépipède  {Jig.  29) 


dont  les  sommets  autres  que  M  et  M'  ont  pour  coordonnées  cur- 
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vilignes, 

A(a-i-  du,  V,  w),     A' (if,  v  -+-  dv,  w  -h  dw), 

B{u,v->rdv,  w),     Ji^u^  du,v,  w -\- dw). 
C{u,v,  w  -T-  dw),      G'(w  -h  du,  v  ■+-  dv,  w). 

Les  longueurs  des  arêtes  de  ce  parallélépipède  sont  données  par 
les  relations 

On  a  d'ailleurs 

(  5 )  mm''  =  dx"^ -4-  f/j2  +  dz^. 

Si  les  coordonnées  curvilignes  considérées  sont  orthogonales, 
le  petit  parallélépipède  considéré  doit  être  un  parallélépipède  rec- 
tangle. On  doit  donc  avoir 

MM  '  =  MÂ^ -f- MB^  +  MC' ; 

et  cela  quels  que  soient  du,  dv^  dw.  Si  l'on  rapproche  ce  résultat 
des  égalités  (3),  (4)  et  (5),  on  voit  que,/?oi<7-  que  le  système  de 
coordonnées  curvilignes  soit  orthogonal,  il  faut  que  l'on  ait 
les  relations 

dx   dx  dy   dy  dz   dz 

dv   dw  dv  dw  dv  dw  ' 

,„,  1   dx  dx  dy  dy  dz    dz 

'  dw  du  dw  du  dw  du 

dx  dx  dy  dy  dz  dz    

du  dv  du  dv  du  dv 

Nous  allons  montrer  que,  réciproquement,  si  ces  relations  (6) 
sont  vérifiées,  le  système  de  coordonnées  curvilignes  est  ortho- 
gonal. 

Posons  en  effet,  suivant  la  notation  de  Lamé, 
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L'égalité  (3)  deviendra 

(  8  )  dx^ -^  dy^- -^  dz^- =^  II^  du"^  +  H \  dv'^  -i-  H |  dw^. 

Convenons  que  les  quantités  H,  H,,  Ho  définies  par  les  égalités 
['j)  sont  essentiellement  positives,  et  écrivons  les  égalités  (2)  sous 
la  forme 

,  i   dx  ^j   ,  i    dx  ..    j         I     ^•^  Ti   j 

dx  =  ^  -T—  H  rfjf  -f-  -p  -^  Hi  at^  -t-  77-  -r-  "2  dw, 

H  du  Hi  dv  H2  ow 


(9)  \dy=^^-f\ldu---~^-fn,di>-^^^n^dw, 

i    dz  i     dz  j     dz 

dz  —  yj  -^—  ti  du  -\-  T. ^  "1  dv  -t-  TT — ;: —  "2  dw. 

\  H  ou  lli   ov  Hj  aw 

Dans  ces  égalités  (9),  les  coefficients  de  Hdii^  H,  û?p,  H2  âfw, 
vérifient,  comme  le  montrent  les  égalités  (6)  et  (7),  les  mêmes 
relations  que  les  coefficients  d'un  changement  de  coordonnées 
rectilignes  et  rectangulaires.  H<iw,  îlidv,  îl^dw  sont  donc  les 
coordonnées  du  point  qui  avait  pour  coordonnées  dans  le  premier 
système  d'axes  dx,  dy,  dz,  ce  point  étant  rapporté  à  un  nouveau 
système  qui  a  pour  origine  le  point  {x,y,  z)  et  dont  les  axes  sont 
définis  : 

Le  premier  par    dv  =^  o,     dw  =  o  ; 

Le  second  par     dw=-o,     da  =  o]  ' 

Le  troisième  par   du  =^  o,      dv  =0. 

Le  premier  est  tangent  en  i^x,  y,  z)  à  l'intersection  des  sur- 
faces 

V  =  const.,         w  =  const. 

Le  second  est  tangent  en  (x,  y,  z)  à  l'intersection  des  sur- 
faces 

tv  =  const.,         a  =  const. 

Le  troisième  est  tangent  en  [x,  y,  z)  à  l'intersection  des  sur- 
faces 

M  =  const.,         p  =  const. 

Les  trois  surfaces 

u  =  const.,         V  =  const.,         w  =  const., 

qui  passent  par  le  point  (x,  y,  z),  se  coupent  donc  orthogona- 
lement  comme  nous  l'avions  annoncé. 
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La  transformation  représentée  par  les  égalités  (9)  peut  encore 
s'écrire  sous  la  forme 


H    du  =  li   -—  dx  -1-  H    T-  dy  - 

dx                   dy    -^ 

^H   'i"- 

IIi  di>  =  Hj  -r~  dx  -{-ïîi-—  dy  -i 
'  dx                   ày    -^ 

-H.g.., 

.T         J  TI      ^^'^    J  TT      ^"^    _7  TT       à^     J 

H2  dw  =  H,  -—  dx  -+-  H,  -7-  dy  -+-  Ho  -r-  dz  ; 

'  dx  ày    -^  dz 

les  coefficients  de  cette  nouvelle  transformation  doivent  encore 
vérifier  les  mêmes  relations  que  les  coefficients  d'un  changement 
d'axes  rectilignes  et  rectangulaires,  en  sorte  qu'au  lieu  des  rela- 
tions (6)  et  (i^),  on  peut  écrire  les  relations 


(fi  bis) 


'    àv 
dx 

div 
dx 

dv  dw        dv 
dy  dy        dz 

dw 

dw 
dx 

du 
dx 

dw  du        dw 

dy   dy        dz 

du 

Tz  =  ''' 

du 

.   dx 

dv 
dx 

du  dv         du 

dy  dy         dz 

dv 

I 

^c 

duy      /duy      /'^«V 

dx)    '^[dyj    ^\dz)  ' 

1 
Hf  = 

=  (: 

dvy     /  dvy 

dx)    ^\ày)    ' 

KS' 

I 
"2 

-i: 

dwy       /dw\'       /  dw\- 

(7  ^««) 


Appliquons  ces  propriétés  de  la  transformation  de  coordonnées 
cartésiennes  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales  à  la  re- 
cherche de  la  forme  que  prend  l'équation 

AV=-o 

dans  le  nouveau  système  de  coordonnées. 

Pour  qu'en  tout  point  d'un  espace  où  la  fonction  V  est  régu- 
lière, on  ait 

AV  =  o, 

il  faut  et  il  suffit  que  l'intégrale 
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étendue  à  la  surface  qui  limite  vin  élément  de  volume  quelconque 
de  cet  espace  soit  égale  à  o. 

dY 


Écrivons  donc  l'égalité 


dNi 


dS 


pour  le  parallélépipède  rectangle  MABCA'B'C'M'. 
L'élément  superficiel  MBA'C  a  pour  aire 

M  B  A'C  =:  MB  X  MG  =  H,  Hg  dv  dw. 

Pour  ce  même  élément,  la  direction  N/  coïncide  avec  MA.  On  a 

donc 

dY_  _  V(A)  — V(M) 
Wi  ~  MA 

D'ailleurSj 

V(A)  — V(M)=  ^^du. 
du 

MA  =  H  du. 
On  a  donc,  pour  l'élément  MBA'C, 

-— —  db  =  — ,-f r-  du  dw. 

dNi  H      du 

Pour  l'élément  M'B'AC,  on  aura 

dNi  L     H      du        du  \     H      du/       J 

Ces  deux  éléments  fourniront  donc  à  la  somme  considérée  le 

terme 

d   /HiH,  dY\  j     -, 

du  dv  dw . 


du  \     W      du 
On  trouvera  ainsi  l'égalité 


o  dN,-  Ldi<  V     H      du)        dv  \   Hj     t^t^  /        dw  \   H2    <?"''/ J 

Pour  que  AV  soit  égal  à  o  en  tous  les  points  de  l'espace  con- 
sidéré, il  faut  et  il  suffît  que  l'on  ait,  en  tous  les  points  de  cet 
espace, 

'        du\     n      du)^  dv\   }^  dv)^  àw\ni    dw  )  ~  ^' 
Si  l'on  a  eu  soin  d'exprimer  H,  H,,  Ho  en  fonction  de  it,  ç,  w^ 
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cette  équation  devient  une  relation  entre  les  dérivées  premières  du 
premier  et  du  second  ordre  de  V  par  rapport  k  u,  v,  w,  équiva- 
lente, dans  le  nouveau  système  de  coordonnées  orthogonales,  à 
l'équation  AV  =  o  dans  l'ancien. 

Cela  étant,  supposons  que  l'on  veuille  trouver  une  fonction 
harmonique  dans  l'espace  limité  par  la  surface  S  que  représente 
l'équation 

et  prenant  sur  cette  surface  les  mêmes  valeurs  que  la  fonction 

On  remplace  ^,  y,  z  par  des  coordonnées  curvilignes  orthogo- 
nales Uj  Vj  w.  La  surface  S  est,  dans  ce  nouveau  système  de  coor- 
données, représentée  par  l'équation 

<ï>(ii,  (>,  w)  =  o. 

Si  l'on  remplace  x^  y,  z  par  leurs  expressions  en  w,  v^  (P,  la 
fonction  /"(^,  y-,  z)  se  transforme  en  une  fonction  ^{ii,  v,  w). 

Si  l'on  sait  trouver  une  fonction  de  u,  f ,  w  qui  vérifie  l'équa- 
tion (lo)  dans  l'espace  limité  par  la  surface 

^(u,  i>,  w)  =  o, 

et  qui,  sur  cette  surface,  prenne  les  mêmes  valeurs  que  la  fonction 
ç(«,p,  pp);  il  suffira,  dans  cette  fonction,  de  remplacer  u,  ç,  w 
par  leurs  expressions  en  fonction  de  x,  y^  z^  pour  obtenir  la 
fonction  cherchée. 

Nous  avons  dit  que  cette  transformation  du  problème  de  Diri- 
chlet  s'était  montrée  extrêmement  féconde  en  résultats. 

§  2.   —  Transformation  de  l'équation  AV  =  o  en  coordonnées  géogra- 
phiques et  en  coordonnées  elliptiques. 

Nous  allons,  à  titre  d'exemples,  appliquer  ce  que  nous  venons 
de  dire  à  la  transformation  de  l'équation  AV  =  o  en  deux  sys- 
tèmes particuliers  de  coordonnées  orthogonales. 

Considérons  d'abord  les  coordonnées  géographiques  p,  9,  o. 
Les  formules  de  transformation  sont 

X  =  Ç)  cos6, 

y  =^  p  sinô  coscf, 

^  =  p  sinG  sin o. 
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On  a  alors 

"i=(:-f)'-(i)-(i)'=p-'"'«- 

L'équation  (lo)  devient  donc 

^")       d-p  (p'^'"^  d^j  -^  dô  (^''^^  âôj  -"  5^  (ii^  -d^)  =  ^' 

ou  bien,  en  posant 

CCS  6  =  [JL, 

Cette  équation,  transformée  de  l'équation  AV=o,  est  due  à  La- 
place;  c'est  même  sous  cette  forme  que  Laplace  (')  a  fait  tout 
d'abord  connaître  l'équation  qui  porte  son  nom.  Cette  équation  est 
le  fondement  de  toute  la  théorie  des  fonctions  de  Laplace,  qui  per- 
mettent, par  des  développements  en  série,  de  résoudre  le  problème 
de  Dirichlet  pour  chacun  des  deux  espaces  limités  par  une  surface 
sphérique. 

Considérons  maintenant  le  cas  des  coordonnées  elliptiques. 

Les  fonctions  u,  v,  w  sont,  dans  ce  cas,  les  trois  racines  de  l'é- 
quation 

(12)  — ^  -^   TT T  +  T 1  =  0, 

que  nous  avons  déjà  considérée  [Livre  I,  Chap.  VI,  §  2]. 

Nous  savons  que  cette  équation  a  trois  racines  réelles,  séparant 
les  quantités 


Nous  prendrons 


a-^. 


Pour  a  la  racine  comprise  entre  -}-  a^  et  -f-  oo  ; 

Pour  (V  la  racine  comprise  entre  —  b^  et  a^,,  qui  est  négative; 

Pour  ç  la  racine  comprise  entre  —  oo  et  —  b'-. 


(')  Laplace,  Théorie  des  attractions  des  sphéroïdes  et  de  la  figure  des  pla- 
nètes {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  pour  1782;  Paris,  1785). 


DISTRIBUTION    ET   PROBLEME   DE   DIRICIILET. 


Les  surfaces  u  =  const.  sont  des  ellipsoïdes  ; 

Les  surfaces  v  =  const.  sont  des  hjperboloVdes  à  une  nappe; 

Les  surfaces  (v=  const.  sont  des  hjperboloïdes  à  deux  nappes. 

Toutes  ces  surfaces  ont  même  centre,  mêmes  directions  d'axes  et 
mêmes  foyers;  on  sait  qu'elles  forment  trois  familles  de  surfaces 
orthogonales. 

Proposons-nous  de  calculer,  pour  un  pareil  système,  les  coeffi- 
cients de  Lamé  H,  Hi,  Ho. 

DifTérentions  l'équation  (12)  par  rapport  à  x,  en  j  remplaçant 
successivement),  par  u^  (^,  w.  Nous  aurons 


du 
dx 


yy^aP- -\- u)'-    '    (lj--h  u)-  u^ 

|_(«--+-p)-         {b'^-^vy-  V-  \  dx 

r         a?2                      JJ/-2  ^2  I  (j,p 

L(a2-i-  (pj2  ~^  (b--{-  wy  '    (v2  J  ()^.  "" 


■iX 


La  diiïérentiation  par  rapport  ky  ou  par  rapport  à  z  fournit  deux 
groupes  de  relations  analogues.  De  ces  relations,  on  déduit  aisé- 
ment 


Ui       \dxj    ^  {âj^J    ^  [à. 


I    __  /(Jtvy       /d(v\-       /  dw 


H2       \dx  J        \dy  J        \dz 


X- 

+ 

yl            ,     -S^ 

{b-i-i-uy  "^  «2 
4 

(a-4-  uy 

x"^ 

-i- 

y2                ^-2 

(a^-h  vy 

4 

(a2_}_(v)2  (^è24_^j,)2  „,2 


Ces  expressions  de  H,  H,,  Ho  renferment  à  la  fois  les  variables 
M,  ç,  w  et  les  variables  x,  y,  ^,  tandis  qu'il  nous  faut  obtenir  les 
expressions  de  H,  H<,  H2  en  fonction  des  seules  quantités  u,  v,  w. 

Remarquons,  à  cet  effet,  que  l'on  peut  écrire 

x^-  y^-  z"-  („_X)(p_X)(h'— )0. 


a2_i-X        62-)- X    '    X  (a2-i-X)(62-i-X)X       ' 

prenons  la  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à  X  et  faisons 
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'k=  a;  nous  aurons 


(.3) 


(a^-T-u)-       (ô^H- a)^        if^        {a^-^-  u){b^-\-  u)u 


La  première  des  égalités  précédentes  devient  alors  la  première  des 
égalités 

JJ2  _         (V  —  U)(W  —  II) 


(.4)  {Hf  = 

On  aura  donc 


4«(a2-i-  u)(62-H  u) 
(iv  —  v)(u  —  v) 

(u  —  iv)(v  —  w) 
4  »v  (  a-  -h  w  j  (  6^  -+-  w } 


I    /HiH2y_  (v  —  wy-  u(a^-\-u)(b^--hu) 

l    V     II     /    ~  4  i>{a'-i-i>){b^-{-i;)w{a--^-h  w){b^-\-  w)' 

^^-^^ '\    \     Hi   /     ~  4  w(a^-+-w){b^-+-w)u{a^-^u){b-^-+-u)' 

HHi\2  („_p)2  ,p(<xî_j_  ,^,)(^,2_|_  „,) 


V  H, 


u(a--i-  u){b^-h  u)v{a^-+-  v){b'^-\-  i') 


,.  1  ,     H,  H,     H,  H     HH,  ,       j         ,,,      1-    , 

Les  valeurs  de  — tt-^,  -i=r-  ?  -tt— '  reportées  dans  1  égalité 
n  xli        XI2  '■  ° 

^     ,  d    /HiH,  dY\         d  /H, H  r)V\  d    /HH,  dV\ 

(1")  ÏÏT:     — n—   7777      -+-  X,      -il^   XT  M-  377  (  -ÎT-  TTT.  )   =  »> 


Ou  \     II       ()«/    '    Oi>  \   Hi     (^(^  /        (Jw  \  H2    dw / 

donnent  la  transformée  de  l'équation 

A\  =0 
en  coordonnées  elliptiques. 

§  3.  —  Distribution  électrique  sur  un  ellipsoïde  soustrait  à  toute 

influence. 

La  transformation  que  nous  venons  d'indiquer  va  nous  per- 
mettre de  déterminer  bien  aisément  la  distribution  d'une  certaine 
charge  électrique  sur  un  ellipsoïde  isolé  et  soustrait  à  toute  in- 
fluence. 

Imaginons  que  l'équation  de  cet  ellipsoïde  soit,  en  coordonnées 
cartésiennes, 


igO  LIVRK    II.    —   DISTRIBUTION   ET   PUOBLIiiME   DE    DIRICIILET. 

OU,  en  coordonnées  elliptiques, 

{i6  bis)  u  =  c'-. 

Imaginons  que  nous  trouvions  une  fonction  de  la  seule  variable  u, 
tinie,  continue  et  uniforme  en  tout  point  extérieur  à  l'ellipsoïde, 
égale  à  o  à  l'infini,  et  vérifiant,  en  tout  point  intérieur  à  l'ellip- 
soïde, l'équation  (lo).  Cette  fonction,  ne  dépendant  que  de  «, 
prendra  une  certaine  valeur  constante  sur  l'ellipsoïde,  et,  par 
conséquent,  sera  la  fonction  potentielle  d'une  certaine  quantité 
d'électricité  distribuée  à  la  surface  de  l'ellipsoïde  soustrait  à  toute 
influence. 

Or,  lorsque  la  fonction  V  ne  dépend  que   de  la  variable  m. 
l'équation  (lo)  se  ramène  à  la  forme 


du  \     11      du  )  ~  ^' 


ou  bien,  en  vertu  de  la  première  des  égalités  (i5), 

/ — ; — ; — ,-;; c  d\  „ 

y  u(a'-i- u)(o^-i- u) -y-  =  —  L, 
du 

C  étant  une  certaine  constante  dont  la  valeur  est  liée  à  la  quantité 
d'électricité  distribuée  sur  l'ellipsoïde,  et  le  radical  étant  pris  en 
valeur  absolue.  Comme  V  doit  être  égal  à  o  à  l'infini,  on  aura 

.-,   r"^  du 

(17) 


){b-^-\-u) 

Telle  est  la  valeur  de  V  au  point  de  coordonnées  (w,  ç,  (v) 
extérieur  à  l'ellipsoïde. 

La  valeur  de  la  fonction  potentielle  en  tout  point  de  la  surface 
ou  de  l'intérieur  de  l'ellipsoïde  s'obtient  en  donnant  à  m,  dans 
cette  expression,  la  valeur  c^  qui  correspond  aux  points  de  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde.  Si  nous  désignons  par  A  cette  valeur  de  la 
fonction  potentielle,  nous  aurons 

(18)  A=Gr-=£^=. 

J^.    \/u{a^-Jru){b^-\-u) 

La  densité  électrique  superficielle  o-  s'obtiendra  par  la  formule 

i^    dV 
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La  direction  N^  de  la  normale  extérieure  à  l'ellipsoïde  est  la 
direction  de  la  tangente  à  la  ligne  v  =  const.,  w  =  const.,  dans  le 
sens  où  la  quantité  u  va  en  croissant.  On  a  donc 


W^"  n  du 


U  ayant  la  valeur  c-,  et,  par  conséquent. 


C 
(19)  ^  =  :r- 


2 


c^ —  *')(^' —  ''^) 


Celte  densité  peut  s'exprimer  en  coordonnées  cartésiennes.  Si 
nous  faisons  u  =  c^  dans  l'égalité  (i3),  nous  trouvons 

et  l'égalité  (19)  devient 


r: 

(  ig  bis)  G 


Cette  formule  est  susceptible  d'une  interprétation  intéressante. 
Le  plan  tangent  au  point  oc,  y,  z  k  l'ellipsoïde  est  représenté  par 
l'équation 

^X  vY  zZ        _ 

et  la  distance  du  centre  à  ce  plan  langent  par 


/ 


y^ 


La  formule  (19  bis)  met  donc  en  évidence  ce  théorème  fonda- 
mental. 

Lorsque  V électricité  est  distribuée  en  équilibre  à  la  surface 
d'un  ellipsoïde  isolé  et  soustrait  à  toute  influence,  la  densité 
superficielle  est,  en  chaque  point,  proportionnelle  à  la  dis- 
tance du  centre  au  plan  langent  en  ce  point. 
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On  peut  encore  donner  de  la  formule  (19  bis)  une  autre  inter- 
prétation. 

Considérons  l'ellipsoïde  E  {fig.  "ào)  et  un  second  ellipsoïde  E', 


infiniment  voisin  de  l'ellipsoïde  E,  concentrique  et  homotliétique 
à  l'ellipsoïde  E.  Soit  k  le  rapport  d'homothétie. 

Soit  M  un  point  de  l'ellipsoïde  E  ;  soit  OP  la  distance  du  centre 
O  an  plan  tangent  en  M  à  l'ellipsoïde  E'. 

Le  rayon  vecteur  OM  rencontre  l'ellipsoïde  E'  en  un  point  M' 
dont  M'D  est  la  distance  au  plan  tangent  considéré.  On  a  évidem- 
ment 

MJ3  _  T  — A- 
6Y  ~  ~li 

Mais  M'D  ne  diffère  que  par  un  infiniment  petit  d'ordre  supé- 
rieur de  l'épaisseur  e  au  point  M  de  la  couche  comprise  entre  les 
deux  ellipsoïdes  E  et  E'.  Il  y  a  donc  proportionnalité  entre  e  et  OP, 
et  l'on  peut  dire  que 

Lorsque  V électricité  est  distribuée  en  équilibre  à  la  surface 
d'un  ellipsoïde  isolé  et  soustrait  à  toute  influence,  la  densité 
superficielle  est  en  chaque  point  proportionnelle  à  Vépais- 
seur  de  la  couche  comprise  entre  cet  ellipsoïde  et  un  ellipsoïde 
concentrique,  ]  10  mo  thé  tique,  infiniment  voisin. 


Sous  cette  forme,  ce  théorème  était  connu  de  Poisson  ('). 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène,  lu  à  l'Aca- 
tléiuie  le  7  octobre  i833  {Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XIII,  p.  497; 
i835). 
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Revenons  maintenant  à  la  formule  générale 

du 


,.7)  v=cr-^=^ 


{b'--hu) 


et  proposons-nous  de  trouver  la  relation  qui  existe  entre  la  con- 
stante C  et  la  charge  électrique  totale  Q  distribuée  sur  l'ellipsoïde. 
Nous  y  parviendrons  bien  simplement  par  la  remarque  suivante. 
Posons 

R2  =  .r^  -t-  J^'^  -r-  z^, 

et  nous  pourrons  évidemment  écrire 

V       Q        « 
^  -ÏÏ'^R^' 

a  demeurant  fini  lorsque  R  croît  au  delà  de  toute  limite. 
Considérons  l'équation 

;r2  r2  ^2 


a^-h  u        b'^-r-  u        u         ' 

et  faisons  croître  u  au  delà  de  toute  limite,  nous  verrons  sans  peine 
que 


tend  vers  i  lorsque  u  et  R  croissent  au  delà  de  toute  limite,  en 
sorte  que  l'on  pourra  écrire 


¥=4-1-^, 


p  demeurant  fini  lorsque  u  croît  au  delà  de  toute  limite. 
D'autre  part,  on  peut  écrire  l'égalité  (17)  sous  la  forme 


J  „     u^ 


du       8'  9.C        fi' 


^'  demeurant  fini  lorsque  u  croît  au  delà  de  toute  limite.  En  iden- 
tifiant ces  deux  expressions  de  V,  on  trouve  la  relation 

(20)  Q  =  — 2C, 

qui  détermine  la  constante  C  lorsque  l'on  connaît  la  charge  totale  Q 
de  l'ellipsoïde. 

Cette  relation  nous  permet  de  déterminer  la  capacité  K  de  l'el- 
D.  —  1.  i3 
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lipsoïdc,  c'est-à-dire  la  charge  totale  qu'il  faut  distribuer  sur  cet 
ellipsoïde  pour  lui  donner  le  niveau  potentiel  -•  Dans  ce  cas,  en 
effet,  la  relation  (i8)  donne 

i=cr '^ — ,, 

et  la  relation  (20)  donne 

Ces  égalités,  combinées  entre  elles,  donnent 
(...)  K  = 


Je'-     ["( 


du 


§  4.  —  Cas  particuliers. 

La  fonction  potentielle  de  l'électricité  répandue  sur  un  ellip- 
soïde s'exprime,  d'après  l'égalité  (17),  par  une  intégrale  elliptique 
de  seconde  espèce.  11  existe  deux  cas  où  cette  intégrale  se  ramène 
aux  fonctions  inverses  des  exponentielles.  Ces  deux  cas  sont  : 

i"  Le  cas  où  l'on  sl  c^b.  L'ellipsoïde  est  alors  un  ellipsoïde 
de  révolution  allongé. 

a°  Le  cas  où  l'on  a.  a  =  c.  L'ellipsoïde  est  alors  un  ellipsoïde 
de  révolution  aplati. 

1°  Ellipsoïde  de  révolation  allongé. 

La  formule  (17)  donne 


du              Q  ,      \/â^- 
=  • — log^ 


,r    0  r'"     fil  .  , 

(22)  ^  =  ~  -^— =  =   .-^'0g 

^   ^H     u  s  a'- 

La  capacité  de  l'ellipsoïde  sera 
(3.3)  K  = 


,       Ja-  -f-  c 
elog 


v/a^î  -I-  c-  -h  a 


a°  Ellipsoïde  de  révolution  aplati. 
La  formule  (17)  donne  ici 


=  5  r, 

2  J„ 


du 


Posons  u  =  ^2,  et  nous  ramènerons  de  suite  cette  intégrale  à 
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une  forme  qui  s'inlègre  immédiatemenl  ;  nous  trouverons 

arc  tans 

ia        a 

La  capacité  de  l'ellipsoïde  a  pour  valeur 


r  7:       I  cl 

arc  tane  — 

L  2  a        a  "  a  J 


Si  T  est  la   densité   électrique   en  un   point,   cette  densité  est 
donnée  par  l'égalité  (19),  qui  devient 


47îQ 


3"  Cercle  plan. 

Si,  dans  les  formules  précédentes,  on  fait  c  =  o,  on  obtient  les 
formules  qui  se  rapportent  à  un  cercle  plan  de  rajon  a.  Dans  ce 

z^        •                                                     x"^  -4-  y2 
cas,  —  doit  être  remplacé  par  i '■ — ^ — ,  et  l'on  trouve 


arc  tan!:!;^^ — 


il-])  \        =      ^ 

(  28  )  K  =  —  , 

(  20  I  -  =  — ^  Q  Jcf^  —  {x'^-\-  y^).    - 

^  <j        ta  ^  ^  \  y    / 

D'après  l'égalité  (29),  la  densité  o-  est  infinie  au  bord  du  plateau. 
Aussi  ce  cas  est-il  purement  théorique  ;  mais,  à  ce  point  de  vue 
théorique,  nous  verrons  au  prochain  Chapitre  qu'il  présente  un 
grand  intérêt. 

§  5.  —  Solution  géométrique  du  problème  de  la  distribution 
sur  un  ellipsoïde  isolé. 

Nous  avons  vu  que,  lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi 
sur  un  ellipsoïde  soustrait  à  toute  influence,  la  densité  électrique 
superficielle  est,  en  chaque  point,  proportionnelle  à  la  distance  du 
centre  au  plan  tangent  en  ce  point.  Pour  établir  ce  théorème,  il 
n'est  pas  nécessaire  d'avoir  recours  aux  calculs  précédents.  Quel- 
ques considérations  géométriques  permettent  de  le  déduire  des 
premiers  principes  de  l'Electrostatique . 


ig6 
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Nous   allons  tout    d'abord    démontrer  un   lemme  fort    simple. 

Une  couche  très  mince  formée,  d'une  manière  homogène,  d'élec- 
tricité dont  la  densité  estp,  se  trouve  comprise  entre  deux  surfaces 
infiniment  voisines  S  et  S'  {fig-  3i). 


t^.,''-- 


Du  point  M  comme  sommet,  on  mène  un  cône  infiniment  délié 
d'ouverture  sphérique  û^to  et  l'on  se  propose  de  trouver  l'action  F 
exercée  au  point  M  par  l'électricité  répandue  dans  le  volume 
ABA'B'  que  ce  cône  découpe  dans  la  couche  considérée. 

Soit  NN'  la  normale  à  la  surface  S  en  un  point  de  l'élément  AB. 
Cette  normale  rencontre  en  N'  la  surface  S'.  Le  volume  ABA'B'  a 
pour  valeur 


MA  diù 


cos(MA,  NN') 
Il  renferme  une  charge  électrique 


NN'. 


q^ 


MAV/w 


cos(MA,  NN'j 
dont  l'action  au  point  M  a  pour  valeur 


7-  NN', 


ou  bien 


MA 

F=  EpAA'c/a 


Cette  remarquable  expression  s'étend  immédiatement  à  l'action  $ 
exercée  au  point  M  par  l'électricité  répartie  dans  le  volume  ABA'B' 
qu'un  cône  infiniment  délié,  d'ouverture  â?to,  découpe  dans  une 
couche  homogène,  de  densité  p,  d'épaisseur  finie,  comprise  entre 
deux  surfaces  S  et  S'  i^fig.  32). 

En  effet,  par  une  série  de  surfaces  S(,  So,  •  •  -,  S/,_,,  découpons 
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notre  couche  d'épaisseur  Unie  en  n  couches  infiniment  minces. 
Noire  cône  infiniment  délié  découpe  respectivement  sur  les  sur- 
faces S,.  So,  . . .,  S„_,   des  éléments  A,B,,  AoBo,  ...,  A„_iBrt_|. 


Fig.  32. 


\>^y 


Le  petit  volume  ABAi  B(  exerce  au  point  M  une  action 

F|  =  sp  AAi  ofw. 
Le  petit  volume  A,  B,  AoBo  exerce  au  point  M  une  action 

Fj  =  sp  Al  A2  dià. 

Il  en  est  ainsi  jusqu'au  petit  volume  A„_,  B;;_,  A'B'  qui  exerce 
au  point  M  une  action 

F„  =  £pA„_iA'âfaj. 

Toutes  ces  actions  ayant  sensiblement  la  même  direction,  leur 
résultante  $  est  égale  à  leur  somme  et  l'on  a 

4>  =  £p(AAi-i-  Al  A2 -f- .  . . -T-  A„_i  A')<ito  =  zpAX'doi. 

Si  donc  on  /^emplit  d'électricité  avec  la  densité  constante  p 
le  volume  qu'un  cône  infiniment  délié  découpe  dans  une  couche 
quelconque,  V action  que  cette  électricité  exerce  au  sommet  du 
cône  est  égale  au  produit  de  ep  par  V ouverture  sphérique  du 
cône  et  par  la  longueur  de  génératrice  comprise  à  V intérieur 
de  la  couche. 

Ce  lemme  va  nous  servir  à  prouver  que  :  si  Von  remplit  d'élec- 
tricité avec  une  densité  constante  p  la  couche  comprise  entre 
deux  ellipsoïdes  concentriques  et  homothétiques  quelconques, 
cette  couche  exerce  une  action  nulle  en  tout  point  situé  à  V in- 
térieur du  plus  petit  des  deux  ellipsoïdes . 


i()8 
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Soient  E  le  plus  petit  des  deux  ellipsoïdes  i^J'ig.  3]^)  et  E'  le  plus 
grand.  Prenons  un  point  M  à  l'inlérieur  de  l'ellipsoïde  E.  Menons 
de  ce  point  les  deux  nappes  d'un  cône  infiniment  délié  d'ouverture 
sphérique  c?(o.  L'une  des  nappes  découpe  sur  la  couche  consi- 
dérée  un  volume   ABA'B',  et  l'autre  nappe  un  volume  CD  CD'. 


Les  actions  au  point  M  de  ces  deux  volumes  sont  directement 
opposées.  Si  nous  démontrons  qu'elles  sont  égales  entre  elles, 
nous  aurons  évidemment  prouvé  la  proposition.  Or  ces  deux 
actions  ont  respectivement  pour  valeur,  d'après  le  lemme  pré- 
cédent, 

£pAA'<fco,     spDD'c/o). 

Il  s'agit  donc  simplement  de  prouver  que 

AA'=DD'. 

Par  le  centre  commun  O  des  deux  ellipsoïdes  E,  E',  et  la  droite 
AD,  menons  un  plan.  Ce  plan  coupe  les  deux  ellipsoïdes  E,  E' 
suivant  deux  ellipses  e,  e',  concentriques  et  homothétiques.  La 
proposition  à  démontrer  est  donc  ramenée  à  celle-ci  : 

Deux  ellipses  concentriques  et  homothétiques  e,  e'  [Jîg.'i^) 


marquent  sur  une  droite  quelconque  de  leur  plan  deux  seg- 
ments AA'  DD',  qui  sont  égaux  entre  eux. 
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Cette  proposition  est  bien  aisée  à  démontrer.  Nos  deux  ellipses 
(\  e'  sont  la  projection  orthogonale  de  deux  cercles  concentriques 
C,  C  {fig.  35),  et  la  droite  A'ADD'  est  la  projection  de  la  droite 


Fig.  35. 


a'aoS'.  Les  deux  segments  aa',  8S'  étant  égaux  entre  eux,  il  en  esl 
de  même  de  leurs  projections  AA',  DD'. 

Si,  en  particulier,  entre  deux  ellipsoïdes  homotliétiques  infini- 
ment voisins  on  distribue  de  l'électricité  avec  une  densité  uni- 
forme p,  cette  électricité  n'exercera  aucune  action  sur  les  points 
([u'enferme  la  couche  infiniment  mince  qu'elle  remplit. 

Soit  AB  ifig'  36)  un  élément  superficiel  de  l'ellipsoïde  inté- 

Fig.  36. 


rieur  E.  Considérons  le  cône  issu  de  M  et  circonscrit  à  AB.  Il  dé- 
coupe dans  la  couche  infiniment  mince  un  élément  de  volume 
ABA'B'.  Si  S  désigne  l'épaisseur  normale  de  la  couche  au  point  A, 
cet  élément  aura  pour  volume  AB.o.  Son  action  au  point  M  sera 
une  force  dirigée  de  A  vers  M  et  ayant  pour  valeur 

AM 

Elle  est  égale  à  l'action  qu'exercerait  au  point  M  de  l'électricité 
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distribuée  sur  l'élément  AB  avec  la  densité  superficielle 

a  =  p  0 . 

Si  l'on  rapproche  cette  proposition  de  celle  qui  a  été  démontrée 
au  sujet  de  l'action  d'une  couche  comprise  entre  deux  ellipsoïdes 
homothétiques  sur  les  points  qu'elle  enferme,  on  obtient  le  résul- 
tat suivant,  auquel  nous  étions  parvenu  d'une  autre  manière  : 

Lorsque  su?'  un  ellipsoïde  on  distribue  de  Vélectricité  de 
telle  manière  que  la  densité  superficielle  en  chaque  point  soit 
proportionnelle  à  la  distance  normale  qui  existe  en  ce  point 
entre  la  surface  de  l'ellipsoïde  et  la  surface  d\in  ellipsoïde 
concentrique,  homothé tique  et  infiniment  voisin,  on  obtient 
une  couche  électrique  en  équilibre. 

Nous  verrons,  plus  tard,  que  celte  proposition  est  susceptible 
d'être  vérifiée  expérimentalement. 

!^  G.  —  Distribution  électrique  sur  un  ellipsoïde  soumis  à  une  influence 

quelconque. 

Si  la  Géométrie  suffit  à  étudier  le  problème  de  la  distribution 
électrique  sur  un  ellipsoïde  soustrait  à  toute  influence^  elle  ne  sau- 
rait aborder  le  problème  bien  plus  général  de  la  distribution  élec- 
trique sur  un  ellipsoïde  soumis  à  des  actions  électriqvies  quel- 
conques. L'analyse,  cependant,  permet  de  résoudre  complètement 
ce  problème,  et  c'est  l'un  des  beaux  titres  de  gloire  de  Lamé  (  '  ) 
d'avoir  donné  cette  solution,  ou,  en  d'autres  termes,  d'avoir  résolu 
le  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'espace  extérieur  à  un  el- 
lipsoïde. 

Le  problème  qu'il  s'agit  de  résoudre  est  le  suivant  : 

Trouver  une  fonction  V  de  m,  p,  w  qui,  pour  u  =  c^,  se  réduit 
à  une  fonction  donnée  0,  et,  pour  toute  valeur  de  u  supérieure 
à  c^,  est  régulière  et  vérifie  la  condition 

d   /H1H2  dY\        ±/ïh}i_à\\         c^    /HHi   dY\  _ 
^^'^'  du  \    H      du)  ^  di>\   Hi     àç  )  ^  d^\  H^    dw)  "  ''' 


(')  Lamé,  Sur  l'équilibre  des  températures  dans  un  ellipsoïde  à  trois  axes 
inégaux  {Journal  de  Liouville,  t.  TV,  p.  126;  1889  ). 
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Posons 

Les  égalités  (i5)  nous  donneront  alors 

H,  H,  I  s/M7i) 

-  {v—w), 

{w  —  m), 

et  l'égalité  (lo),    transformée  de  AV  =  o    en  coordonnées  ellip- 
tiques, devient 

-(..-.)v/=:iH:(^^[v/=Â(7)f] 


H      ~ 

^-  v/—  .ïi.t.v^'^^l.v'*'/' 

Ha  H 

I    '/— ^(p) 

Hi 

*  V^ù>i.(tvyè)l(^a) 

HHi 
H,      - 

2   ./ —   'R  (  I,  K'rt  /  ,.  \ 

(3o) 


Soient 


V  une  fonction  de  la  sevde  variable  u  : 
t?  une  fonction  de  la  sevde  variable  ç; 
^  une  fonction  de  la  seule  variable  iv, 

ces  trois  fonctions  étant  déterminées  respectivement  par  les  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre 


(3i) 


W 


dw 


dans  lesquelles  A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires. 
Posons  ensuite 

(32)  Y  =  V)'<>^ 

et  substituons  cette  expression  dans  l'égalité  (3o);  celle-ci  de- 
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viendra 

t)\!P'C^[(A  +  BiA)(p-«0-4-CA  +  Bp)((P  — f/)-f-(.V  +  Bw)rfi  — t')]  =  o. 

Elle  sera  identiquement  satisfaite. 

Or,  Lamé  a  montré  que  l'on  pouvait  intégrer  les  équations  (3i) 
par  certains  développements  en  série  dont  les  coefficients  peuvent 
en  outre  être  déterminés  de  manière  que  la  fonction  V,  obtenue 
par  la  combinaison  (32),  se  réduise  à  Q  pour  u  =^  c^.  Le  problème 
de  Dirichlet  se  trouve  donc  ainsi  résolu  pour  l'espace  extérieur  à 
l'ellipsoïde. 

La  voie  féconde  qui  avait  conduit  Lamé  à  ce  beau  résultat,  à 
savoir  la  transformation  de  l'équation  AY  =  o  en  coordonnées 
orthogonales,  a  permis  à  Lamé  et  à  d'autres  analystes  de  résoudre 
le  problème  de  Dirichlet  pour  un  grand  nombre  de  cas,  et  notam- 
ment pour  tout  espace,  limité  ou  illimité,  qui  confine  seulement 
à  une  surface  du  second  ordre  ('). 

(')   Voyez  Heine,   Handbuch  der   Kugelfunktionen,  -i"  édition;  Berlin,  1878- 


niAP.  vni. 
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CHAPITRE  VIII. 


LA  METHODE  DE  L'INVERSION. 


v5  1.  —  La  méthode  de  l'inversion  ou  des  images  électriques. 

On  sait  le  rôle  immense  que  jouent,  dans  la  Géométrie  moderne, 
1(!S  méthodes  de  transformation  qui  permettent,  lorsqu'un  pro- 
blème est  résolu  pour  une  certaine  figure,  d'en  déduire  d'autres 
fij^aires  pour  lesquelles  on  sache  immédiatement  résoudre  le  même 
problème  ou  des  problèmes  analogues. 

Sir  \V .  Thomson  (')  a  montré,  et  c'est  assurément  l'une  des 
belles  découvertes  de  ce  grand  géomètre,  que,  lorsqu'on  sait  ré- 
soudre le  problème  de  Dirichlet  pour  un  certain  espace,  on  peut 
former  une  infinité  d'autres  espaces  pour  lesquels  on  sait  aussi 
résoudre  immédiatement  le  problème  de  Dirichlet.  La  méthode  de 
transformation  qu'il  a  employée  sous  le  nom  de  méthode  des 
images  électriques  est  connue  également  sous  le  nom  de  trans- 
formation par  inversion  ou  de  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques. 

Soient  .r,  j',  z  les  coordonnées  d'un  point  M  d'un  certain  espace 


Fis.  37. 


et  p  sa  distance  à  Torigine  O  ifig'  37).  Faisons-lui  correspondre 


(')  Extrait  d'une  lettre  de  M.  William  Thomson  à  M.  Liouville  {^Journal 
de  Liouville,  t.  X,  p.  364;  i9,!\b).— Extrait  de  deux  lettres  adressées  à  M.  Liou- 
\?ille  par  M.  W.  Thomson  (Journal  de  Liouville,  t.  XII,  p. 256;  1847).  —  Liou- 
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un    point  M'{x',y\z)  d'un  second  espace  par  les  formules  sui- 
vantes 
(,)  a^^psf:.,         y^p^r^,         --p-y^' 

A"  étant  un  coefficient  positif  ou  négatif. 

Soit  p'  la  distance  OM'.  11  est  facile  de  déduire  des  formules  (i) 
que  le  produit  pp'  est  égal  en  valeur  absolue  à  k,  et  que  le  point  M' 
se  trouve  sur  la  ligne  OM,  du  même  côté  du  point  O  que  le  point 
M  si  A"  est  positif,  et  du  côté  opposé  du  point  O  si  k  est  négatif. 
La  transformation  en  question  est  réciproque,  en  ce  qu'on  peut 
écrire,  au  lieu  des  formules  (i),  les  formules 

(i  bis)  a7'=p'2|,         y=p'2^;,  ^'=P''|' 

On  étudie,  dans  les  cours  élémentaires,  quelques-unes  des  pro- 
priétés les  plus  simples  de  cette  transformation. 

On  sait  qu'un  plan  se  transforme  en  une  sphère  en  général,  et 
en  un  plan  dans  le  cas  particulier  où  le  pôle  de  transformation  est 
sur  le  plan  ;  une  sphère  se  transforme  en  général  en  une  autre 
sphère,  qui  est  concentrique  à  la  sphère  donnée  quand  le  pôle  de 
transformation  est  le  centre  de  la  sphère  donnée,  et  qui,  lorsque 
le  pôle  est  pris  sur  la  sphère  donnée,  se  réduit  au  plan  tangent  à 
la  sphère  donnée  en  ce  point. 

Cette  transformation  possède,  au  point  de  vue  géométrique, 
une  propriété  fondamentale  que  nous  allons  tout  d'abord  mettre 
en  évidence. 

Soit  MMi  un  élément  linéaire  du  premier  esjoace,  joignant  le 
point  M(a;,y,  z)  au  point  Mi  (x  4-  dx,  y  -+-  dy^  z  -^  dz). 

Il  se  transformera  en  un  élément  linéaire  M'M'j  du  second  espace, 

joignant  le  point  M'  {x',y,  z')  au  point  M',  (x'-h  dx' ,y'  4-  dy' ,  z'-\-  dz') . 

D'après  les  égalités  (i),  nous  aurons 

-,       ,   /  dx        9.  X  dû  \ 
dx  =  A — ^     , 

Vp2       p3  ; 


p2      p^ 

,  ,        ,  l' dz        "xz  da 

dz   ^  k  {  —  —  — — T 

p2  p3 


VILLE,  Note  au  sujet  de  l'article  précédent  {ibid.,  p.  265).  —  Tous  ces  articles 
sont  reproduits  dans  W.  Thomson,  Reprint  of  papers  on  Electrostatics  and 
Magnetism,  Art.  XIV 
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ce  qui  donne 

A'2  r 

dx"^-^dy'-^-\-dz"^=  ~      dx'^-h  dy'^-t- dz'^ 
P     L 

—  ^{x dx  -i-y  dy  -*■-  z  dz)  — 


52)(^p)2J 


r 


Mais  on  a 

X  dx  -^-  y  dy  -^  zdz  —  Ç)d^, 
en  sorte  que  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

^  ■!.  )  dx">-  -f-  dy"^  -I-  dz!^  —  •—  (  f/j^s  _i_  dyi-  -f-  c?^^  ) 

P 
ou 

2  lï       2 

M'M'i    =     _,  MMi    . 
OU 

Voyons  les  conséquences  de  cette  égalité. 

Du  point  M,  faisons  rayonner  une  infinité  d'éléments  linéaires 
MMi,  MMo,  MM;),....  Ils  auront  pour  correspondants  une  infi- 
nité d'éléments  linéaires  M'M', ,  M'MJ,,  M'M!,, tous  issus  du 

point  M',  et  l'on  aura 

M' m;  _  M' M',  _  M' m;  _       _  \k\ 

"MM7  ~  "MmJ  ~  "MM^  -    •  •  •  -  =^2  • 

La  figure  infiniment  petite  formée  par  les  points  M,,  M2, 
M3, . . .  se  transformera  en  une  figure  infiniment  petite  sem- 
blable formée  par  les  points  M',,  M.,,  M'^,  .... 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  que  l'espace  (^',  7'',  z') 
(pie  la  transformation  par  inversion  fait  correspondre  à  l'espace 
[X,  y,  z)  en  est  une  représentation  conforme. 

11  est  aisé  de  voir  que  ce  résultat  enlraîne  les  suivants  : 

Deux  courbes  ou  deux  surfaces  qui  se  coupent  au  point  M 
sous  un  angle  a  se  transforment  par  inversion  en  deux  courbes 
ou  deux  surfaces  qui  se  coupent  sous  le  même  angle  a  au 
point  M'  transformé  du  point  M. 

En  particulier,  trois  familles  de  surfaces  orthogonales  se 
transforment  en  trois  autres  familles  de  surfaces  orthogo- 
nales. 
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Soit  un  point  M'  de  l'espace  transformé,  et  soient  u^  v,  w  ses 
coordonnées  cartésiennes.  La  position  du  point  M  qui  lui  corres- 
pond dans  le  premier  espace  est  fixée  par  la  connaissance  de  ces 
trois  quantités  u,  v^  w.  On  peut  donc  regarder  ces  trois  quantités 
comme  trois  coordonnées  curvilignes  fixant  la  position  d'un  point 
dans  le  premier  espace. 

Le  point  M'  est  à  la  rencontre  des  trois  plans  orthogonaux 

Le  point  M  doit  donc  se  trouver  à  la  rencontre  de  trois  sphères 
orthogonales.  On  le  vérifie  aisément,  car  les  trois  plans  précé- 
dents donnent  en  se  transformant,  d'après  les  égalités  (i  his)^  les 
trois  surfaces 

'^  V        ,       ,        ^^ 

x^-  -+-  Y-  -^  [  z^ — =  O, 

\  2(1'/  4  H' 2 

qui  sont  trois  sphères  se  coupant  au  point  O  et  tangentes  respec- 
h'vement  en  ce  point  aux  plans  ZOY,  XOZ,  YOX. 

Les  coordonnées  m,  c,  w  constituent  donc,  pour  le  point  M,  un 
système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  Les  équations 
précédentes  fournissent  les  formules  de  transformation  qui  per- 
mettent de  passer  des  coordonnées  cartésiennes  {x^y^  z)  aux  coor- 
données curvilignes  (m,  p,  w)  ou  inversement. 

Ces  formules  peuvent  s'écrire  encore 


(3) 


i   X'- ^  y^- -\- z'- — 

k 

-  a:  =  0, 

II 

'    a:---HjK-+2'  — 

x-^y'^+  z"'  — 
\            ^ 

k 

—  z  —0, 

w 

L'égalité  (2)  nous  donne 
Mais,  si  nous  posons 


du^ -+-  di>-  -\-  dw^  =  j-  ( dx^  -h  dy''- -\-  dz-). 


p'2=   «2-1-  {>^--\-    w'i 
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nous  savons  que 

p2p'2=  A:2, 

el  l'égalilé  précédente  deviciil 

(2  bis)  dx'^  H-  dy'>-  -\-  dz^=  -^  ( du^ -+-  dv^ -\-  dw^- ). 

Si  l  on  se  reporte  à  l'égalité  (8)  du  Chapitre  précédent,  on  voit 
(|ue  l'on  a,  pour  le  changement  de  coordonnées  que  nous  consi- 
dérons, 

(4)  H2=  H?-=r  H|=  4J- 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  \  (.r,jKj  ^)  qui  est  harmo- 
nique à  V intérieur  d'une  certaine  surface  S  appartenant  au  pre- 
mier espace;  pour  toutes  les  valeurs  de  x^y^  z,  qui  correspondent 
aux  points  intérieurs  à  la  surface  S,  on  a 

W(x,  r,  z  )  —  o. 

[^es  points  {x,y,  z-)  intérieurs  à  la  surface  S  correspondent  à  un 
ensemble  de  valeurs  des  quantités  u,  v,  w.  Soit  ^{ii,  p,  a)  ce  que 
devient  la  fonction  V  lorsqu'on  j  remplace  a:,  y,  z  par  leurs  ex- 
pressions en  fonction  de  u,  v,  w.  Nous  aurons,  d'après  les  équa- 
tions (i  bis), 

Pour  l'ensemble  de  valeurs  de  u,  v,  (v,  que  nous  avons  défini, 
cette  fonction  vérifiera  l'équation  transformée  de  AV  =  o,  c'esl- 
à-dire,  d'après  les  équations  (4), 


.)  /  I  d'I>  > 

du  \p'2  du  / 

à    /   I    d<\>  - 

l  ^  '^  , 

/   i     ')1> 

1  -t-  y-  1 

\p'-  div 

Ceci  peut  encore  s'écrire 

p'  Idu^  Vp'  /  "^  dv^  \'f')  '"'  à^^\ô'' 

2Ï  El    1    ^  ^    1      •    ^^     1 

p'  [^àu^    p'       '    dv^     p'      ~^  àiv^     p' 


Si  l'on  pose 


ai  d'  d^ 
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et  si  l'on  remarque  que 

A'    " 

A   —  =  o, 

P 

celte  équation  deviendra  simplement 

(6)  ^'(?)=" 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  est  susceptible  d'une  in- 
terprétation qui  en  fait  l'importance. 

Les  coordonnées  u^  v^  w  peuvent  être  considérées  comme  les 
coordonnées  cartésiennes  d'un  point  M'  dans  un  espace  trans- 
formé par  rayons  vecteurs  réciproques  de  l'espace  auquel  appar- 
tient le  point  M(^,j^,  ^).  Cette  transformation  fait  correspondre 
à  la  surface  S  une  surface  S';  à  tout  point  intérieur  à  la  surface  S 
un  point  extérieur  à  la  surface  S'^  aux  points  infiniment  voisins  de 
l'origine  dans  le  pi-emier  espace  les  points  infiniment  éloignés  de 
l'origine  dans  le  second  espace. 

Si  la  fonction  Y(.r,jK>  ^)  est  harmonique  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face S,  la  fonction 

iy)  Wiu,  V,  w)  =  -,  *(«,  P,  w)  =  -,  V  i-^^,  ^,  -,-^j 

sera,  d'après  les  égalités  (6)  et  (5),  harmonique  à  l'extérieur  de  la 
surface  S'. 

Si  la  fonction  \(x,y,  z)  prend,  au  point  O,  la  valeur  Vo,  la 

fonction  W(«,  ç,  w)  tendra  vers  zéro  comme  ~  lorsque  p'  croîtra 
au  delà  de  toute  limite. 

Si  la  fonction  Y[x,y,  z)  prend  la  valeur  A  au  point  P  de  la 
surface  S,  la  fonction  W  (m,  t^,  w)  prendra  au  point  P',  transformé 
de  P,  sur  la  surface  S',  la  valeur 

OP'       OP  , 

Ces  résultats  conduisent  aisément  à  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  V espace 
intérieur  à  une  surface  fermée  S,  on  sait  le  résoudre  pour 
l'espace  extérieur  à  la  surf  ace  S'  transformée  de  S  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 
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Soit,  en  effet,  Q  la  fonction,  définie  en  chaque  point  de  S',  à 
laquelle  la  fonction  harmonique  cherchée  doit  devenir  égale  en  tout 
point  de  S'. 

Formons,  ce  que  nous  savons  faire  par  hypothèse,  une  fonction 
V(x,y,  z),  harmonique  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  et  prenant  en 
tout  point  P  de  la  surface  S  la  valeur 


OP 


Formons  ensuite  la  fonction 


Wiu,i^,w)=^,\('^^,  ^.^ 


I  -.  /Ali    kv    kw 

P      Vp''   p 


La  fonction  W(«,  v^  w)  sera  harmonique  en  tout  point  extérieur 
à  la  surface  S';  elle  deviendra  égale  à  O(P')  en  tout  point  P'  de  la 
surface  S';  elle  se  comportera  à  l'infini  comme  une  fonction  po- 
tentielle; elle  résoudra  donc  le  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace 
extérieur  à  la  surface  S'. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  Von  sait  résoudre  le  pro- 
blème de  Dlrichlet pour  V espace  extérieur  à  une  surface  S,  on 
sait  le  résoudre  pour  l'espace  intérieur  à  la  surface  S',  trans- 
formée de  la  surface  S  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Quelques  conséquences  de  cette  importante  proposition  : 

Nous  avons  vu  que  l'on  savait  résoudre  le  problème  de  Diri- 
chlet  pour  l'espace  intérieur  à  une  surface  sphérique  et  aussi  pour 
l'espace  extérieur  à  cette  même  surface  ;  par  ce  que  nous  venons 
de  démontrer,  chacune  de  ces  deux  solutions  peut  être  déduite  de 
l'autre. 

On  sait,  trouver  la  fonction  de  Green  pour  l'espace  intérieur  à 
un  dièdre  commensurable  avec  u  ;  on  sait  donc  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  l'espace  extérieur  à  deux  sphères  qui  se 
coupent  sous  un  angle  commensurable  avec  tt. 

On  sait  trouver  la  fonction  de  Green  pour  l'espace  compris  entre 
deux  plans  parallèles  ;  on  pourra  donc  déterminer  la  distribution 
électrique  sur  deux  sphères  égales  ou  inégales  qui  se  touchent. 

La  détermination  de  la  distribution  électrique  sur  deux  sphères 
qui  se  touchent  est  en  effet  un  des  beaux  résultats  auxquels  est 
D.  -  I.  i4 
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parvenu  Poisson  (').  Un  grand  nombre  de  géomètres,  parmi 
lesquels  on  peut  citer  surtout  Plana,  Sir  W.  Thomson,  G.  Kir- 
chlioff,  se  sont  ensuite  occupés  de  ce  problème.  On  trouvera  un 
exposé  remarquable  de  la  solution  dans  l'Ouvrage  consacrée  par 
É.  Mathieu  à  l'exposé  de  la  Théorie  du  potentiel  (-). 

§  2.  —  Application.  —  Distribution  électrique  sur  une  calotte  sphérique. 

L'une  des  belles  applications  que  Sir  W.  Thomson  (^)  ait  faites 
de  la  méthode  de  l'inversion  est  la  détermination  de  la  distribution 
électrique  sur  un  conducteur  infiniment  mince  ayant  la  forme 
d'une  calotte  sphérique.  Nous  allons  exposer  la  solution  de  ce 
problème  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  Lipschitz  ('■),  en  nous 
bornant  au  cas  où  la  calotte  sphérique  est  soustraite  à  toute  in- 
fluence. 

La  solution  que  nous  allons  développer  repose  sur  quelques 
remarques  que  nous  allons  indiquer  tout  d'abord. 

Soit  S  une  surface  sphériqvie  ayant  son  centre  à  l'origine  des 
coordonnées  et  un  rayon  égal  à  R.  Soit  W  une  fonction  qui  se 
comporte  à  l'infini  comme  une  fonction  potentielle,  qui  est  har- 
monique à  l'intérieur  de  la  sphère,  harmonique  à  l'extérieur  de  la 
sphère,  mais  discontinue  sur  la  sphère,  en  sorte  qu'au  voisinage 
d'un  point  M  de  la  surface  de  la  sphère  elle  prenne  à  l'intérieur 
■de  la  sphère  une  valeur  voisine  de  W/(M)  et  à  l'extérieur  de  la 
sphère  une  valeur  voisine  de  We(M). 

Une  pareille  fonction  n'est  pas  la  fonction  potentielle  d'une  cer- 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  sur/ace  des 
corps  conducteurs  {Mémoires  des  Savants  étrangers,  p.  1811,  p.  i). 

(^)  E.  Mathieu,  Théorie  du  potentiel  et  ses  applications  à  l'Électrostatique 
et  au  Magnétisme,  t.  II,  p.  65;  Paris,  188G. 

(')  W.  Thomson,  Extraits  de  deux  lettres  adressées  à  M.  Liouville  {Journal 
de  Liouville,  t.  XII,  p.  243;  18^7.  —  W.  Thomson,  Reprint  of  papers  on  Elec- 
trostatics  and  Magnetism,  1"  édition,  p.  162  ).  W.  Thomson,  Détermination  of 
the  distribution  of  Electricity  on  a  circulçir  segment  of  plane  or  spherical 
conducting  surface,  under  any  given  influence  (  W.  Thomson,  Reprint  of  pa- 
pers on  Electrostatics  and  Magnetism,  2»  édition,  p.  178). 

(*)  Lipschitz,  Uebkr  die  Vertheilung  der  stâtischen  Electricitàt  in  einem 
kreisformig  begrenzten  Segment  einer  Kugelflàche  {Rorchardt's  Journal, 
JBd.  LVIIl,  p.  i52;  1861). 
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taine  quantilé  d'électricité  distribuée  sur  la  calotte  sphérique. 
Transformons  l'espace  par  inversion  en  prenant  le  pôle  d'inver- 
sion au  centre  de  la  sphère  et  le  carré  R^  du  rayon  pour  coefficient 
d'inversion  ;  tout  point  M  de  la  sphère  se  transformera  en  lui- 
même  ;  tout  point  intérieur  à  la  sphère  se  transformera  en  un 
point  extérieur  et  inversement. 


Considérons  la  fonction 

w'(^',y,.')  =  ^w(î^ 

'7T- 

R2 

Elle  sera  harmonique  à  l'intérieur  de  la  sphère  S,  harmonique  à 
l'extérieur  de  la  sphère  S,  mais  discontinue  sur  la  sphère  S.  Au 
voisinage  du  point  M  de  la  sphère  S,  elle  prendra,   à  l'intérieur 

de  la  sphère  une  valeur  voisine  de  ^  We(M),  et  à  l'extérieur  de  la 

sphère  une  valeur  voisine  de  ^  W,(M). 
Considérons  alors  la  fonction 

=  W{x,y,z) 

Elle  sera  harmonique  à  l'intérieur  de  la  sphère  S,  harmonique 
à  l'extérieur  de  la  sphère  S,  et  continue  sur  la  sphère  S,  en  sorte 
que  cette  fonction  sera  la  fonction  potentielle  d'une  certaine  quan- 
tité d'électricité  distribuée  sur  la  sphère  S. 

Une  méthode  analogue  s'appliquerait  au  cas  plus  général  que 
voici  : 

Une  surface  fermée  est  composée  en  partie  par  une  portion  S 

Fig.  38. 


RW'ix,y,z) 

R„,/R2-     R2.r 

R2g 

P' 

(le  surface  sphérique,  en  partie  par  une  autre  surface  S  de  forme* 
([uelconque  (/?^.  38).  La  fonction  ^/(x,  y,  z)  est  harmonique 
tant  à  l'intérieur  qu'à  l'extérieur  de  cette  surface  fermée  ;  elle  se 


ai-i 


DISTRIBUTION   ET    PROBLEME    DE    UIRIOIILET. 


comporte  à  l'infini  comme  une  fonction  potentielle  ;  elle  varie 
d'une  manière  continue  au  passage  de  la  surface  S  et  d'une  manière 
discontinue  au  passage  de  la  surface  S.  Soit  O  le  centre  de  la 
sphère  S  pris  pour  origine  des  coordonnées  ;  soit  R  son  rayon.  La 
fonction 


(8)  W(^,7,.')  +  -W(  — ,^,— 


V(^,  j,  -s) 


sera  la  fonction  potentielle  d'une  certaine  quantité  d'électricité 
distribuée  sur  la  surface  fermée  que  composent  la  surface  S,  la 
surface  S  et  la  surface  S'  transformée  de  la  surface  S  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

C'est  un  procédé  de  ce  genre  qui  va  nous  permettre  de  déter- 
miner la  fonction  potentielle  de  l'électricité  en  équilibre  sur  une 
calotte  sphérique. 

Soit  S  cette  calotte  sphérique  {^/îg-  Sg)  ;  soit  R  son  rayon;  soil 


H  la  distance  du  cercle  de  base  S  au  centre  O  de  la  sphère. 
Le  cercle  de  base  a  pour  rayon  la  quantité 

(9)  «  =  (R2-H2)i 

Considérons  la  quantité  u  définie  par  F  équation 


(lO) 


(z-BY^ 


«2-1-  u 


et  considérons  la  fonction 

(il)  V(a:-,7,  s)  =  K(  ^  —  ai-ctang^ 

où  K  est  une  constante  quelconque 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  Chapitre  VII,  §  3,  cette  fonc- 
lion  est  harmonique  dans  tout  l'espace,  sauf  sur  le  cercle  de  base 
(le  la  calotte  ;  elle  se  comporte  à  l'infini  comme  une  fonction  po- 
tentielle ;  elle  varie  d'une  manière  continue  lorsqu'on  traverse  ce 
cercle,  à  une  distance  finie  de  ses  bords  5  sur  ce  cercle,  elle  prend 

la  valeur  -;— •  Lorsqu'on  traverse  le  cercle,  les  dérivées  partielles 

du  premier  ordre  de  cette  fonction  changent  de  signe  sans  changer 
de  valeur  absolue. 

Soit  T  la  surface  fermée  formée  par  la  calotte  S  et  le  plan  S. 
Prenons  une  fonction  'W[x,y,z)  égale,  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face T,  à 


et,  à  l'extérieur  de  la  surface  T,  à 


arc  tane 


a  / 


K  \^  ^  —  arc  tang  ^ 


Cette  fonction  sera  harmonique  à  l'intérieur  de  la  surface  ï  ; 
elle  sera  harmonique  à  l'extérieur  de  la  surface  T  ;  elle  variera 
d'une  manière  continue  à  la  traversée  de  la  surface  S  et  d'une 
manière  discontinue  à  la  traversée  de  la  surface  S.  Ses  dérivées  du 
premier  ordre  ne  subiront  pas  de  discontinuité  au  passage  de  la 
surface  S. 

Envisageons  la  fonction 

Si  l'on  définit  la  quantité  u'  par  la  relation 


(10  bis) 


l. 


u    z 


H      = 


P*(«'^-f-i<')      \  I  p'^        /       R- 
il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura,  à  l'intérieur  de  la  surface  T, 


K 


«2 

KR  1 

'    Tt 

u 

arc  tang  — 
»  a  y 

/H 

—   - 

-  arc  tang  — 

P 

K-^ 

"  a 

(••2)  \{x,yz) 

à  l'intérieur  du  volume  compris  entre  la  surface  S  et  la  calotte  2' 
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en  laquelle  elle  se  transforme  par  inversion, 

/  -  \  '  -  \ 

,  .      „,,  ,A  T.  u-  \       KR  /  TT  a'-  1 

[vihis^    V(a:,jK,z)  =  K  l  -  —  arc  tang  —  /  -; —  \- arc  tang —  ^ 

et,  à  l'extérieur  de  la  surface  T',  formée  par  les  calottes  S  et  S', 

s    Tr,             ■       ^ri  "^  u-\       KR      Tz    *  u'"'- 

(  12  ter)    y  (x.  )-,  ^  )  =  K  \ arc  tang  —  /  -r-  - —  \  — f-  arc  tang  — 

^        ■  \  2  a  ;  p      \  2  o, 

Cette  fonction  sera,  d'après  ce  qui  précède,  la  fonction  poten- 
tielle d'une  certaine  quantité  d'électricité  distribuée  sur  la  sur- 
face S,  sur  la  surface  S  et  sur  la  calotte  S',  en  laquelle  le  plan  S  se 
transforme  par  inversion. 

Mais  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  cette  fonction 
varient  d'une  manière  continue  lorsqu'on  traverse  soit  la  surface  S, 
soit  la  surface  S';  la  densité  électrique  est  donc  nulle  sur  chacune 
des  deux  surfaces  S,  S',  et  la  fonction  précédente  est  la  fonction 
potentielle  d'une  certaine  quantité  d'électricité  distribuée  seule- 
ment sur  la  calotte  S. 

D'ailleurs,  sur  cette  calotte,  \  ix^y^  z)  prend  la  valeur  constante 
Ktt.  La  distribution  en  question  est  donc  une  distribution  d'équi- 
libre. 

Pour  achever  la  détermination  de  la  fonction  potentielle  d'une 
quantité  Q  d'électricité  distribuée  en  équilibre  sur  la  calotte  S,  il 
suffît  d'établir  la  relation  qui  relie  la  constante  K  à  la  charge 
totale  Q. 

Nous  allons,  pour  obtenir  cette  relation,  écrire  de  deux  manières 
la  valeur  de  la  fonction  potentielle  au  point  O. 

Cette  valeur  pourra  s'écrire,  d'une  part. 

D'autre  part,  elle  pourra  se  déduire  de  la  formule  (12). 
L'égalité  (10)  montre  qu'au  point  O,  on  a 

u  =  H2. 

L'égalité  (10  bis)  montre  qu'au  même  point  O  on  a 

,       R2 
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On  a  d'ailleurs 


i 

it  «'"  a 

arc  tang  —  =  arc  tang  — -  > 

2  a  ,\ 


et,  dans  le  calcul  actuel, 


I   /  TT  u '■   \        a 

-  \ arctang —  /  "^  tt' 

p   \  2  a  J        H 

On  a  donc 

Vo  =  K  (  -  -h  arc  tang  _  )  -h  K  cr . 
\'i.  a  j  K 

Soit  y  l'angle  sous  lequel  le  rayon  du  cercle  de  base  est  vu  du 
centre  de  la  calotte  ;  les  égalités 

a        .  a 

-^^sinY,         jj  =  tangY 

permettent  d'écrire 

Vo  =  K(7:  — Y  -+-sinY). 

Comparons  les  deux  valeurs  de  Vo,  et  nous  trouvons  enfin 

Q 


(i3)  K 


R(Tr  —  Y  "T~  sinY) 


Celte  égalité  achève  de  déterminer  la  fonction  potentielle  d'une 
quantité  Q  d'électricité  répandue  en  équilibre  sur  la  calotte  sphé- 
rique  S. 

Cette  quantité  d'électricité  élève  le  niveau  potentiel  de  la  ca- 
lotte sphérique  à  une  valeur  Kt:,  ou,  d'après  l'égalité  (i3),  à  une 
valeur 

Q  7t 

R  T.  —  Y  "^  sinY 
La  capacité  de  la  calotte  sphérique  est  donc 

(i4)  C  =  R î ». 


§  3.  —  Théorèmes  de  Liouville  et  de  M.  P.  Painlevé. 

On  peut,  d'une  infinité  de  manières,  obtenir  une  représentation 
conforme  d'un  plan  (^,  y)  sur  un  autre  plan  (X,  Y),  c'est-à-dire 
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trouver  des  formules  de  transformation 

^=?(X,Y), 


telles  que  si  les  deux  courbes  représentées  par  rapport  aux  axes 
des  ce  et  des  j"  par  les  équations 

se  coupent  sous  vin  angle  a,  les  deux  courbes  transformées,  repré- 
sentées, par  rapport  aux  axes  des  X  et  des  Y,  par  les  équations 

F(X,Y)  =  /[c?(X,Y),  .KX,Y)l  =  o, 
G(X,Y)  =  ^[<p(X,Y),  .KX,Y)l  =  o, 

se  coupent  aussi  sous  le  même  angle  a. 

Toutes  ces  transformations  s'obtiennent  de  la  manière  sui- 
vante (  *  )  : 

Soit  une  fonction  analytique  quelconque  de  la  variable  com- 
plexe 

Z  =  X  -h  i  Y. 

Elle  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

'^(X,Y)^i^(X,  Y). 

Si  l'on  porte  ces  deux  fonctions  cp  et  ^  dans  les  égalités  (i5),  on 
obtient  la  forme  la  plus  générale  des  transformations  qui  nous 
occupent. 

Supposons  qu'une  semblable  représentation  conforme  trans- 
forme tou5  les  points  intérieurs  à  une  courbe  s  du  plan  des  x.,  y, 
en  tous  les  points  intérieurs  à  une  courbe  S  du  plan  des  X,  Y,  et 
tout  point  de  la  courbe  s  en  tout  point  de  la  courbe  S.  Nous 
dirons  alors  que  l'on  sait  effectuer  la  représentation  conforme  de 
l'aire  a,  limitée  par  la  courbe  s  sur  l'aire  A,  limitée  par  la  courbe  S. 

Si  la  fonction  V(^,  y)  satisfait,  à  l'intérieur  de  l'aire  a,  à  l'équa- 
tion 

(')   Voyez  Livre  V,  Cliap.  V,  §  1. 
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la  l'onction 

W(X,Y)-V[cp(X,Y),  ^(X,Y)], 

en  laquelle  les  formules  (i5)  transforment  la  fonction  V(x,  y), 
satisfait,  à  l'intérieur  de  l'aire  A,  à  l'équation 

Si  donc  on  sait,  pour  l'aire  a,  résoudre  le  problème  de  Dirichlel 
réduit  au  cas  de  deux  variables,  on  sait  aussi  le  résoudre  pour 
l'aire  A. 

Réciproquement,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet 
pour  les  deux  aires  a  et  A,  on  sait,  en  général,  effectuer  la  repré- 
sentation conforme  de  ces  aires  l'une  sur  l'autre. 

Ces  propositions,  que  nous  nous  contentons  de  rappeler,  mar- 
quent le  lien  intime  qui  existe   entre  ces  diverses  questions  : 

Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires  ; 
Représentation  conforme  d'une  aire  plane  sur  une  autre 
aire  plane  ; 

Problème  de  Dirichlet  réduit  au  cas  de  deux  variables. 

Un  quatrième  problème,  celui  de  l'étude  d'une  surface  d'aire 
ininima  passant  par  un  contour  donné,  se  relie  également  d'une 
manière  intime  aux  trois  précédents. 

L'étude  comparée  de  ces  différents  problèmes  a  permis  à  un 
grand  nombre  de  géomètres,  parmi  lesquels  on  doit  surtout  citer 
B.  Riemann  et  M.  Schwarz  (  '  )  d'en  pénétrer  profondément  la  na- 
ture et  d'en  avancer  la  solution. 

On  est  naturellement  porté  à  chercher  l'extension  aux  fonc- 
tions de  trois  variables  de  ces  problèmes  dont  la  liaison  se  montre 
si  féconde  dans  l'étude  des  fonctions  de  deux  variables.  Cette  ten- 
dance est  fortifiée  par  la  découverte  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  qui  offre,  dans  l'espace,  les  propriétés  que 
toute  représentation  conforme  possède  dans  le  plan. 

(')  On  aura  une  idée  précise  des  relations  qui  existent  entre  le-probléme  de 
Dirichlet  pour  le  cas  de  deux  variables  et  la  théorie  de  la  représentation  con- 
forme d'une  aire  plane  sur  une  autre  par  la  lecture  de  Axel  Harnack,  Die  Grund- 
lagen  cler  Théorie  des  logarithmisclien  Potentiales  und  der  eindeutigen  Poten- 
lialfunktionen  in  der  Ebene  (Leipzig,  1887). 
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Mais  cette  tendance  vient  de  suite  se  heurter  à  un  obstacle  infran- 
chissable :  il  est  en  général  impossible,  lorsqu'on  a  un  domaine 
limité  par  une  surface  fermée  donnée,  de  le  représenter  d'une  ma- 
nière conforme  en  un  autre  domaine  limité  par  une  autre  surface 
fermée  donnée.  Cela  n'est  possible  que  si  le  second  domaine  peut 
être  obtenu  en  transformant  le  premier  par  rajons  vecteurs  réci- 
proques et  en  déplaçant  sans  déformation  le  domaine  transformé. 
En  d'autres  termes,  si  nous  cherchons  des  formules  de  trans- 
formation 

a7=o(X,Y,Z), 
7=4.(X,Y,Z), 
^  =  X(X,Y,Z), 

telles  que  l'espace  (X,  Y,  Z)  offre  une  représentation  conforme  de 
l'espace  (^,  JK,  -•)■,  ces  formules  exprimeront  simplement  une  trans- 
formation par  rajons  vecteurs  réciproques  suivie  d'un  change- 
ment d'axes  de  coordonnées  rectangulaires. 

Ce  théorème,  qui  établit  une  différence  radicale  entre  l'étude 
des  fonctions  harmoniques  de  deux  variables  et  l'étude  des  fonc- 
tions harmoniques  de  trois  variables,  est  dii  à  Liouville  ('). 

Mais,  s'il  n'existe  pas  de  transformation  autre  que  la  transfor- 
mation par  rayons  vecteurs  réciproques  qui  puisse  fournir  une 
représentation  conforme  d'un  espace  à  trois  dimensions  en  un 
autre  espace  à  trois  dimensions,  on  pourrait  du  moins  espérer 
que  des  méthodes  de  transformation  autres  que  la  méthode  de 
l'inversion  sont  capables  de  fournir  la  solution  du  problème  de 
Dirichlet  pour  un  domaine  transformé  lorsqu'on  l'a  déjà  obtenue 
pour  le  domaine  donné. 

La  question  qui  se  pose  alors  est  la  suivante  : 

Trouver  des  formules  de  transformation 

[  a.=  o(X,Y,Z), 

y=4;(X,Y,Z), 

(  z  =7_(X,Y,Z), 

et  une  fonction  F(Q   telles  que,  si  la  fonction  V(^,  .1',  s)  est 
(  '  )  Liouville,  Note  VI  à  la  Géomélrie  de  IVIonge. 
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rég-udère  et  satisfait  à  l^ équation 

d^-N       d^'W       d'-\ 

— ■-  -A -^  - —  —  o, 

Ox-         Oj'^         uz- 

en  tout  point  du  domaine  d  pris  dans  V espace  des  (;r,  r,  2),  la 
fonction 

\V(X,Y,Z)-=FJV[çrX,Y,Z),  ij>(X,Y,ZK  x(X,Y,Z),j 

soit  régulière  et  satisjasse  à  l'équation 

d'^W       a^W       (92  W  _ 

en  tout  point  du  domaine  D,  transformé  de  d  dans  V espace 

rfe,v(X,  Y,Z). 

En  réponse  à  celte  question,  on  peut  affirmer  que  les  formules 
de  transformation  cherchées  représentent  forcément  une  trans- 
formation par  rayons  vecteurs  réciprociues  suivie  dhin  chan- 
gement  d'^axes  de  coordonnées  rectangulaires . 

Ce  théorème  important,  en  marquant  bien  le  rôle  exclusif  de 
la  méthode  de  l'inversion,  limite  étroitement  le  champ  de  l'Ana- 
lyse dans  la  voie  ouverte  par  Sir  W.  Thomson.  Il  est  dû  à 
M.  Paul  Painlevé  (  '  ). 


(')  Paul  Painlevé,  Sur  la  transformation  des  fonctions  \ {x,  y,  z)  qui 
satisfont  à  l'équation  AV  =  o  et  sur  les  coordonnées  curvilignes  orthogonales 
(  Travaux  et  Mémoires  des  Facultés  de  Lille,  l.  I,  n°  I  ;  1889). 
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CHAPITRE  IX. 

LA  MÉTHODE  DE  M.  CARL  NEUMANN. 


§  1.  —  Le  théorème  de  M.  Vito  Volterra. 

La  démonstration  de  Lejeune-Dirichlet  ne  permet  pas  d'affirmer 
avec  une  entière  certitude  que  le  problème  auquel  on  a  donné  le 
nom  de  ce  géomètre  admette,  dans  tous  les  cas  possibles,  une  so- 
lution. Cette  démonstration  a  seulement  pour  effet  de  remplacer 
l'hjpothèse  que  ce  problème  admet  une  solution  par  d'autres 
hypothèses  plus  vraisemblables  peut-être,  quoique  aussi  peu  dé- 
montrées. 

Green  a  posé  le  même  problème  sous  une  autre  forme,  mais 
sans  en  faire  avancer  la  solution. 

Ainsi  donc,  bien  loin  de  posséder  une  méthode  générale  pour 
résoudre  le  problème  de  Dirichlet,  on  ne  sait  même  pas  démontrer 
l'existence  générale  d'une  solution  de  ce  problème. 

Force  est  donc  de  chercher  à  le  résoudre  dans  des  cas  particu- 
liers. 

Il  existe  un  nombre  très  restreint  de  cas  particuliers  pour  les- 
quels le  problème  de  Dirichlet  puisse  être  immédiatement  résolu 
(Chap.  VI). 

L'emploi  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  appropriées  a 
permis  à  Lamé  et  à  d'autres  géomètres  d'étendre  considérablement 
le  nombre  des  cas  où  il  est  possible  de  résoudre  le  problème  de 
Dirichlet.  Ces  méthodes,  toutefois,  ne  se  sont  guère  montrées  fé- 
condes jusqu'ici  que  pour  les  surfaces  qui  font  partie  d'un  système 
de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  et  isothermes  (Chap.  VII). 

La  méthode  de  l'inversion,  créée  par  Sir  W.  Thomson,  a  gran- 
dement accru  le  nombre  des  cas  où  l'on  sait  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  ;  mais  la  puissance  de  cette  méthode  ne  peut 
être  partagée  par  aucune  autre  méthode  de  transformation,  comme 
l'a  montré  M.  P.   Painlevé  (Chap.  VIII). 
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Les  efforts  dont  nous  venons  de  retracer  le  tableau  permettent 
donc  seulement  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  des 
classes  particulières  de  surfaces,  classes  très  étendues,  il  est  vrai. 

Les  méthodes  que  nous  allons  maintenant  exposer  se  distinguent 
profondément  des  précédentes,  en  ce  que  les  corps  auxquels  elles 
s'appliquent  sont  tenus  non  pas  d'appartenir  à  certaines  classes, 
mais  seulement  de  vérifier  certaines  restrictions.  Elles  ont  donc 
une  portée  infiniment  plus  générale  que  celles  que  nous  avons 
exposées  jusqu'ici. 

Elles  ont,  il  est  vrai,  un  désavantage  sur  les  précédentes. 

Pour  résoudre  le  problème  de  Lejeunc-Dirichletpour  la  sphère, 
pour  l'ellipsoïde,  etc.,  les  méthodes  que  nous  avons  indiquées  con- 
duisent ou  bien  à  intégrer  sur  toute  la  surface  une  combinaison  ana- 
lytique où  figure  la  fonction  donnée  sur  cette  surface  ;  ou  bien  à  dé- 
terminer, au  moyen  des  valeurs  connues,  que  la  fonction  cherchée 
prend  sur  la  surface  les  coefficients  d'un  certain  développement 
en  série.  L'emploi  effectif  de  ces  méthodes  donne  lieu  à  des  calculs 
pénibles,  mais  cependant  praticables.  Ainsi  les  développements  en 
séries  de  fonctions  sphériques  qui  servent  à  résoudre  le  problème 
de  Dirichlet  pour  l'espace  intérieur  ou  extérieur  à  une  sphère 
donnent  prise  au  calcul  numérique  en  Mécanique  céleste  et  dans 
l'étude  du  Magnétisme  terrestre. 

Il  en  est  autrement  pour  les  méthodes  que  nous  allons  exposer. 

Ces  méthodes  conduisent  à  représenter  la  fonction  cherchée  par 
une  série  d'intégrales  étendues  à  la  surface  donnée.  Seule,  la  pre- 
mière de  ces  intégrales  dépend  directement  des  valeurs  données 
sur  la  surface.  Chacune  des  autres  exige,  povir  être  effectuée,  que 
l'on  connaisse  celle  qui  la  précède. 

Un  semblable  procédé  échappe  sans  doute  à  tout  calcul  numé- 
rique. Par  là,  il  perd  tout  intérêt  pratique  ;  mais  il  n'en  garde  pas 
moins  un  grand  intérêt  théorique,  car  il  démontre,  sans  contes- 
tation possible,  l'existence  d'une  solution  du  problème  de  Diri- 
chlet pour  les  classes  étendues  de  surfaces  auxquelles  il  s'applique. 

Une  méthode,  inventée  en  i833  par  Muiphy  (')  pour  traiter  les 
problèmes  de  l'influence  électrique,  a  donné  la  première  idée  de 


(  '  )  MuRPHY,  Elementary  principles  of  the  théories  of  clectricity,  heai,  and 
inolecular  actions^  Pari,  l,  Cliap.  V,  p.  gS;  i833. 
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cette  classe  de  procédés.  Cette  idée  fut  poussée  plus  avant  par 
Béer  (')  en  i856.  Mais  c'est  à  M.  CarlNeumann  (-)  que  l'on  doit 
d'avoir  montré  la  légitimité  de  semblables  procédés. 

La  convergence  des  séries  employées  peut  toujours  être  dé- 
montrée au  moyen  d'un  théorème  fondamental  qui,  implicitement 
renfermé  dans  les  travaux  de  M.  Schwarz  et  de  M.  Cari  Neumann, 
semble  avoir  été  énoncé  pour  la  première  fois  par  M.  Vito  Vol- 
terra  (•').  M.  Axel  Harnack  ('')  et  M.  Paul  Painlevé  (^)  ont  insisté 
sur  le  rôle  que  ce  théorème  doit  jouer  dans  l'étude  des  fonctions 
harmoniques  de  deux  ou  de  trois  variables. 

Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  : 

Soient  Vt,  Uo,  •••,  U«,  ...  une  suite  illimitée  de  fonctions 
harmoniques  à  l'intérieur  d'un  certain  espace  E  limité  par 
une  surface  S.  Soient  Ut,  u^-,  ••.,  Un,  ...  les  valeurs  vers  les- 
quelles tendent  ces  fonctions  lorsque  le  point  auquel  elles  se 
l'apportent  tend  vers  la  sut  face  S.  Si  la  série 

(l)  Ui-\-  ll^-T-.  .  .^  U,i-\- ■  -  ■ 

converge  uniformément  en  tout  point  de  la  surface  S,  la  série 

converge  uniformément  en  tout  point  de  V espace  E  et  repré- 
sente^ en  tout  point  de  cet  espace,  une  fonction  harmonique. 

Démontrons  d'abord  que  la  série  (2)  converge  uniformément 
dans  l'espace  E. 


(')  BTÊ.Y.B.,  Allgemeine  Méthode  zur  Bestinimun g  cler  elektrischen  und  ina- 
gnetischen  Induction  {Poggendoff's  Annalen,  B.  XCVIII,  p.  187;  1806). 

(^)  C.  Neumann,  Untersuchungen  ûber  das  logarithmische  und  Newton'sche 
Potential  (Leipzig,  1876). 

(')  Vito  Volterra,  Sopra  alcune  condizioni  caratteristiche  délie  funzioni 
di  una  variabile  complessa  {Annali  di  Matematica,  série  II,  t.  XI,  p.  Sa: 
1882). 

(')  Axel  Harnack,  Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Poten- 
tiales  un  der  eindeutigen  Potentialfunktion  in  der  Ebene,  §  20;  Leipzig,  1887, 

{')  Paul  Painlevé,  Sur  les  lignes  singulières  des  fonctions  analytiques 
(  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  l.  II,  p.  B.  i5;  1887). 
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Envisageons  la  fonction 


*«/.  =  U„  -T-  U,i+i  -h . . .  +  U„+p. 

Il  s'agit  de  prouver  que  l'on  peut  toujours  prendre  n  assez 
grand  pour  que  l'on  ait,  quel  que  soit  p, 

l*«pl<^, 

î  étant  un  nombre  positif  quelconque  donné  d'avance. 

Or,  la  série  (ij  étant  uniformément  convergente,  si  l'on  pose 

on  pourra  toujours  prendre  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait,  quel 
que  soit/?, 

D'autre  part,  la  quantité  ^np,  somme  d'un  nombre  limité  de 
fonctions  harmoniques  dans  l'espace  E,  est  une  fonction  harmo- 
nique dans  l'espace  E.  Les  valeurs  qu'elle  prend  dans  l'espace  E 
sont,  d'après  le  théorème  général  de  M.  Cari  Neumann  (Livre  II, 
Chap.  III),  comprises  entre  deux  des  valeurs  qu'elle  prend  sur  la 
surface  S.  Sur  la  surface  S  elle  devient  identique  à  cp  .  Si  donc, 
en  tout  point  de  la  surface  S,  on  a 

I  ?«p  I  <  ', 
quel  que  soit/?,  on  aura,  en  tout  point  de  l'espaceE, 

l'^npKh 

quel  que  soit/?. 
Soit  donc 

V  =  Ui-+-U2H-...+  U„^... 

la  fonction  continue  dont  l'existence  est  maintenant  démontrée.  Il 
s'agit  de  prouver  que  cette  fonction  est  harmonique  en  tout  point 
intérieur  à  l'espace  E. 

Soit  M  un  point  intérieur  à  l'espace  E.  Prenons-le  à  l'intérieur 
d'une  sphère  S  en  entier  contenue  dans  E.  Soit  G(M)  la  fonction 
de  Green  pour  le  point  M  et  la  sphère  S,  fonction  qui  est  connue 
(voir  Chap.  VI). 

Posons 

w„  =  u,  +  u,  +  ...+  u„, 

V  =  W„-f-R„. 
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La  fonction  W«  étant  évidemment  harmonique  à  l'intérieur  de 
la  sphère  S,  sa  valeur  en  tout  point  M  intérieur  à  la  sphère  sera 
donnée  par 

Celte  égalité  peut  s'écrire 

Le  premier  membre  ne  dépend  pas  de  n  ;  d'autre  part,  on  peut 
prendre  n  assez  grand  pour  que  R„,  et  par  conséquent  le  second 
membre,  soient  aussi  voisins  de  O  que  l'on  voudra.  L'égalité 
précédente  ne  peut  donc  subsister  que  si  l'on  a 


^"-<-)=S.^-'-^'''^ 


La  fonction  V  est,  par  conséquent,  une  fonction  harmonique  en 
tout  point  intérieur  à  la  sphère  S. 

La  fonction  V  est  harmonique  à  l'intérieur  de  toute  sphère  con- 
tenue dans  l'espace  E  ;  ce  qui  revient  à  dire  qu'elle  est  harmo- 
nique en  tout  point  de  l'espace  E. 

Notre  théorème  est  ainsi  démontré. 

Ajoutons  à  ce  théorème  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  le  point  M  de  V espace  E  tend  'vers  le  point  m  de  la 
surface  S,  la  valeur  V(M)  que  prend  la  série 

au  point  M  tend  vers  la  valeur  v[ni)  que  prend  la  série 

Ml -+-  Mo -I- .  .  . -1-  M„ -t- .  .  . 

au  point  m,  et  elle  atteint  cette  valeur   lorsque   le  point  M 
vient  au  point  m. 

Pour  le  démontrer,  posons 

W',,   —  «1 -i-  «2 -^  •  •  .+ «rt, 

Nous  pouvons  prendz'e  n  assez  grand  pour  que  l'on  ait,  pour 
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loute  position  du  point  M  dans  l'espace  E,  et  pour  toute  position 
(lu  point  m  sur  la  surface  S, 


quelque  voisin  de  o  que  soit  e. 

D'ailleurs,  lorsque  le  point  M  tend  vers  le  point  m,  U(,  Uo, 

\},i  tendant  respectivement  vers  w,,  w.,  •••,  w„,  W«  tend  vers iv« . 
On  peut  donc,  autour  du  point  m,  tracer  dans  l'espace  E  un  do- 
maine assez  petit  pour  que,  pour  tout  point  M  de  ce  domaine, 
on  ait 

|W„(M)-«'„(m)|<i- 

On  voit  alors  que,  pour  tout  point  de  ce  domaine,  on  aura 

|V(M)-P(m)l<£, 

ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition  énoncée. 

La  série  U,  +  U2  +  . . .  convergeant  d'une  manière  uniforme,  la 
seconde  partie  est  alors  évidente. 

§  2.  —  Le  théorème  de  M.  Axel  Harnack. 

Au  théorème  précédent,  M.  Axel  Harnack  (')  a  joint  un  théo- 
rème qui,  dans  l'ordre  de  questions  qui  nous  occupe,  est  aussi 
dune  continuelle  application. 

Ce  théorème  se  démontre  au  moyen  d'une  proposition  qui  est 
la  suivante  : 

Si  une  fonction  V(M)  est  harmonique  à  Vintérieur  d'un 
certain  espace  Yj  et  a  le  même  signe  en  tous  les  points  de  cet 
espace,  sa  valeur  au  point  variable  M  de  cet  espace  s'obtient 
en  multipliant  sa  valeur  en  un  certain  point  fixe  P  de  cet 
espace  par  un  facteur  cjui  conserve  une  valeur  finie  pour  tout 
point  M  de  V espace  E;  un  théorème  analogue  est  applicable 


(  '  )  Axel  Harnack,  Existenz-Beweise  zur  Théorie  des  Potentiales  in  derEbene 
iiiid  im  Raume,  §  1  {Berichte  Uber  die  Verhandlungen  der  K.  Sàchsischen  Ge- 
sellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Matheniatisch-Physische  Classe, 
1886,  p.  i(\[)).—Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Potentiales. . . , 
p.  67;  Leipziï;,  1887. 

D.  —  I.  i5 
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aux  dérivées  partielles    de   tous   les  ordres   de   la  fonction 

V(M). 

Supposons  d'abord  que  le  point  M  puisse  être  compris  à  l'in- 
térieur d'une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  P  et  contenue 
tout  entière  dans  l'espace  E. 

D'après  le  théorème  de  la  moyenne  de  Gauss,  nous  aurons,  en 
désignant  par  R  le  rayon  de  cette  sphère  et  par  dH  un  élément  de 
sa  surface, 

v(P)  =  — ^,  Qvc^s. 

D'autre  part,  si  G  (M)  désigne  la  fonction  de  Green  pour  le 
point  M  intérieur  à  la  sphère  S,  nous  aurons 

Le  signe  de  V  étant  le  même  pour  tous  les  points  de  la  surface 
de  la  sphère,  puisque  tous  ces  points  sont  intérieurs  à  l'espace  E, 
si  l'on  désigne  par  \  une  valeur  comprise  entre  la  plus  grande  et 

la  plus  petite  des  valeurs  de  —^ — ^  on  aura 

V(M)-=X  Cv«;s  =  47:XR2V(P). 

Or  il  est  facile  de  voir,  en  se  reportant  à  l'expression  de  G(M) 

donnée  au  L-hapitre   VI,   que  — -^ —  est  toujours  lini,  pour  tout 

point  M  intérieur  à  la  sphère  ;  il  en  est  donc  de  même  de  ).,  et 
l'égalité  précédente  démontre  la  proposition  énoncée. 

11  peut  arriver  qu'aucune  sphère  ayant  le  point  P  pour  centre  et 
contenue  en  entier  dans  l'espace  E  ne  puisse  renfermer  le  point  M 
à  son  intérieur.  Alors,  on  prendra  le  point  P  pour  centre  d'une 
sphère  S  enfermée  dans  l'espace  E  ;  un  point  P',  intérieur  à  la 
sphère  S,  sera  pris  pour  centre  d'une  nouvelle  sphère  S'  contenue 
dans  l'espace  E  ;  en  continuant  de  la  sorte,  on  pourra  toujours, 
après  avoir  construit  un  nombre  limité  de  sphères,  en  trouver  une 
qui  renferme  le  point  M  à  son  intérieur.  La  démonstration  de  la 
proposition  énoncée  se  fera  alors  de  proche  en  proche  sans  dif- 
iî  culte. 

On  démontrera  sans  peine  que,  si  x,  y,  z  désignent  les  coor- 
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données  du  point  M,  les  dérivées  — ^ >  —^ — -  >  — ^ — ,  — j-^ —  >  •  •  • 

s'obtiennent  en  multipliant  V(P)  par  des  facteurs  qui  sont  finis 
pour  tout  point  M  de  l'espace  E. 

Ce  lemme  démontré,  envisageons  des  fonctions  en  nombre 

illimité 

U,(M),     U2(M),     UaCM),     .... 

Supposons  que  chacune  de  ces  fonctions  soit  harmonique  à 
l'intérieur  de  V espace  E  et  que  chacune  d'elles  ait,  dans  tout 
cet  espace,  un  signe  constant  qui  soit  le  même  pour  toutes. 
Si  la  série 

Ui(P)  +  U2(P)-i-U3(P)  +  ... 

est  convergente  en  un  point  quelconque  P  de  V espace  E,  la 

série 

Ui(M)-4-U2(M)-+-U3(M)-i-... 

converge  uniformément  en  tout  point  de  cet  espace  et  repré- 
sente, dans  cet  espace,  une  fonction  harmonique. 

D'après  la  proposition  précédente,  nous  avons 

U,(M)  =  X,U,(P),  U2(M)  =  X2U2(P), 

dUi(M) 


=  [^iU,(P), 
) 

=  viUi(P), 


t)U2(M) 
d.T- 


=  M.2U2(P), 
*   •  ? 

=    V,U2(P), 


\^,  lo,  ...,  jx,,  [Xo,  ...,  V,,  V. 
point  M  de  l'espace  E. 
Nous  aurons  alors 


. .  étant  des  facteurs  finis  pour  tout 


=  X«U«(P)+X„+iU„+i(P)-.-. 


dx  ôx 


dx 


.a„U„(P)+[Ji„+iU„+,(P) 


X«+/>U;i+p(P), 


[^«+pU«+;,(P), 


d2U„(M)       a2U„^,(M) 


()2U„+.,(M) 


dx^  dx*  "  dx^ 

=  v„U„(P)4-  v„^,U„^-,(P) 


^hi+p^ ii+i>{^   )i 
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Mais  les  fonctions  U,j(P),  Un+i{^)j  •  •  -,  U/,^^(P)  ont  toutes  le 
même  signe.  Si  donc  4^  est  un  facteur  fini  compris  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  valeur  de  X^,  \i^i,  -  •  -,  "^n+p  '■,  si  de  même 
OÏL  est  un  facteur  fini  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
des  valeurs  de  [x„,  p.„^,,  . . .,  [J-^+y?  ;  si  enfin  SIL  est  un  facteur  fini 
compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  v„, 


^n+\  ! 


'n+p- 


on  aura 


U„(M)-hU„+i(M) 


dx 


dx 


■U„^/,(M) 

^U«+;,(M) 
ÔT 


-  •C,[U.(P)- 
=  01L[U„(P)- 


-U«4-i(P)  +  . 
U„+,  (?)+.. 


.+  U„^„(P)1. 


d2U„m)  .  a2U„+i(M) 


dx'^ 


a^2 


.+  ^^^^^^f^^=<î>C,[U„(P)-+-U„+,(P)  +  ...^U„+p(P)| 


Ces  résultats  obtenus,  la  démonstration  du  théorème  énoncé 
s'achève  sans  aucune  difficulté. 

§  3.  —  Quelques  définitions. 

Si  l'on  coupe  une  surface  fermée  par  une  droite  quelconque,  on 
peut  obtenir  comme  intersection  des  points  isolés  les  uns  des 
autres  et  aussi  des  segments  entiers  de  droite.  Par  exemple,  si  l'on 
considère  la  surface  engendrée  par  la  rotation  de  la  ligne  FABCD 
{fig.  \o)  dont  le  côté  AF  est  perpendiculaire  sur  DF,  une  droite 


quelconque  la  coupe  en  général  en  deux  ou  quatre  points  isolés  ; 
à  la  droite  AI  correspondra  comme  intersection  un  segment  ;  à 
la  droite  AB,  un  segment  AB  et  un  point  K,  etc.  Toutes  les  fois 
qu'en  coupant  la  surface  par  une  droite  on  obtiendra  un  ou  plu- 
sieurs segments,  on  conviendra  de  ne  compter  comme  points  d'in- 
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tersection,  pour  chaque  segment,  que  le  point  initial  et  le  point 
final  ;  d'après  cette  convention,  la  droite  AI  coupera  la  surface  en 
deux  points  seulement  A  et  I  ;  la  droite  AB  en  trois  points  A,  B, 
K.  ....  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  constamment  qu'une 
surface  fermée  est  coupée  par  une  droite  quelconque  de  l'espace 
en  un  nombre  fini  de  points,  dont  le  maximum  est  nécessairement 
pair  et  nous  appellerons  rang  de  la  surface  ce  nombre  maximum. 

Les  surfaces  que  nous  étudierons  spécialement  sont  les  surfaces 
de  second  rang. 

Nous  admettrons  que,  sauf  en  certains  points  isolés  ou  le  long 
de  certaines  lignes  isolées,  la  surface  étudiée  admet  un  plan  tan- 
gent variable  d'un  point  à  l'autre  d'une  manière  continue.  Il  est 
facile  de  voir  que,  si  la  surface  est  de  second  rang,  le  plan  tan- 
gent en  chaque  point  laissera  cette  surface  tout  entière  d'un 
même  côté. 

Aux  points  isolés  où  il  n'existe  pas  de  plan  tangent,  nous 
admettrons  qu'il  existe  une  nappe  conique  tangente  ;  si  le  long 
d'une  ligne  il  n'existe  pas  de  plan  tangent,  nous  admettrons  qu'en 
chaque  point  de  cette  ligne  il  existe  un  dièdre  tangent. 

Nous  dirons  qu'une  surface,  ouverte  ou  fermée,  est  mulli- 
étoilée  d^ ordre  n  lorsqu'il  sera  possible  d'imaginer  dans  l'espace 
n  points  fixes  tels  que  tout  plan  langent  à  la  surface  passe  par 
l'un  d'entre  eux,  mais  lorsqu'en  même  temps  il  ne  sera  pas  pos- 
sible d'assigner  moins  de  n  points  fixes  jouissant  de  cette  pro- 
priété. 

Une  surface  uniétoilée  se  compose  nécessairement  d'une  portion 
de  cône  et,  par  suite,  est  nécessairement  ouverte.  Comme  exemples 
de  surfaces  fermées  biétoilées,  on  peut  citer  le  parallélépipède, 
l'octaèdre,  le  tétraèdre,  la  surface  engendrée  par  la  révolution 
d'un  losange  autour  d'une  de  ses  diagonales,  etc.  Dans  cette  der- 
nière surface,  les  deux  étoiles,  c'est-à-dire  les  deux  points  fixes 
de  la  définition,  sont  les  extrémités  de  la  diagonale  considérée  ; 
dans  le  parallélépipède  et  l'octaèdre,  les  extrémités  d'une  dia- 
gonale quelconque  ;  dans  le  tétraèdre,  un  sommet  quelconque  et 
un  point  quelconque  de  la  face  opposée. 

Les  surfaces  de  deuxième  rang  non  biétoilées  possèdent  une 
propriété  que  nous  allons  démontrer  et  qui  nous  sera  utile  par  la 
suite. 
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Prenons  un  point  [jt.  sur  une  semblable  surface  ;  soit  m  un  autre 
point  variable  de  cette  surface  ;  soit  dS  un  élément  environnant 
le  point  m  ;  soit  N^  la  normale  à  l'élément  û?S  vers  l'intérieur  de 
la  surface  S  ;  soit  p  la  ligne  m  [ji.  La  quantité 

n   COs(p,  Ne)^g 

a  une  valeur  donnée  parle  troisième  lemme  de  Gauss;  cette  valeur 
est  air  si  la  surface  S  admet  au  point  [x  un  plan  tangent  variable 
d'une  manière  continue  ;  si  les  tangentes  en  ce  point  forment  une 
nappe  conique  d'ouverture  sphérique  a,  elle  a  pour  valeur  a  ;  si, 
au  point  u,  elle  admet  un  dièdre  tangent  dont  l'ouverture  soit 

-j  elle  a  encore  pour  valeur  a.  On  peut  donc  écrire,  dans  tous  les 

cas  possibles. 


S 


Si  l'on  observe  que,  pour  les  surfaces  considérées,  cos(p,]N, 
n'est  jamais  négatif,  on  voit  que  l'on  aura  aussi 


S 


'^'^^^p'^^^^.s.^, 


l'intégration  s'étendant  seulement  à  une  portion  o-  de  la  surface  S. 
Si   p.  et   [jl'  sont  deux  points  quelconques,    distincts  ou  con- 
fondus, de  la  surface  S,  et  si  celle-ci  est  divisée  en  deux  portions 
<T,  0-',  on  aura 

Scos(p,  N,)  ncos(p',  N,) 

— ^^"^"+  S    p'^    ^"  =^^- 

Voici  maintenant  la  proposition  que  nous  allons  démontrer  : 

Si  la  surface  fermée  de  second  rang  S  nJest  pas  hiétoilée, 
on  peut  toujours,  pour  cette  surface,  assigner  une  quantité 
positive  8  telle  que  l'on  ait 

§  20s(p^  ^^  ^  g  cos(p',N.J  ^^,^^^ 

quelles  que  soient  les  positions  des  points  pt.  et  jx'  sur  la  sur- 
face S  et  de  quelque  manière  que  la  surface  S  ait  été  divisée 
en  deux  segments  a-  et  a-'. 
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Supposons  d'abord  que  les  deux  points  pi  et  p.'  aient,  sur  la 
surface  S,  une  position  particulière  déterminée.  Il  peut  arriver 
que  le  point  [x  soit  le  sommet  de  quelque  portion  de  surface 
conique  contenue  dans  S,  et  qu'il  en  soit  de  même  pour  le  point 
jx'.  Soit  S  la  surface  partielle  déduite  de  S  en  enlevant  ces  por- 
tions de  surfaces  coniques.  S  ne  peut  se  réduire  à  rien,  car  il 
faudrait  pour  cela,  si  ^  et  [x'  coïncident,  que  la  surface  fût  uni- 
étoilée,  et  par  suite  ouverte  ou  illimitée;  et,  s'ils  ne  coïncident 
pas,  qu'elle  fût  biétoilée,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  D'ailleurs, 
sur  toute  l'étendue  de  S,  les  quantités  cos(p.  Ne),  cos(p',  N^.) 
sont  certainement  positives,  sauf  en  certains  points  isolés  ou  le 
long  de  certaines  lignes  isolées.  Gela  posé,  retranchons  de  S  une 
surface  S"  telle  que  la  portion  restante  S'  ne  se  réduise  pas  à  o,  et 
qu'en  aucun  point  de  S',  cos(p,  N^)  et  cos(p',  N^)  ne  soient  égaux 
à  o.  Désignons  par  A  la  plus  petite  des  valeurs  que  peuvent 
prendre  sur  S'  les  quantités  cos(p.  Ne)  ei  cos(p',  Ne).  Les  quan- 
tités S'  et  A  ne  dépendent  pas  de  la  manière  dont  la  surface  S  a 
été  divisée  en  deux  portions  o-  et  o-'  ;  elles  peuvent  dépendre  seu- 
lement de  la  position  des  points  p.  et  jx'.  Soient  cr,,  o-',  les  parties 
des  segments  <t,  o-'  que  renferme  la  surface  S".  Soit  enfin  L  la 
distance  la  plus  grande  de  deux  points  de  la  surface  S.  Nous 
aurons  évidemment 

Scos(p,  N^)   ,     ^  AiT] 
^i ^^'-TT' 

Scosfp',  Ne)    ,  ,  ^  A(t', 
-"7^ — ^'^-i>' 

inégalités  qui  donnent  certainement 

Scos(p,Ne)        ,    n  cos(p',  N,)^^,^  Ar 
p2  "^  O         p'2  -   L2 

Cette  inégalité  est  établie  en  supposant  que  les  deux  points  [x 
et  a'  aient  une  position  donnée  sur  la  surface  S.  Mais  la  quantité 
L  a  une  valeur  indépendante  de  la  position  des  deux  points  jx 
et  [x'.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'on  pourra  toujours  faire  en 
sorte  que  les  deux  quantités  A  et  S"  ne  descendent  pas  au-dessous 
d'une  certaine  limite.  On  pourra  donc,  quelles  que  soient  les  po- 
sitions des  deux  points  [x  et  jx'  et  les  deux  segments  o-,  <t',  en  les- 
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quels  on  peut  décomposer  la  surface  S,   assigner   une  quantité 
positive  B  à  laquelle  la  somme 

gcos(p,N,)^^^_gcos(p',N,)^^, 

ne  pourra  jamais  devenir  inférieure. 

Réunissons  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  à  celui  que 
nous  avions  précédemment  obtenu;  posons 

A  =1—  — -, 

et  nous  voyons  que  nous  pourrons  toujours  écrire 

\  désignant  une  constante  positive,  inférieure  à  limité. 

Ces  inégalités  posées,  nous  allons  aborder  l'exposé  d'une  mé- 
thode qui  permet  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  les 
deux  espaces,  extérieur  et  intérieur  à  une  surface  fermée,  de 
second  rang  et  non  biétoilée. 

Cette  méthode,  nommée  Méthode  de  la  moyenne  arithmé- 
tique, a  été  communiquée  par  M.  Cari  Neumann,  le  21  avril  et  le 
3i  octobre  1870,  à  l'Académie  des  Sciences  de  Saxe.  Depuis, 
M.  Cari  Neumann  (')  l'a  exposée  sous  forme  didactique;  cet 
exposé  a  été  également  donné  par  M.  Riquier  (-)  et  par  M.  Axel 
Harnack  (•'). 

§  4.  —  Définition  et  propriétés  de  la  fonction  fondamentale. 

Soit  V  une  fonction  variable  d'une  manière  continue  aux  divers 
points  m  d'une  surface  fermée  S  ;  soit  N^  la  normale  extérieure  à 
cette  surface  ;  soit  /•  la  ligne  qui  va  d'un  point  M  de  l'espace  au 
point  m.  La  méthode  de  M.   Cari  Neumann  repose  sur  l'étude 


(  "  )  Carl  Neumann,  Untersuchungen  ûberdas  logarithmische  und  Newton'sche 
Potential.  Leipzig,  1877. 

(")  G.  Riquier,  Extension  à  l'hyperespace  de  la  méthode  de  M.  Carl  Neu- 
mann pour  la  résolution  de  problèmes  relatifs  aux  fonctions  de  variables 
réelles  qui  vérifient  l'équation  différentielle  AF  =  0.  Thèse  de  doctorat.  Paris, 
1886. 

(  '  )  A.  Harnack,  Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Potentials 
und  der  eindeutigen  Potentialfunktion  in  der  Ebene.  Leipzig,  1887. 
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d'une   fonction   des   coordonnées  du  point   M,   que  nous   nom- 
merons \d,  fonction  fondamentale,  et  qui  est  définie  par  l'égalité 


V  cos(r,  Ne) 


d^. 


Cette  fonction  est  évidemment  régulière  tant  dans  l'espace 
extérieur  à  la  surface  S  que  dans  l'espace  intérieur  ;  d'ailleurs, 
comme  on  peut  évidemment  écrire 

U=  Vp     cos(Ne,  a;)- )- cos(Ne,jK) -'  h- cos(Ne,  ;î) —-  h^S, 

il  est  facile  de  voir  que  l'on  a,  tant  à  l'intérieur  de  la  surface  S 
qu'à  l'extérieur  de  la  surface  S, 

AU  =  0. 

La  fonction  U  est  discontinue  sur  la  surface  S. 

Prenons  d'abord  un  point  M/  intérieur  à  la  surface  S  ;  supposons 


([ue  ce  point  tende  vers  un  point  [jl  de  la  surface  S  où  U  a  la  va- 
leur u{^)-)  et  voyons  vers  quelle  limite  tend 

U(M,)-«(ix). 

Admettons  d'abord  qu'au  point  [x  la  surface  S  admette  un  plan 
tangent  variable  d'une  manière  continue. 

La  quantité  v  variant  d'une  manière  continue  au  voisinage  du 
point  {X,  on  peut  tracer  autour  de  ce  point  un  domaine  D,  décou- 
pant la  surface  S  en  deux  segments,  l'un  a-,  voisin  du  point  [a, 
l'autre  S,  de  telle  manière  que,  pour  tout  point  M/  du  domaine  D, 
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on  ait 


v(m)cos(r,  Ng)   ,   _  Q    i>([i)cos(r,  N^) 


S. 


<l^ 


quelque  petit  que  soit  t. 

D'ailleurs,  le  point  [x  étant  à  l'intérieur  de  ce  domaine,  si  l'on 
désigne  par  p  la  ligne  jjim,  on  aura  aussi 

Si'(m)cos(p,  N^)  ^^  __  O    t^(^t)cos(p,  Ng)   ,   [  ^  s  _ 
0-  ^      \^  e>'^  '^  1^  3  ' 

D'autre  part,  la  quantité 


S. 


[v(m)  —  v(ix)]cos(r,  N^) 


d^ 


varie  évidemment  d'une  manière  continue,  même  lorsque  le  point 
M  traverse  la  surface  «t.  On  pourra  donc,  autour  du  point  [jl,  tracer 
un  domaine  d,  contenu  dans  D,  assez  petit  pour  que,  pour  tout 
point  Mj  de  ce  domaine,  on  ait 


<r 


S  '■'  ^2  P' 

Observons  maintenant  que  l'on  a 

•     u(Mf)-=  Q   vim)cos(r,'Ne)  ^^   ;    O     p(m)  cos(r,  N^^  ^^ 

kj^y  p2  kJv  p2 

que  les  lemmes  de  Gauss  donnent  (Livre  I,  Chap.  IV,  §  1) 

kJ^  p2  ij^  p2 

et  nous  trouverons  que,  pour  tout  point  Mj  du  domaine  f/,  on  a 

I  U(M,-)  —  w(^)  —  27rp({x)  I  <  £, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  lim[U(M/)  — m([ji)]  =  2Trp([Ji). 

Si,  au  point  p.,  la  surface  S  admettait  une  nappe  conique  tan- 
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gente  d'ouverture  sphérique  a,  ou  un  dièdre  tangent  dont  l'angle 
plan  eût  pour  valeur  -,  on  trouverait  de  même 

(ibis)  Iim[U(M/)  — m((x)]  =  (4Tt  —  a)f  ([x). 

Supposons  maintenant  que  le  point  M  tende  vers  le  point  pi.  en 
restant  extérieur  à  la  surface  S.  Nous  aurons,  dans  le  premier  cas, 

(4)  lim[U(M<.)  — ?<(|x)]==  — 27Cf(fjt), 
et,  dans  le  second, 

(4  bis)  Iim[U(Me)  —  u([>.)]  =—  ap([ji;. 

Si  les  deux  points  M/,  M^  tendent  vers  un  même  point  de  la 
surface  S,  l'un  en  restant  intérieur  à  cette  surface,  l'autre  en  lui 
restant  extérieur,  on  a,  dans  tous  les  cas, 

(5)  lim[U(M,)-U(Me)]-4Trp([x). 

§  5.  —  Définition  et  propriétés  des  fonctions  subordonnées. 

Soit  '^{m)  une  quantité  définie  de  la  manière  suivante  : 
Si  au  point  m  la  surface  s  admet  un  plan  tangent  unique  va- 
riable d'une  manière  continue,  on  a  '^{m)  ^^  o.  Si,  au  contraire, 
le  point  m  est  un  point  singulier,  on  a  àÇm)  =  2tz  —  a,  a  ajant  le 
même  sens  que  dans  les  formules  (3  bis)  et  (4  bis). 
Posons 

(6)  ZTzv'(m)  ^  u{jn) -^'b{m) -h  v{m) 

et 

i>'(m)  cos( r,  N^) 


(7)  U'(M}=g 


rî 


dS. 


Cette  égalité  définit  une  fonction  qui  existe  en  tout  point  de 
l'espace,  et  que  nous  nommerons  la  fonction  subordonnée  de  la 
fonction  U(M). 

Il  est  facile  de  voir,  d'après  les  inégalités  (3)  et  (3  bis),  que 
l'on  a 

2Trf'(/n)  —  lim[U(M,-)] —  7.Tzv(m). 

La  fonction  subordonnée  est  donc  une  quantité  variable  d'une 
manière  continue  sur  la  surface  S.  Aussi  la  fonction  U'(JVl),  dé- 
finie par  l'égalité  (7),  est-elle  une  fonction  de  tout  point  analogue 
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à  la  fonction  U(M)  définie  par  l'égalité  (2).  Elle  est  harmonique 
dans  tout  Fespace,  sauf  sur  la  surface  S.  Elle  est  discontinue  sur 
cette  surface  ;  si  w'(a)  désigne  la  valeur  qu'elle  prend  au  point  [a 
de  cette  surface,  on  a 


(8) 


De  même  que  l'on  a  formé  la  fonction  subordonnée  U'(M)  de  la 
fonction  U(M),  on  peut  former  la  fonction  subordonnée  intérieure 
U"(M)  de  la  fonction  U'(M), On  aura  alors  un  moyen  régu- 
lier de  former  une  suite  illimitée  de  fonctions  comme  l'indique  le 
Tableavi  suivant  : 


U  (M)=§ 


v(tn)cos(r\  Ng) 
r2 


^S, 


iT.v"  (m)  —  u'  (m)-\-'\i(77i)v'  (m), 
2Tzv"'(m)  —  u"{m)-h'\i{m)o"  (m), 


Il  est  facile  de  voir,  par  les  égalités  (3  bis),  (8)  et  les  égalités 
analogues,  que  l'on  peut  écrire 

1'  lim[U  (M,-)]  =2t:[p  (  [jl)-^p' ([x)J, 

Iim[U'(M,)]-27i[p'(»-4-(."(fx)]. 

Mim[U"(MO]  -  ■27r[p"(!x)  + p"'([Ji)], 


D'autre  part,   d'après  les  égalités   (4  bis),    (8)  et  les  égalités 
analogues,  on  peut  écrire 

(  liin[U  (Me)]  =  27r[p'([a)-P  (fji)], 
lim[U'(M,)]==27r[p"(jx)-(>'(|x)], 
lim[U"(M,)]-27r[p"'([Ji)-(^"([x)], 


(IIJ 


Airivons  maintenant  à   la  proposition   fondamentale   de   toute 
cette  théorie  ;  elle  s'énonce  ainsi  : 

Si  G  est  la  plus  grande  et  H  la  plus  petite  des  valeurs  que 
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prend  v(ni)  sur  la  surface  S  ;  si  u.  et  jjt,'  sont  deux  points  quel- 
conques de  la  surface  S,  on  a  toujours 

i.'(}x')-i.'((x)<X(G-H), 

X  étant  le  facteur  qui  figure  dans  l'inégalité  (i). 

Soit  M  la  moyenne  arithmétique  des  deux  quantités  G,  H, 

Divisons  la  surface  S  en  deux  régions  :  l'une  u,  dans  laquelle 
v{ni)  a  en  tout  point  une  valeur  égale  ou  supérieure  à  M,  l'autre 
n'  dans  laquelle  v[m)  a  en  tout  point  une   valeur  inférieure  à  ]M. 

La  définition  de  (^'(p-)  nous  donne 


v{m.)  oos(p,  N,.) 
On  en  déduit  aisément 


2TrP([^)^tj;(|x)G-^  G|^ û?cr-+-M|^  ^^ rfî  , 

i-KV  {]x)  l'i^{]x)l{  +  M  V  ^ â?c;  -1-  H  V — ^ — —  di . 

Ces  inégalités  peuvent  encore  s'écrire 

.X.V)  s  G  [«  „  .- s  ïîîitlî*  rfs]  +  (M  -  G  )  S  ^^^  rf,', 

Mais  on  a,  d'après  le  troisième  lemme  de  Gauss, 

1^(1^)+ J^ J^ û?S  =  27:, 

et  nos  égalités  deviennent 


2'irç'  ([ji)^2TrG-i-(M  —  G)V —^ «a  , 

Sco<;  f  0,  îV,.') 
^ -^        ^g 
P 

ou  enfin 

,/    ,<       r       Tt  — H  n  cos(p,  Ne)      , 
2Trp'(fi)5  2TcG Y~\!S p2 ■ 


(9) 


27rp'([i)â2TrHH ^ —  [^ 


G  — TI  n  cosro,^^^) 


P' 


rfc 
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On  peut,  pour  ç'(u.'),  trouver  deux  inégalités  analogues.  On  en 
déduira 

ou  bien,  en  vertu  de  l'inégalité  (i), 

(.'((x')-i^'(l^)i>^(G-H), 

ce  qui  est  l'inégalité  annoncée. 

Soient,  en  particulier.  G'  la  plus  grande  et  H'  la  plus  petite  des 
valeurs  que  prendra  ç'(m)  sur  la  surface  S  ;  on  aura 

iG'—U')<'k(G  —  U). 

Si  G,  G',  G",  G"',  . . .  sont  les  plus  grandes  valeurs  et  H,  H', 
H",  H'",  . . .  les  plus  petites  valeurs  que  prennent  les  fonctions 

v{m),  v'{m)^  t'"(m),  v"'(m),  ...  sur  la  surface  S,  on  aura 


(IV) 


(G'— H')f.X(G  —  H  ;, 
(G"  — H")1X(G'-H'), 
(G'"— H"')<X(G"— H"), 


ce  qui  entraine 

(V)  G(«)— H(«'1X«(G  — H). 

Enfin,  comme  les  quantités 


•  s 


ne  peuvent  jamais  être  négatives  pour  une  surface  de  second  rang, 
les  inégalités  (9)  donnent 

G^p'(m)^H, 
et,  de  même, 

G^p"(m)-:H, 


ou,  en  d'autres  termes, 

(VI)  G^p(«)(»î)^H, 

quel  que  soit  n. 

Des   inégalités  (V)  et  (VI)   on    déduit  immédiatement  le  ré- 
sultat que  voici  : 
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Il  existe  une  constante  G  telle  que  Von  ait 

(VII)  |t^(«)(m)— G|<X«(G  — H), 

quel  que  soit  n. 

§  6.  —  Solution  du  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace  intérieur 
à  une  surface  de  second  rang  non  biétoilée. 

Ces  préliminaires  établis,  considérons  la  série 

(lo)     [p(m)  —  v'{m)\  -\-  {v\m)  —  v" {m)]  4-  {v"{m)  —  v"'{m)\  4-. . . 
dont  le  terme  de  rang  (/i  4-  i  )  est 

•p{«+l)  :=,  t;(«)(/n)  —  p(«+l)(/n). 

Il  est  facile  de  voir,  par  l'inégalité  (VII),  que  l'on  a 

|T(«+i)|<2X«(G— H), 

en  sorte  que  cette  série  (lo)  est  uniformément  convergente. 

Il  est  facile  d'en  trouver  la  somme  ;  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  cette  série  est  en  effet 

v{m)  —  v^'^^m), 

et,  lorsque  n  croît  au  delà  de  toute  limite,  cette  quantité  tend  vers 

v{m)  —  G. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  si,  dans  la  série  (lo),  on 
groupe  les  termes  deux  par  deux,  on  obtient  une  nouvelle  série 
qui  converge  uniformément  et  a  même  somme  que  la  série  (lo). 

La  série 


(lo  bis) 


\[v{m)-v'{m)]^[v'{m)~v"  (m)]j 
+  \{v"{m)  —  v"'{m)\  +  [v"\m)  —  v'" {in)\\  -f-. . . 

converge  donc  uniformément  et  a  pour  somme 

v{m)  —  G. 

Considérons  maintenant  la  série 

(n)  —  i[U(M,)-U'(M,-)]^[U''(M,)-U'''(M,-)]  +  [U''(M/)-U'(M,-)]-^...|. 

Chacun  de  ses  termes  est  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur 
de  la  surface  S.  Lorsque  le  point  M,  tend  vers  un  point  de  la  sur- 
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face  S,  chacun  des  termes  de  la  série  (ii)  tend,  d'après  les  éga- 
lités (II),  vers  le  terme  correspondant  de  la  série  (lo  bis).  Ainsi, 
d'après  le  théorème  de  M.  Vito  Volterra,  cette  série  (ii)  repré- 
sente une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  la  surface  S  pre- 
nant la  valeur  [i-'{m)  —  C]  sur  la  surface  S,  et  tendant  d'une 
manière  continue  vers  cette  valeur  lorsque  le  point  Mj  tend  vers 
le  point  M. 

Si  donc  on  veut  former  une  fonction  harmonique  à  V inté- 
rieur de  la  surface  S,  continue  j us qu^ à  la  surface  S  et  prenant 
en  tout  point  m  de  cette  surface  une  valeur  donnée  v{ni),  on 
formera  les  fonctions  ^'  (m),  <,>"{m),  . . .,  U,  U',  L",  . . .,  diaprés 
les  règles  indiquées  au  tableau  (I);  on  cherchera  la  constante 
C,  limite  des  valeurs  des  quantités  i^{m),  v'{m),  ç"{m),  ...et 
la  fonction  cherchée  sera  donnée  par  la  série 

(VIII)   j  V(M,)  =  C+^|[U(M,)-U'(M,)]  +  [U"  (M,,-IJ"'(M,)] 

Le  problème  de  Dirichlet  est  ainsi  résolu  pour  l'espace  intérieur 
à  toute  surface  de  second  rang  non  biétoilée. 

§  7.  —  Solution  du  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace  extérieur 
à  une  surface  de  second  rang  non  biétoilée. 

On  peut  aussi  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace 
extérieur  à  une  surface  de  second  rang  non  biétoilée  ;  mais  la 
solution  présente  quelques  complications  qui  ne  s'offraient  pas 
dans  le  problème  précédent. 

Soit  w{m,)  l'ensemble  des  valeurs  données  sur  la  surface  S. 
Plaçons  à  l'intérieur  de  cette  surface,  en  un  point  arbitrairement 
choisi,  une  charge  électrique  k.  Au  point  m  de  la  surface  S, 
la  fonction  potentielle  de  cette  charge  prend  la  valeur  q(^m).  Po- 
sons 

\>{}n)  =■  iv{ni) -\- q{}n), 

et  formons  la  fonction  U  et  les  fonctions  subordonnées  comme 
l'indique  le  tableau  (I). 

La  fonction  v{m)  est  la  somme  d'une  fonction  w(^ni),  indépen- 
dante de  A,  et  d'une  fonction  q{m'),  proportionnelle  à  k  ;  elle 
est  donc  fonction   linéaire    de  k.   On   verra  sans  peine  qu'il  en 
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est  de  même  des  fonctions   v'{/n),   v"{m),  ...,  en  sorte  que  ces 
fonctions  ont  pour  limite,  L  +  PA",  L  et  P  étant  deux  constantes. 
Considérons  maintenant  la  série 

-  —  [U(Me)  ■+■  U'(M,)  -h  U"(M,)  4-  U"'(M,)  - . . .  J. 

27t 

Chacun  de  ses  termes  est  une  fonction  harmonique  à  l'extérieur 
de  la  surface  S,  se  comportant  à  l'infini  comme  une  fonction  po- 
tentielle, et,  d'après  les  égalités  (III),  lorsque  le  point  M^  tend 
vers  le  point  m  de  la  surface  S,  chacun  de  ces  termes  tend  d'une 
manière  continue  vers  le  terme  correspondant  de  la  série  (lo). 

Par  conséquent,  la  série  considérée  représente  une  fonction 
harmonique  dans  tout  l'espace  extérieur  à  la  surface  S,  se  com- 
portant à  l'infini  comme  une  fonction  potentielle,  prenant  sur  la 
surface  S  hi  valeur 

v{m)  —  G  =  iv(m)  -^  q{/n)  —  L  —  P k 

et  tendant  d'une  manière  continue  vers  cette  valeur  lorsque   le 
point  M^  tend  vers  le  point  m. 

Ce  résultat  nous  conduit  sans  aucune  peine  à  la  règle  sui- 
vante : 

Si  l'on  veut  forme/'  une  fonction  harmonique  à  V extérieur 
de  la  surface  S,  se  comportant  à  V infini  comme  une  fonction 
potentielle,  continue  jusqu'à  la  surface  S  et  prenant  en  tout 
point  m  de  cette  surface  une  valeur  donnée  w(m),  on  opérera 
ainsi  : 

En  un  point  O  arbitrairement  choisi  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face S,  on  placera  une  charge  K  dont  la  fonction  potentielle 
prendra  au  point  m  la  valeur  q{ni).  Posant 

v{m)  —  w{m)  -r-  g{>n), 

on  formera  le  tableau  (I). 

Les  fonctions  v'{m),  v"(m),  ...  tendront  vers  une  limite  de 
la  forme 

L  +  PK, 

h  et  V  étant  deux  constantes. 

D.  -  I.  i6 
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Dans  les  fonctions  U,  U',  U",  ...,  on  remplacerai  par  la 
valeur  —  ^-  Si  Von  désigne  par  R  la  distance  du  point  M,. 
au  point  O,  et  si  l'on  forme  la  fonction 

(IX)       V(M,)=^    •        _L[U(M,)-f-U'(M,)  +  U"('Me)H-...J, 
r    ri         air 

elle  résoudra  le  problème  posé. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  M.  Cari  Neuinann  permet, 
étant  donnée  une  surface  de  second  rang  non  biétoilée,  de  résoudre 
effectivement  le  problème  de  Dirichlet  tant  pour  l'espace  intérieur 
à  cette  surface  que  pour  l'espace  qui  lui  est  extérieur.  Il  s'en  faut 
bien  que  l'on  ait  ainsi  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  pour 
tous  les  cas  possibles  ;  mais,  du  moins,  en  obtient-on  la  solution 
pour  un  cas  infiniment  plus  étendu  que  tous  ceux  où  l'on  avait 
pu  la  donner  jusqu'icM. 
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CHAPITRE  X. 

LA  DISTRIBUTION  NATURELLE. 


§  1.  — Comment  la  solution  du  problème  de  Dirichlet  pour  tous  les 
corps  peut  se  ramener  à  la  recherche  de  la  distribution  naturelle 
sur  tous  les  corps. 

Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace 
intérieur  à  une  certaine  surface,  on  sait  aussi  le  résoudre  pour 
l'espace  extérieur  à  la  surface  en  laquelle  la  première  se  trans- 
forme par  inversion.  Si  donc  on  sait,  pour  tous  les  corpS;  ré- 
soudre le  problème  intérieur  de  Lejeune-Dirichlet,  on  sait  aussi, 
pour  tous  les  corps,  résoudre  le  problème  extérieur  de  Lejeune- 
Dirichlet.  On  peut  se  proposer  seulement  de  résoudre  le  premier 
problème. 

On  sait  résoudre  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'es- 
pace intérieur  à  une  certaine  surface  S,  si  l'on  sait  trouver  la 
fonction  de  Green  relative  à  cette  surface  S  et  à  un  pôle  quel- 
conque P  intérieur  à  cette  surface  S. 

Trouver  la  fonction  de  Green  pour  la  surface  S  et  le  pôle  P  se 
ramène  à  trouver  une  fonction  TÇa^y,  z),  harmonique  à  l'intérieur 

de  la  surface  S  et  devenant  égale  à  (  —  -^=- j  en  tout  point  M  de 

la  surface  S. 

Transformons  la  surface  S  par  inversion  en  plaçant  le  pôle  de 
transformation  au  point  P  et  en  prenant  l'unité  pour  coefficient 
de  transformation.  Soit  S'  la  transformée  de  la  surface  S.  Suppo- 
sons que  nous  sachions  trouver  la  fonction  -^{0:',^',  z'),  qui  esl 
harmonique  dans  l'espace  extérieur  à  la  surface  S',  égale  à  l'unité 
sur  la  surface  S'  et,  à  l'infini,  égale  à  zéro  à  la  manière  d'une  fonc- 
tion potentielle.  Si  l'on  transforme  de  nouveau  par  inversion  la 
surface  S'  en  la  surface  S,  la  fonction  f{x',y,  z')se  transforme  en 
une  fonction  g{^,y,  :■)■  Si  l'on  désigne  par  /-la  distance  du  point 
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{■r,y,  z)  au  point  P,  la  fonction 

sera  harmonique  en  tout  point  intérieur  à  la  surface  S  et  prendra 


la  valeur  (  —  —=-  \  en  tout  point  de  cette  surface.  Ce  sera  donc  la 

\        MP  / 

fonction  cherchée  Y{x,y,  z). 

On  saura  donc  trouver  la  fonction  Tl^x^y^z)  pour  l'espace 
intérieur  à  toute  surface  et  pour  toute  position  du  pôle  en  cet 
espace,  si  l'on  sait  trouver,  pour  toute  surface,  la  fonction 
Y(^,  jK?  z)  qui  est  harmonique  dans  tout  l'espace  extérieur  à  celte 
surface,  qui  prend  la  valeur  i  sur  la  surface,  et  devient,  à  l'infini, 
('■gale  à  zéro  comme  une  fonction  potentielle. 

Cette  fonction  ^(^x,y,z)  est  la  fonction  potentielle  d'une  cer- 
taine quantité  d'électricité  distribuée  en  équilibre  sur  le  conduc- 
teur soustrait  à  toute  influence.  La  quantité  d'électincité  qui  admet 
pour  fonction   potentielle  la  fonction  y(c,jKj  ^)  est  la  quantité 

C 

—  j  C  étant  la  capacité  du  condensateur  et  £  la  constante  des  lois  de 

Coulomb. 

Supposons  que  nous  sachions  déterminer  la  distribution  d'équi- 
libre qu'alTecle,  sur  le  conducteur  soustrait  à  toute  influence,  une 
charge  électrique  égale  à  l'unité.  Nous  pourrons  alors  calculer  la 
fonction  potentielle  u{x,  y,  z)  de  cette  distribution.  Cette  fonction 
prend,  en  tout  point  de  la  surface  du  conducteur,  une  même  va- 
leur A.  Nous  aurons 


et 


^=é 


G  j((t,  V.  z) 


A 

Nous  nommerons  distribution  naturelle  sur  un  conducteur  la 
(distribution  qu'affecte  une  charge  égale  à  l'unité  à  la  surface  de  ce 
conducteur  soustrait  à  toute  influence,  et  nous  pourrons  énoncer 
ce  théorème  : 

On  sait  résoudre  le  problème  de  Lej eune-Dirichlet  pour 
V espace  tant  intérieur  qu' extérieur  à  une  surface  quelconque, 
si  l'on  sait  déterminer  la  distribution  naturelle  sur  tout  con- 
ducteur. 
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§  2.  —  Méthode  de  M.  G.  Robin  pour  déterminer  la  distribution 
naturelle  sur  un  conducteur. 

Toule  méthode  propre  à  résoudre  en  général  le  problème  de 
Lejeune-Dirichlet  est  évidemment  propre  à  déterminer  en  parti- 
culier la  distribution  naturelle  sur  un  conducteur;  mais  la  re- 
cherche de  la  distribution  naturelle  donne  prise  à  certaines  mé- 
thodes qui  ne  peuvent  s'étendre  à  la  résolution  du  problème  de 
Lejeune-Dirichlet  en  général. 

13e  ce  nombre  est  l'élégante  méthode  indiquée  par  M.  G.  Robin 
pour  déterminer  la  distribution  naturelle  à  la  surface  de  tout  corps 
limité  par  une  surface  de  second  rang. 

Le  point  de  départ  des  recherches  de  M.  G.  Robin  est  la  consi- 
dération d'une  équation  fonctionnelle  remarquable  à  laquelle 
satisfait  la  densité  électrique  en  tout  point  d'un  conducteur  en 
équilibre. 

Soient 

t(M)  la  densité  électrique  en  un  point  M  de  la  surface  S  d'un  con- 
ducteur électrisé  ; 

N,.  la  normale  à  la  surface  S,  au  point  M,  vers  l'extérieur  du 
conducteur  ; 

<t>j,  la  composante  suivant  N^  de  l'action  électrostatique  au 
point  M. 

On  sait  que  l'on  a  (p.  88) 

«1>K,.  =  27r£<j(M;. 
Soient 

ris  un  élément  de  la  surface  S  ; 

P  un  point  de  l'élément  dS  ; 

P,  un  point  électrisé  qui  agit  sur  le  conducteur  ; 

qt  la  charge  électrique  que  porte  ce  point. 

Nous  aurons 


*».=.S 


a(P)cos(PM,  N^)  '^  7iCos(P,  M,  N^) 

FM  "^  P,M 


La  fonction  o"(M)  vérifie  donc  l'équation  fonctionnelle 
^  Pm'  "^  PiM' 
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Réciproquement,  si  la  densité  (t(M)  vérifie  cette  égalité,  une 
couche  électrique  qui  a  pour  densité  <7(M)  en  tout  point  M  de  la 
surface  S  met  en  équilibre  le  conducteur  qui  est  limité  par  la  sur- 
face S  et  qui  est  soumis  à  l'action  des  points  éleclrisés  P<. 

Soit,  en  efl'et,  Fi^.  la  composante  suivant  la  normale  à  la  sur- 
face S,  vers  l'intérieur  du  conducteur,  de  l'action  électrostatique  en 
un  point  intérieur  à  la  surface  S  et  infiniment  voisin  du  point  M. 

Nous  aurons  [Livre  I,  Ch.  VII,  égalité  (7)] 

<!% H- Fjs;  —  2t:£ci(M)  =  o. 
Mais  l'égalité  (i)  donne 

*Ne  —  •2Tr£a(M)  -r-.  o. 
Elle  entraîne  donc 

FN;    =    O, 

OU  bien,  en  désignant  par  V  la  fonction  potentielle, 

La  fonction  V  est  alors  constante  à  l'intérieur  du  conducteur 
limité  par  la  surface  S  et  ce  conducteur  est  en  équilibre.  L'équa- 
tion fonctionnelle  (i)  détermine  donc  toute  distribution  d'équi- 
libre sur  la  surface  S. 

M.  G.  Robin  (  '  )  a  fait  de  fort  belles  applications  de  l'équation  (  i). 
Citons-en  seulement  une  à  titre  d'exemple  : 

Une  sphère  de  rayon  R  est  maintenue  à  un  niveau  potentiel 
A,  en  présence  d^  un  point  électrisé  P),  portant  une  charge  q^ 
et  dont  la  distance  au  centre  de  la  sphère  est  D, .  Quelle  est 
la  distribution  électrique  sur  cette  sphère  ? 

Nous  aurons 

cos(PM,N,)  =  ^, 

2K 

cos(PiM,Nj=  —^ -^ 

2R         aR.PjM 


(')  G.  Robin,  Sur  la  distribution  de  V électricité  à  la  surface  des  conduc- 
teurs fermés  et  des  conducteurs  ouverts  {Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, 3*  série,  t.  III.  Supplément;  1886). 
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L'égalité  (i)  devient  donc 

2R  \^0    PM  p,M/  2K       p  jyj^ 

Mais  on  a 


S 


^4^rfS-i-_-iL  =  A, 


PM  P,  M 

cl,  par  conséquent, 

résultat  auquel  Sir  W.  Thomson  (')  était  arrivé  par  des  méthodes 
géométriques  très  élégantes,  mais  détournées. 

Dans  le  cas  où  aucune  influence  ne  s'exerce  sur  le  conducteur 
limité  par  la  surface  S,  l'égalité  (i)  se  réduit  à 


(2)  2Tra(M)=g 


a(P)cos(PM,Ne) 


dS. 


PM 


C'est  sur  la  considération  de  cette  égalité  que  repose  la  méthode 
donnée  par  M.  G.  Rohin  (*)  pour  déterminer  la  distrihution  natu- 
relle de  l'électricité  sur  un  conducteur  limité  par  une  surface  de 
second  rang. 

Prenons  une  fonction /(M)  assujettie  seulement  à  être  uniforme, 
à  demeurer  finie,  et  à  varier  toujours  d'une  manière  continue  sur 
la  surface  S.  Supposons  en  outre  que  cette  fonction  ait  le  même 
signe  en  tout  point  de  la  surface  S. 

Formons  les  fonctions 

.    n   /(P)cos(PM,  N,)  ,^ 
PM 
(3)  {    ,,^,        I    O  /,(P)cos(PM,Ne) 


^s, 


PM 


Les  fonctions /(M),  y,  (M),  /^(M),  ...  forment  une  suite  illi- 


(')  Sir  W.  Thomson,  Geometrical  investigations  with  référence  to  the  dis- 
tribution of  electricity  on  spherical  conductor  (  Cambridge  and  Dublin 
Mathematical  Journal,  i848,  1849,  ^^^^  !  Papers  on  electrostatics,  art.  89). 

(»)  G.  Robin,  Distribution  de  l'Électricité  sur  une  surface  fermée  convexe 
{Comptes  rendus,  t.  GIV,  p.  i834;  1887). 


(5) 
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mitée.  Nous  allons  prouver  que,  lorsque  n  croît  au  delà  de  toute 
Hniile,  la  fonction  fn(M)  tend  vers  une  limite  qui  a  pour  valeur 
Ke(M),  e(M)  étant  la  densité  superficielle  au  point  M  dans  la 
distribution  naturelle. 

Écrivons  en  effet  la  première  des  égalités  (3)  sous  la  forme 


Soit  G  la  limite  supérieure  des  valeurs  prises,  sur  la  surface  S, 

par  le  rapport     ,,i'  Soit  H  la  limite  inférieure  des  mêmes  valeurs. 

Posons 

G  +  H 

Divisons  la  surface  S  en  deux  parties  :  l'une,  o-,  en  tout  point  P 
de  laquelle  on  ait 

l'autre,  a',  en  tout  point  P  de  laquelle  on  ail 

/(P) 

La  surface  étant  de  second  rang,  cos(PM,  N^j  n'est  jamais  né- 
gatif;  e(P)  est  positif  en  tout  point  (Chap.  IV,  théorème  I).  L'éga 
lité  (4)  permet  donc  d'écrire 

../,(M)1gC    ^(P)cos(_PM,N.)^^^      O     e(P)cos^PM,N.)^^, 
^<y  Pm'  ^a'  PM 

e(P)cos(PM,  N,)   ,        „n     e(P)cos(PM,  Ne)   ,  , 

^ «7  -4-  H   V ;  '^'' 

Pm'  ^«t'  PM 


"  PM"  ^«•'  uivi 

ou  bien,  d'après  la  définition  de  [jl, 

(../.(M)<Gg   ^(P)cos[PM.N.)^3_G-Hn     .(P)  cos(PM,  N.)  ^^,^ 
\  ^s  PM  ^       ^^ff'  PM 

^c  t>n/r  2  L7_  Plu" 


's  PM  'T  PM 
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Mais,  d'après  l'égalité  (2).  on  doit  avoir 


/AIN        C    e(P)cos(PiVl,  N^)   ,ç 
2re(M)  =  V   — — ^ ab. 


PM 


Si  l'on  pose 


(6) 


e(P)cos(PiVl,Ne)   ,  .    ,.., 

^  ^-p— ^ — -  di  —  2Tree(M), 

Pi\r 

e(P)cos(PM,N«) 


<T'  PJVl'' 


da'  =  2'!r6'e(M), 


les  deux  quantités  0  et  9'  seront  positives  ;  leur  somme  sera  égale 
à  I  et,  par  conséquent,  chacune  d'elles  sera  inférieure  à  l'unité. 
L'introduction  de  ces  relations  permet  d'écrire  les  égalités  (5) 
sous  la  forme  suivante  : 

e(M)  -  1 


Soit  0'  la  valeur  de  0'  qui  correspond  à  la  plus  grande  valeur  G, 

que  le  rapport  '-^.-ri  prenne  sur  la  surface  S.  Soit  0  la  valeur  de  0 

qui  correspond  à  la  plus  petite  valeur  H,  que  le  rapport      ^^ 

prenne  sur  la  surface  S.  La  seconde  de  ces  quantités  0  et  0'ne  peul 
être  égale  à  zéro,  même  si  f^  CM)  est  égal  à  e(M)  en  tout  point 
de  la  surface  S  ;  chacune  d'elles  est  inférieure  à  l'unité.  INons 
aurons,  en  vertu  des  inégalités  précédentes, 


G, 

<G- 

0' 

G 

— 

H 

'-'  1 

•1 

H, 

IHh- 

e 

G 

2 

H 

el,  par  conséquent, 


G,-H,irG-HM  1 


En  raisonnant  de  même  sur  les  autres  égalités  (3),  nous  trou 
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verons 


G3-Il3è(G2-H,)(i-^^-j 


Chacune   des  quantités  S„,  &'^^  est  positive  et  inférieure  à  i  ; 
la  quantité  0«  ne  peut  tendre  vers  zéro.  Le  rapport 


est   donc  positif  et  admet   une  limite  supérieure  ).  inférieure  à 
l'unité,  en  sorte  que  l'on  a 

G,-Hi^X(G  -H), 

G2-H2lX(Gi-Hi), 
G3— H3£X(G2 — H2), 


et,  par  conséquent, 

G„-H„1X"(G-H). 

De  là  on  conclut  que  le  rapport       .. —  tend  vers  une  limite  K 
^  ^^         e(M) 

indépendante  de  la  position  du  point  M  sur  la  surface  S,  et  que, 

par  conséquent, 

Iim[/„(M)]„_  =  Ke(M). 

Cette  valeur  K  est  d'ailleurs  forcément  différente  de  zéro  si, 
comme  nous  l'avons  supposé,  la  fonction /"( M)  a  même  signe  en 
tout  point  de  la  surface  S. 

La  constante  K  se  détermine  aisément.  Si  l'on  remarque  que 

Ce(M)^S  =  i, 
on  voit  que  l'on  a 

Iim[^g/„(M)^SJ^_    =.K, 
et,  par  conséquent, 

•  ■  .(M)  =  limr       -f""^^       "I        , 

formule  qui  détermine  la  distribution  naturelle  sur  la  surface  S. 
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M.  Poincaré  (')  a  donné  une  autre  méthode  qui  permet  de 
déterminer  la  distribution  naturelle  sur  une  surface  fermée, 
convexe  ou  non  convexe,  ne  présentant  pas  d'autres  singularités 
qu'un  nombre  limité  de  points  coniqvies. 


(')  H.  Poincaré,  Sur  le  problème  de  la  distribution  électrique  {Comptes 
rendus,  t.  CIV,  p.  44  ;  1887)  ;  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la 
Physique  mathématique  {American  Journal  of  Mathematics,  t.  XII,   p.   211; 

.890). 


252  Mvm:   II.    —   DisTRiBirioN  i:t  PROIÎI.KMK   DK  DimCllI.KT. 


CHAPITRE  XL 

LE    PROCÉDÉ   ALTERNÉ. 

§  1.  —  Extension  du  problème  de  Lejeune-Dirichlet. 

Dans  l'étude  du  problème  de  Lejeune-Dirichlet,  nous  avons 
supposé  jusqu'ici  qu'en  tout  point  m  de  la  surface  S  les  valeurs 
données  ç(m)  étaient  finies  et  variaient  d'une  manière  continue 
d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  S.  Cette  supposition  nous  était 
dictée  par  la  manière  même  dont  le  problème  de  Lejeune-Diri- 
chlet s'introduit  dans  l'élude  de  la  distribution  électrique.  Mais, 
pour  l'étude  d'une  méthode  qui  sera  exposée  au  paragraphe  sui- 
vant, il  nous  est  nécessaire  d'étendre  l'énoncé  du  problème  de 
Dirichlet  en  admettant  la  possibilité  de  certaines  discontinuités 
pour  les  valeurs  données  ç(m). 

Nous  admettrons  donc  que,  sur  la  surface  S,  on  puisse  tracer 
une  ligne  L  ne  passant  pas  deux  fois  par  le  même  point,  et  pos- 
sédant les  propriétés  suivantes  : 

La  fonction  p(m)  est  continue  en  tout  point  de  la  surface  S, 
sauf  aux  points  de  la  ligne  L. 

Soit  [JL  unpoint  de  la  ligne  L.  Si  le  point  m  tend  vers  le  point  pi 
en  restant  d'un  côté  déterminé  de  la  ligne  L,  la  fonction  ç(m) 
tend  vers  une  limite  parfaitement  déterminée  ^'t(pi-).  Si  le  point  m 
tend  vers  le  point  ix  en  restant  de  l'autre  côté  de  la  ligne  L,  la 
fonction  ç(ni)  tend  vers  une  limite  parfaitement  déterminée,  mais 
différente  de  la  précédente,  V2{l>-)- 

On  ne  suppose  pas  que  l'on  ait  donné  de  valeurs  à  la  fonction 
v{m)  aux  divers  points  de  la  ligne  L.  On  suppose  seulement  que 
ces  valeurs  doivent  être  finies  ('). 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ces  conditions,  la  démonstration 

(')  Celte  restriction  est  essentielle.  Si  la  fonction  v{in)  n'est  pas  assujettie  à 
être  finie  le  long  des  lignes  de  discontinuité,  le  problème  proposé  peut  admettre 
une  infinité  de  solutions,  comme  M.  Painlevé  l'a  démontré  pour  le  problème 
analogue  relatif  aux  fonctions  de  deux  variables  [Paul  Painlevé,  ^wr  les  lignes 
singulières  des  fonctions  analytiques  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.  IL  p.  B.22;  1888)] 
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par  laquelle  on  a  prouvé,  au  Chapitre  V,  que  le  problème  de  Diri- 
chlet  ne  pouvait  admettre  plus  d'une  solution  demeure  entière- 
ment valable. 

Mais  une  circonstance  se  présente  sur  laquelle  il  est  nécessaire 
d'appeler  l'attention. 

Prenons  tout  d'abord  un  point  m  au  voisinage  duquel  les  valeurs 
de  v{m)  n'éprouvent  aucune  discontinuité.  Soit  M/  un  point  inté- 
rieur à  la  surface  S.  Soit  V(M,)  une  fonction  qui  résout  pour  cet 
espace  le  problème  de  Dirichlet.  On  peut  toujours,  autour  du 
point  m  tracer  un  domaine  D,  compris  à  l'intérieur  de  la  surface  S, 
et  assez  petit  j)our  que,  pour  tout  point  M/  de  ce  domaine,  on  ait 

|V(M,-)-i^(/n)i<£, 

î  étant  une  ([uuntité  positive  donnée  d'avance. 

Soit,  en  efi'et,  s  la  partie  de  la  surface  S  qui  forme  la  limite  du 
domaine  D  (Jîg'.  i'i)  avec  une  surface  a-  comprise  à  l'intérieur  do 

Fi 


l'espace  considéré.  La  fonction  V(M)  est  continue  sur  la  surface  t 
et  sur  la  surface  s.  Il  en  est  de  même  de  la  fonction 

U(M)  =  V(M)-t^(»i), 

puisque  v(/n)  ne  varie  pas  avec  le  point  M.  On  peut  donc  prendre 
cette  surface  (-î  +  '^)  assez  petite  pour  que,  pour  tout  point  M  de 
cette  surface,  on  ait 

|U(M)|<£. 

Alors,  comme  la  fonction  U(M/),  harmonique  à  l'intérieur  du 
domaine  D,  prend  sa  valeur  absolue  maxima  en  un  point  de  la 
surface  {s  -t-  a-)  qui  limite  le  domaine  D,  on  voit  que  l'on  aura, 
comme  nous  l'avions  annoncé, 

|U(M,)|<e, 

pour  tout  point  du  domaine  D. 

Ainsi,  lorsque  la  fonction  v{ni)  est  continue  sur  la  surface  S 
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au  voisinage  du  point  m,  la  fonction  V(M<)  qui  résout  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  V espace  intérieur  à  la  surface  S,  et  la 
fonction  W(Me)  qui  résout  le  même  problème  pour  V  espace  ex- 
térieur à  la  surface'è^  tendent  Vune  et  Vautre  uniformément 
vers  ç{m)  si  le  point  M/  et  le  point  M^  tendent  vers  le  point  m. 

La  démonstration  sur  laquelle  repose  cette  proposition  ne  se  peut 
plus  répéter  si  le  point  m  se  trouve  coïncider  avec  un  point  [x  de  la 
ligne  L  le  long  de  laquelle  les  valeurs  de  v{m)  sont  discontinues. 

Dans  ce  cas,  il  peut  arriver  que,  le  point  M/  tendant  vers  le 
point  [JL,  la  fonction  V(M/)  qui  résout  le  problème  de  Dirichlet 
povir  l'espace  intérieur  à  la  surface  S,  ne  tende  plus  d\ine  ma- 
nière uniforme  vers  aucune  limite  ;  il  peut  arriver  que  la  limite 
vers  laquelle  tendent  les  valeurs  de  V(M/)  dépende  du  chemin 
suivi  par  le  point  Mi  pour  venir  rejoindre  le  point  m. 

5^  2.  —  Extension  de  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique. 

La  méthode  de  la  moyenne  arithmétique,  créée  par  M.  Cari 
Neumann  pour  résoudre  le  problème  de  Lejeune-Dirichlel,  peut- 
elle  s'étendre  au  cas  où  les  valeurs  données  v{m)  présentent,  sur 
la  surface  S,  des  discontinuités  du  genre  de  celles  que  nous 
venons  de  définir  ? 

Cette  question  a  été  complètement  examinée,  pour  le  cas  de 
deux  variables,  par  M.  Axel  Harnack  (  '  )  qui  j  a  répondu  affirma- 
tivement. Les  raisonnements  de  M.  Axel  Harnack  ne  peuvent 
s'étendre  au  cas  de  trois  variables  que  moyennant  certaines  res- 
trictions, qui  ne  permettent  pas  de  laisser  à  la  conclusion  son 
entière  généralité. 

Voici  dans  quelles  conditions  les  raisonnements  de  M.  Axel 
Harnack  se  laissent  étendre  au  problème  de  Lejeune-Dirichlet  dans 
l'espace  : 

La  ligne  L,  le  long  de  lac^uelle  les  valeurs  de  v{j7i)  sont 
discontinues,  est  tout  entière  tracée  dans  une  région  en  tout 
point  de  laquelle  la  suif  ace  S  admet  un  plan  tangent  unique 
variable  d'une  manière  continue;  ou  bien  encore,  en  tout 
point  de  la  ligne  L,  la  surface  S  admet  deux  plans  tangents 


(')  Axel  Harnack,  Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Poten- 
tiales,  . . .,  p.  96.  Leipzig,  1887. 
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distincts  ;  mais  la  ligne  L  ne  coupe  jamais  une  arête  de  la 
surface  S,  ou  ne  passe  jamais  par  un  point  conique  de  cette 
surface.  De  plus,  la  ligne  L  admet  en  chaque  point  une  tan- 
gente unique,  variable  d'une  manière  continue. 

Moyennant  ces  conditions,  la  surface  S  étant  en  outre  sup- 
posée une  surface  de  second  rang  non  bidtoilée,  la  méthode  de  la 
moyenne  arithmétique  permet  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet 
tant  pour  l'espace  extérieur  à  la  surface  S  que  pour  l'espace  intérieur, 

La  solution  ainsi  trouvée  possède  une  propriété  qu'il  est  utile 
d'indiquer. 

Soit,  par  exemple,  \  (M/)  la  fonction  ainsi  trouvée  qui  résout  le 
problème  de  Dirichlet  pour  l'espace  intérieur  à  la  surface  S. 

Supposons  que  le  point  M/  tende  vers  un  point  m  de  la  surface  S 
où  la  fonction  v(^m)  est  continue-,  V(  M/)  tend  alors  d'une  manière 
uniforme  vers  ç(m'),  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  au 
paragraphe  précédent. 

Supposons,  au  contraire,  que  le  point  M/  tende  vers  un  point  u. 
de  la  ligne  de  discontinuité  L  [jîg-  43)  ;  soient  Çi['j.),  v^dt-)  les 

Kigr.  /i3. 


deux  valeurs  limites  vers  lesquelles  tend  v(m)  selon  ([ue  le  point  nt 
tend  vers  [x  en  demeurant  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  lu  ligne  L. 
La  surface  S  peut  admettre  au  point  pi  deux  plans  tangents  :  l'un, 
P,,  à  la  région  de  la  surface  à  laquelle  correspond  la  limite  Vt^k)  ; 
l'autre,  Po,  à  la  région  de  la  surface  à  laquelle  correspond  la  limite 
i^oi'-t-)-  Ces  deuv  plans  font  entre  eux  un  angle  a  qui  se  réduit  à 
TT  si  la  surface  admet  au  point  [x  un  seul  plan  tangent. 

Soit  [jlT  la  tangente  en  [j.  à  la  ligne  L.  Soit  [x0  la  tangente  en  [jl  à 
la  ligne  [xM/  par  laquelle  le  point  M,  vient  en  pi.  Les  deux  lignes 
|xT,  1X0  forment  un  plan  II.  Le  plan  n  forme  avec  le  plan  P,  un 
angle  a,  et  avec  le  plan  P-,  un  angle  ao. 
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On  a 

(,)  iimV(M,)=(i-^)^^i(l^)+(i-5)^2([^). 

Ainsi,  la  valeur  limite  vers  laquelle  tend  la  fonction  V(M/)  dépend 
des  angles  «),  a2,  et,  par  conséquent,  du  chemin  suivi  par  le 
point  Mi  pour  venir  au  point  jjl.  Cela  est  d'accord  avec  ce  que 
nous  avons  dit  au  précédent  paragraphe. 

]^a  solution  du  problème  extérieur  de  Lejeune-Dirichlet  donne 
lieu  à  des  remarques  analogues. 

§  3.  —  Le  procédé  alterné;  formation  de  la  solution. 
Imaginons  deux  surfaces  fermées  S  et   S'  qui  se  rencontrent 

1m(j.  4.'). 


Ces  deux  surfaces  sont  supposées  se  couper  suivant  une  ligne 
LL'L",  de  telle  sorte  que  la  surface  S  comprend  une  aire  Sj  exté- 
rieure à  S'  et  une  aire  Sa  intérieure  à  S';  que  la  surface  S'  com- 
prend une  aire  So  extérieure  à  S  et  une  aire  S.,  intérieure  à  S. 

Les  deux  surfaces  S,  S'  n'ont  aucun  point  de  contact;  elles  se 
rencontrent  toujours  sous  un  certain  angle  le  long  de  la  ligne 
LL'U. 

La  ligne  LL'L"  vérifie  aussi  bien  sur  la  surface  S  que  sur  la 
surface  S'  les  restrictions  imposées  au  paragraphe  précédent  à  la 
ligne  de  discontinuité  des  valeurs  de  ç(m). 

Cela  posé,  imaginons  que  l'on  ait  une  méthode  pour  résoudre  le 
problème  de  Dirichlet  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  même  dans  le 
cas  où  les  valeurs  données  sur  cette  surface  seraient  discontinues 
le  long  de  la  ligne  LL'L";  que  la  solution  ainsi  trouvée  possède, 
en  tous  les  points  de  la  ligne  LL'L",   la  propriété  exprimée  par 
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l'égalité  (i).  La  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  satisfera  à 
toutes  ces  conditions  si  la  surface  S  est  de  second  rang  et  non 
biétoilée. 

Faisons  une  hypothèse  analogue  pour  la  surface  S'. 

Ces  hypothèses  admises,  nous  allons  voir  qu'il  est  possible  de 
résoudre  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'espace  compris 
entre  les  surfaces  Si  et  S2. 

La  méthode  qui  conduit  à  ce  résultat  important  a  été  décou- 
verte en  même  temps  par  M.  Sdhwarz  (')  et  par  M.  Cari  Neu- 
mann  (-).  M.  Cari  Neumann  (»)  et  M.  A.xel  Harnack  (^)  en  ont 
donné  des  exposés  didactiques.  M.  Schwarz  a  donné  à  cette  mé- 
thode le  nom  de  procédé  alterné. 

Soient  E  l'espace  compris  entre  les  surfaces  S, ,  S.,  ;  E'  l'espace 
compris  entre  les  surfaces  So,  S3  ;  e  l'espace  compris  entre  les 
surfaces  S,,  Sa- 

On  se  propose  de  trouver  une  fonction  V(M,),  harmonique  dans 
tout  l'espace  (E-h  E'+  e)  et  prenant  sur  les  surfaces  S^  83,  qui 
limitent  cet  espace,  des  valeurs  données  v(7ii)^  variant  d'un  point 
à  l'autre  d'une  manière  continue. 

Soit  G  la  plus  grande  des  valeurs  de  v(m)  et  soit  K  la  plus 
petite. 

Ces  conventions  posées,  formons  une  fonction  U(  (x^y,  z),  har- 
monique à  l'intérieur  de  l'espace  (E-f-e),  prenant  sur  la  surface  S, 
les  valeurs  données  v(m)  et  sur  la  surface  S3  la  valeur  constante  K. 

Cette  fonction  prend  sur  la  surface  S.j  des  valeurs  que  nous 
désignerons  par  //,". 

Formons  ensuite  une  fonction  U2{x,y,  z),  harmonique  à  l'in- 
térieur de  l'espace  (E'-f-  e),  prenant  sur  la  surface  So  les  valeurs 
données  ç>{m)  et  sur  la  surface  S4  les  valeurs  m"- 

Cette  fonction  prend,  sur  la  surface  S3,  des  valeurs  que  nous 
désignerons  par  w™. 


('  )  Schwarz,  Programm  der  Polyteknikum-Schule  in  Zurich;  1869-70. 

(")  C.  Neumann,   Berichte    iiber    die    Ver/iandlungen    der    K.    Sàchsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  ;  21  avril  et  3i  octobre  1870. 

(')  C.  Neumann,  Untersuchungen  iiber  das  logarithmische  und  Newton'sche 
Potential.  Leipzig,  1877. 

(*)  Axel  Haknack,  Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Poten- 
tiales,  ....  Leipzig,  1887. 

D.  -  l.  m 
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Formons  de  nouveau  une  fonction  l]3{x,  y,  z),  harmonique 
dans  l'espace  (En-  e),  prenant  sur  la  surface  S,  les  valeurs  don- 
nées p(m)  et  sur  la  surface  S3  les  valeurs   u"^. 

Cette  fonction  prend,  sur  la  surface  S4,  des  valeurs  que  nous 
désignerons  par  u\J. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  formerons  successivement  les 
fonctions  contenues  dans  les  deux  Tableaux  que  voici  : 

I.  —  Fonctions  harmoniques  dans  (E  h-  e). 


Fonctions.  S,. 

Ui(^,  jr,  -s) i'(m) 

1^3(^,7,-5) i'irn) 

Us(a?,  jK,  ^) i>(m) 


II.  —  Fonctions  harmoniques  dans  (E'-+-e). 


Fonctions  S^. 

Viix,  j,  z) ç(m) 

\],,(a!;,y,  z) i>(m) 

l}6{oe,y,z) v(m) 


Valeurs  sur 

S,- 

S3. 

..V 

Il" 

«y 

u'I 

«y 

u"l 

On  voit  que  l'on  doit  former  alternativement  une  fonction  du 
premier  Tableau,  puis  une  fonction  du  second,  ce  qui  justifie  le 
nom  de  procédé  alterné  donné  par  M.  Schwarz  à  cette  méthode. 

Nous  allons  voir  que  la  solution  cherchée  s'obtient  en  prenant, 
en  tout  point  M,  de  l'espace  E, 

(2)  V(M/)  =  Ui(M,-)  +  [U3(M,)-Ui(M,)]  +  [U5(M,)-U3(M,- )]+...; 
en  tout  point  M/  de  l'espace  E', 

(3)  V(M,)  =  U2(M,0+  [U4(M,-)-  U2(M,-)]  +  [UeCM/)  -  UiCM,-)]  +  •  •  •  ; 

enfin  en  prenant  arbitrairement,  en  tout  point  de  l'espace  e,  l'une 
ou  l'autre  de  ces  deux  expressions. 
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§  i.  —  Démonstration  du  théorème  qui  vient  d'être  énoncé. 

Pour  démon Irer  que  la  méthode  précédente  fournil  bien  la  so- 
lution du  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'espace  (E  +  E'-t-e), 
il  suffît  évidemment  de  démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1°  La  série  donnée  par  l'égalité  (2)  est  convergente  et  repré- 
sente une  fonction  harmonique  dans  tout  l'espace  (E  +  e). 

2"  La  série  donnée  par  l'égalité  (3)  est  convergente  et  repré- 
sente une  fonction  harmonique  dans  tout  l'espace  (E'h-  e). 

3"  Ces  deux  fonctions  harmoniques  sont  identiques  dans  tout 
l'espace  e. 

4"  Lorsque  le  point  M/  tend  vers  un  point  m  de  la  surface  S|,  la 
fonction  V(M/),  définie  par  l'égalité  (2),  tend  uniformément  vers 
r(m). 

5"  Lorsque  le  point  M,-  tend  vers  un  point  m  de  la  surface  Sj, 
la  fonction  V(M/),  définie  par  l'égalité  (3),  tend  uniformément 
vers  v{m). 

Le  fait  que  la  série  donnée  par  l'égalité  (2)  est  convergente  dans 
l'espace  (E  -h  e)  et  j  représente  une  fonction  harmonique  peut  se 
déduire  du  théorème  de  M.  Axel  Harnack,  démontré  au  §  2  du 
Chapitre  IX. 

La  fonction  U(  (.r,  y,  z)  prend  sur  la  surface  S)  les  valeurs 
p(/?i),  qui  sont  toutes  comprises  entre  G  et  K,  et  sur  la  surface  S3 
la  valeur  K. 

La  valeur  de  \]^{x^y,  z)  en  tout  point  de  l'espace  (E  +  e)  est 
donc  comprise  entre  G  et  K.  Il  en  est  ainsi  en  particulier  des  va- 
leurs désignées  par  u^^. 

La  fonction  \]2{x,y,  z)  a,  dans  tout  l'espace  (E'+e),  des  va- 
leurs comprises  entre  G  et  la  plus  petite  valeur  de  ('(m)  ou  de  m','. 
Il  en  est  ainsi  en  particulier  des  valeurs  u!^  qu'elle  prend  sur  la 
surface  S3. 

Il  en  résulte  que  la  différence  \\]<i{x,y,z)  —  \]i{x,y,  z)'\  ne 
peut  avoir  de  valeurs  négatives  en  aucun  point  du  domaine  e  ;  en 
effet,  sur  la  surface  S4,  cette  différence  a  une  valeur  égale  à  o  ;  sur 
la  surface  S3,  elle  a  pour  valeur  m™  —  K,  et  nous  venons  de  voir 
que  m'j  ne  pouvait  être  inférieur  à  la  plus  petite  des  valeurs  de 
v{m)  ou  de  ^V^   qui,  elle-même,  ne  peut  être  inférieure  à  K. 

La  fonction  \]i{x^y^z)  a,  dans  tout  l'espace  (E -f- e)  des  va- 
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leurs  comprises  entre  G  el  la  plus  petite  des  valeui-s  de  v{m)  ou 
de  ?/.,'.  Nous  venons  de  voir  que  la  plus  petite  des  valeurs  de  u"^  ne 
peut  être  inférieure  à  K.  Donc  U3(x,y,  z)  est  compris,  dans  tout 
l'espace  (E  +  e),  entre  G  et  K. 

La  différence  [U^^x,  y,  z)  —  IJiÇa;,  y,  z)]  ne  peut  en  aucun 
point  de  l'espace  (E  +  e)  avoir  de  valeurs  négatives  ;  en  effet,  sur 
la  surface  84 ,  cette  différence  prend  la  valeur  o  et,  sur  la  surface  S3 
la  valeur  iC  —  K.  qui,  nous  l'avons  vu,  ne  peut  être  négative. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  arriverons  au  résultat  suivant  : 

i"  Aucune  des  fonctions 

ne  peut,  en  aucun  point  de  l'espace  (E  +  e),  surpasser  G  ; 
2"  Aucune  des  différences 

[U3(.r,jK,  ^)— Ui(.r,jK,  5)],     [l]B{3r,y,  z)  —  U3(x,y,  z)],     ... 

ne  peut,  en  aucun  point  de  l'espace  (E  +  e),  prendre  une  valeur 
négative. 

De  là  on  conclut  que  les  fonctions 

Ui(a:-,jK,  5),     V3{x,y,z),     lJi{x,y,z),      ... 

tendent  vers  une  limite  supérieure  Y(œ^y,z).,  en  sorte  que  l'on 
peut  écrire  , 

\{x,y.  z)  —  \Ji{a;,y,z)  =       {Vaix,  y,  z)  —  l]i(x,j,  z)] 

La  série  qui  forme  le  second  membre  converge  en  chaque  point 
de  l'espace  (E  +  e);  aucun  de  ses  termes  n'éprouve  de  change- 
ment de  signe  lorsque  le  point  (x,y,z)  se  déplace  dans  l'espace' 
(E  4-  e)  ;  il  n'y  a  jamais  de  changement  de  signe  lorsqu'on  passe 
d'un  terme  au  suivant  ;  chacun  de  ces  termes  est  harmoniqvie  dans 
l'espace  (E-|-e).  La  série  converge  donc  uniformément  et  repré- 
sente une  fonction  harmonique  dans  tout  l'espace  (E-f-  e). 

On  prouve  ainsi  que  l'égalité  (2)  définit  une   fonction  harmo- 
nique dans  tout  l'espace  (E  +  e). 

On  prouverait  de  même  que  la  série  (3)  définit  vine  fonction 
harmonique  dans  tout  l'espace  (E'-(-  e). 

Cherchons  maintenant  quelles  valeurs  prend  la  fonction  V(M/) 
définie  par  l'égalité  (2)  sur  les  surfaces  S)  'L  S3. 
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Nous  ne  pouvons,  pour  trouver  ces  valeurs,  employer  le  ihéo- 
rème  de  M.  Vito  Vollerra,  car  les  valeurs  que  prennent  à  la  sur- 
face chacun  des  termes  de  la  série  (2)  sont  discontinues  le  long  de 
la  ligne  LL'L";  il  faut  donc  raisonner  directement.  Nous  n'expo- 
serons pas  ici  la  suite  un  peu  longue  de  ce  raisonnement  (').  Elle 
conduit  à  ce  résultat  que  la  valeur  prise  en  un  point  quelconque  m 
des  surfaces  Si  et  S3  par  la  fonction  V(M/)  que  définit  la  série  (2) 
est  représentée  par  la  série  que  l'on  obtient  en  remplaçant  chacun 
des  termes  de  la  série  (2)  par  la  limite  vers  laquelle  il  tend  lorsque 
le  point  M,-  tend  vers  le  point  m. 

Il  suit  immédiatement  de  là  que,  si  le  point  M,-  tend  vers  un 
point  m  de  la  surface  S,  qui  ne  fasse  pas  partie  de  la  ligne  LL'L", 
la  fonction  V(M,)  tend  vers  v{7n). 

On  peut  démontrer  aisément  qu'il  en  est  encore  ainsi  lorsque  le 
[)oint  M,-  tend  vers  un  point  ni  de  la  ligne  LL'L"  (-). 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  à  la  fonction  définie 
par  l'égalité  (3). 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  les  deux  fonctions  définies  parles 
égalités  (2)  et  (3)  sont  identiques  dans  l'espace  e;  et,  pour  cela, 
comme  ces  deux  fonctions  sont  harmoniques  dans  l'espace  e,  il 
nous  suffit  de  prouver  qu'elles  prennent  des  valeurs  identiques  en 
tout  point  des  surfaces  S3,  Sj  qui  limitent  l'espace  e. 

Considérons,  par  exemple,  la  surface  S3. 

D'après  ce  qvii  vient  d'être  démontré,  la  valeur  en  un  point  de 
la  surface  S3  de  la  fonction  définie  par  l'égalité  (2)  est  représentée 
par  la  série 

K  -\-  (  u'I  —  K)  +  (  II".  —u'I)-^..., 

(pii  peut  s'écrire,  en  vertu  des  égalités 

m'^'  =  «'",  u'I  =  l('l,  .  .  .  , 

<[ui  résultent  de  l'inspection  du  Tableau  I, 

K  +  ( u"^  —  K)  -I-  (  u'I  —  ii'l )  4- 

D'autre  part,  au  même  point,  la  fonction  représentée  par  l'éga- 


(')  On  la   trouvera   dans  Axel   Harnack,  Die  Grundlagen   der  Théorie  des 
logarithmischen  Potentiales,  ...,  P-  'o3  et  p.  m.  Leipzig,  1887. 
(  =  )  Ibid.,  p.  112.  Leipzig,  1887. 
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lilé  (3)  prend  la  valeur 

«2  -f-  (  u'I  —  ll'l)  -7-.  .  .^ 

qui  est  évidemment  identique  à  la  précédente. 

Ainsi  se  trouve  complètement  justifiée  la  méthode  définie  au 
paragraphe  précédent. 

§  5.  —  Applications  successives  de  la  méthode  alternée. 

On  conçoit  aisément  l'importance  du  procédé  alterné  par  lequel, 
lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  deux  corps, 
on  sait  le  résoudre  pour  une  infinité  d'autres  corps  résultant  de  la 
combinaison  des  deux  premiers.  Mais  la  puissance  de  ce  procédé 
est  encore  accrue  par  la  remarque  suivante. 

Nous  avons  supposé  les  valeurs  données  v[m)  continues  sur 
l'ensemble  des  deux  surfaces  S|,  S2.  Mais  le  procédé  alterné  per- 
mettrait encore  de  déterminer  une  fonction  V(M/),  harmonique  à 
l'intérieur  de  l'espace  limité  par  les  surfaces  S,,  S3  et  prenant  sur 
ces  surfaces  des  valeurs  qui  admettent  une  ligne  de  discontinuité)^, 
tracée  tout  entière  sur  la  surface  Sj,  ou  tout  entière  sur  la  surface 
S2.  Cette  ligne  X  doit  vérifier  les  conditions  qui  ont  été  précisées 
au  §  2.  Au  voisinage  de  cette  ligne  X,  la  fonction  V(M/)  présentera 
des  propriétés  analogues  à  celles  que  l'égalité  (i)  exprime  pour  la 
fonction  U(M,). 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Dirichlet 


pour  les  espaces  Ej  +  ^ia,  EaH- e,o  H- ^20,  l''3  +  <?23  {fig-  4^)?  on 
saura  le  résoudre  pour  l'espace 

El  -1-  el2^-  E2-h  623-+-  E3. 

On  arrivera  ainsi,   par  une  série  d'applications  de  la  méthode 
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alternée,  à  le  résoudre  pour  des  espaces  d'une  extrême  compli- 
cation. 

Dans  le  cas  des  fonctions  de  deux  variables,  M.  Axel  Harnack 
est  parvenvi  à  démontrer,  en  s'appujant  sur  l'emploi  de  la  méthode 
alternée,  que  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet  admettait  une  so- 
lution pour  l'aire  que  limite  une  courbe  quelconque  (').  Sa  démon- 
stration, malheureusement,  ne  peut,  sans  recherches  nouvelles, 
être  étendue  au  cas  de  trois  variables  ;  elle  exigerait,  en  effet,  pour 
être  valable  dans  ce  cas,  que  la  méthode  de  la  moyenne  arithmé- 
tique fût  légitime,  même  lorsque  les  valeurs  données  sont  discon- 
tinues le  long  d'une  ligne  qui  rencontre  des  arêtes  ou  des  points 
coniques  de  la  surface  limite.  Cette  légitimité  de  la  méthode  de  la 
moyenne  arithmétique,  quoique  très  probable,  n'est  pas  prouvée 
jusqu'à  ce  jour. 

Rappelons,  en  terminant,  que  M.  Cari  Neumann  (^)  a  fait  con- 
naître une  méthode  analogue  au  procédé  alterné,  permettant  de 

Fig.  46. 


résoudre  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'espace  e  {fig-  46), 
lorsqu'on  sait  le  résoudre  pour  les  espaces  (E  -\-  e)  et  (E'-f-  e). 


('  )  Axel  Harnack,  Existenzbeweise  zur  Théorie  des  Potentiales  in  der 
Ebene  und  im  Baume  {Berichte  ûber  die  Verhandlungen  der  K.  Sâchsischen 
Gesellscha/t  der  Wissenschaften  zu  Leipzig.  Mathematisch-Physische  Classe, 
p.  i44;  1886).  —  Die  Grundlagen  der  Théorie  des  logarithmischen  Poten- 
tiales, .  • . ,  p.  109;  Leipzig,  1887. 

(^)  Carl  Neumann,  Untersuchungen  iiber  das  logarithmische  und  New- 
ton'sche  Potential,  p.  826;  Leipzig,  1877. 
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CHAPITRE  XII. 

LE  PROBLÈME  DE  MURPHY. 


§  1.  —  Le  problème  de  Murphy. 

La  méthode  de  la  moyenne  arithmétique,  combinée  avec  le 
procédé  alterné,  permet  de  résoudre  le  problème  de  Dirichlet 
pour  l'espace  intérieur  à  une  infinité  de  conducteurs;  il  est  même 
probable  que  l'on  peut,  au  moyen  de  ces  procédés,  démontrer 
d'une  manière  générale  l'existence  d'une  solution  au  problème  de 
Dirichlet  à  l'intérieur  d'un  espace  linéairement  connexe  quel- 
conque ;  un  point  de  détail  arrête  seul  cette  extension  des  raison- 
nements exposés  par  Axel  Harnack  dans  le  cas  de  deux  variables 

Les  méthodes  précédentes  permettent  aussi  de  résoudre  le  pro- 
blème de  Dirichlet  pour  l'espace  extérieur  à  un  nombre  immense 
de  conducteurs.  Pour  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
l'espace  extérieur  à  une  surface  fermée  S,  il  suffit,  en  efTet,  de 
transformer  par  inversion  cette  surface  en  une  surface  S',  de  ré- 
soudre le  problème  de  Dirichlet  pour  l'espace  intérieur  à  la  sur- 
face S',  et  de  répéter  l'inversion  une  seconde  fois. 

On  saura  donc  trouver  pour  un  nombre  immense  de  conduc- 
teurs linéairement  connexes,  et  probablement  pour  tous,  la 
distribution  électrique  engendrée  par  des  charges  données  ;  si  les 
méthodes  sont  trop  laborieuses,  en  général,  pour  permettre  le 
calcul  efi^ectif  de  la  distribution  électrique,  elles  auront  du  moins 
l'avantage  de  démontrer  l'existence  de  cette  distribution. 

Mais  un  nouveau  problème  s'offre  maintenant  à  notre  attention  ; 
ce  problème  est  le  suivant  : 

Trouver  la  distribution  électrique  engendrée  par  des  charges 
électriques  données  sur  un  système  de  plusieurs  conducteurs 
dont  les  uns  portent  des  charges  connues  tandis  que  les  autres 
sont  maintenus  à  des  niveaux  potentiels  connus. 

Nous  allons  voir  que  ce  problème  peut  toujours  être  résolu 
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lorsqu'on  sait  résoudre  le  problème  extérieur  de  Lejeune- 
Dirichlet  pour  chacun  des  conducteurs  qui  composent  le  sys- 
tème. 

Nous  donnerons  le  nom  <\e problème  de  Muiphy  kXdiTecheTchc 
des  méthodes  combinatoires  propres  à  effectuer  cette  réduction, 
parce  que  la  première  méthode  de  ce  genre,  méthode  qui  a  ensuite 
donné  naissance  aux  recherches  de  Béer,  de  M.  Cari  Neumann, 
de  M.  Schwarz,  sur  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet,  a  été 
donnée  par  Murphy  (')  en  i833. 

§  2.  —  Lois  fondamentales  de  la  condensation  électrique. 

La  méthode  de  Murphy  avait  pour  objet  l'étude  d'un  problème 
spécial,  le  problème  de  la  condensation  électrique,  qui  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Etant   donnés   un  conducteur  C)   {fig-  47 )>  maintenu   au 


niveau  potentiel  Pi.',  un  conducteur  C2  mis  en  communication 
avec  le  sol  et,  par  conséquent,  maintenu  au  niveau  potentiel  O, 
trouver  la  distribution  de  V électricité  sur  ces  deux  conduc- 
teurs. 

Avant  d'étudier  la  méthode  par  laquelle  Murphj  ramène  ce 
problème  à  l'étude  de  la  distribution  engendrée  par  des  charges 
données  sur  chacun  des  conducteurs  mis  en  communication  avec 
le  sol,  nous  allons  exposer  les  propriétés  fondamentales  de  la  dis- 
tribution produite  sur  les  deux  conducteurs  G|  etCa-  Plusieurs  de 


(')  Murphy,  Elementary  principles  of  the  théories  of  electricity,  heat  and 
moleculars  actions,  Part.  I,  Chap.  V,  p.  98. 
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ces  propriétés  seront  invoquées  dans  la  justification  de  la  méthode 
de  Murphy. 

Nous  savons  déjà  (Chapitre  IV,  théorème  IX)  que  la  distri- 
bution doit  être  monogène  sur  chacun  des  deux  conducteurs 
Cl  et  C2.  Sur  C,,  elle  a  le  signe  de  A  et  un  signe  contraire 
sur  C2. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  A  positif;  le  conducteur 
G|  sera  alors  chargé  d'électricité  positive,  et  le  conducteur  C2 
d'électricité  négative. 

Lemme  I.  —  Si  le  conducteur  C2,  mis  en  communication  avec 
le  sol,  est  soumis  à  V influence  d\ine  masse  électrique  positi^^e 
Y-  concentrée  en  un  point  extérieur  M,  il  se  recouvre  d\ine 
distribution  monogène  et  négative. 

Soit  S2  {fig-  48)  la  surface  du  conducteur  Co.   Entourons  le 

Fis.  48. 


point  M  d'une  petite  surface  S.  La  fonction  potentielle,  égale  à  o 
sur  la  surface  Sa  et  à  l'infini,  est  positive  et  très  grande  sur  la 
surface  S.  Elle  est  donc  positive  dans  tout  l'espace  extérieur  aux 

surfaces  So  et  S.  La  quantité  -7^  est  alors  positive  en  tout  point 

de  la  surface  S2,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  : 

Lemme  IL  —  Si  le  conducteur  Co,  mis  en  communication 
avec  le  sol,  est  soumis  à  l'action  des  charges  électriques  jji.,  [x', 
p.",  . . .  concentrées  aux  points  extérieurs  M,  M',  M",  . . .,  il  se 
recouvre  d' une  distribution  qui  est  la  superposition  des  dis- 
tributions dont  il  se  couvrirait,  si  on  le  soumettait  successive- 
ment à  r action  de  la  seule  charge  [x  concentrée  au  point  M, 
de  la  seule  charge  \k'  concentrée  au  point  M', 

La  démonstration  de  ce  lemme  est  immédiate. 
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Corollaire.  —  Si  Vonjixe  aux  divers  points  M',  M",  M'",  . . . 
de  la  surface  du  conducteur  Ci  des  charges  pi.',  fx",  ^" ^  . . . 
toutes  positives,  dont  la  somme  est  égale  à  Qi,  ces  charges 
induiront  sur  le  conducteur  Co,  mis  en  communication  avec  le 
sol,  des  charges  toutes  négatives  dont  la  somme  sera  égale  à 
( — Qo)?  et  l'on  aura 

(1)  Q2;=KQ„ 

K  étant  une  constante  positive,  inférieure  à  l'unité,  et  qui  dépend 
seulement  de  la  position  mutuelle  des  deux  conducteurs  Gj  et  Ga- 

Il  est  d'abord  évident,  d'après  les  lemmes  ï  et  II,  que  toutes  les 
charges  induites  sur  le  conducteur  C2  sont  négatives.  La  dernière 
partie  de  notre  proposition  a  donc  seule  besoin  de  démonstration. 

Une  unité  d'électricité  positive,  en  équilibre  d'elle-même  sur 
le  conducteur  G2  isolé,  le  porte  au  niveau  potentiel  positif  A.  Sa 
fonction  potentielle  a,  aux  points  M',  M",  M'",  . . .,  des  valeurs  A', 
A",  A"^  . . .  toutes  positives,  et  inférieures  à  A.  On  a  donc 

A'<KA,         VIKA,         A'IKA, 

K  étant  une  constante  positive  et  inférieure  à  i  qui  dépend  seule- 
ment de  la  position  mutuelle  des  deux  conducteurs  C(,  Go. 

Si  la  charge  Q2  est  en  équilibre  d'elle-même  sur  le  même  con- 
ducteur Ga,  elle  le  porte  à  un   niveau  potentiel  B  ;  sa  fonction 

potentielle  a,  aux  points  M',  M",  M'",  ...  des  valeurs  B',  B",  B'", 

On  a  évidemment 

^  =  AQ2,        B'=A'Q.2,         B"=VQ2, 

et,  par  conséquent, 

(2)  B'r^KB,        B"SKB,        B"'5.KB, 

Gela  posé,  appliquons  l'identité  de  Gauss  aux  deux  états  sui- 
vants du  système  : 

Premier  état. 

_      ,  ^    \  charge  totale ...         —  Q2 

Conducteur  Lo  <      .  .  ,  r^ 

(   niveau  potentiel.  U 


Point  M' 
Point  M" 


charge \x' 

niveau  polentiel.  V 

charge [J." 

niveau  potentiel.  V 
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Deuxième  état. 

^      ,  ^     l  charge  totale Q.-> 

Conducteur  Lo  {     .  .  ,  ,/ 

I  niveau  potentiel  ...  H 

„   .      ,,,  1  charge O 

Point  M'  I     .      ^ 

niveau  potentiel  ...  B 


Point  M" 


charge O 

niveau  potentiel  ...         B" 


Cette  identité  de  Gauss  va  nous  donner 

BQ,  =  BV-i- BV'-f- B'V'H-. .  . . 

Toutes  les  quantités  qui  figurent  dans  cette  égalité  sont  posi- 
tives. D'ailleurs 

;jl'  -h  ;j."  -I-  [jl'"  -4-  .  .  .  —  0 1 . 

Les  inégalités  (2)  nous  donnent  donc 

Q2SKQ,. 

C'est  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

On  démontrerait  de  même  que,  si  l'on  fixe  aux  divers  points 
de  la  surface  du  conducteur  C2  des  charges  toutes  négatives 
et  dont  la  somme  soit  égale  à  ( — Q_-i),  ces  charges  induiront 
sur  le  conducteur  Cj,  mis  en  communication  avec  le  sol,  des 
charges  toutes  positives  dont  la  somme  sera  égale  à  Q3,  et 
Von  aura 

(3)  QsSK'Q^, 

K.'  étant  une  constante  positive,  inférieure  à  V unité  et  qui  dé- 
pend de  la  position  mutuelle  des  deux  conducteurs  C|  et  C:>. 

Ces  propositions  serviront  à  démontrer  la  légitimité  de  la  mé- 
thode de  Murphy.  Elles  nous  fournissent  aussi  des  renseignements 
sur  les  coefficients  de  Gaugain  (*)  dont  nous  allons  donner  la 
définition. 

Ces  coefficients  se  définissent  au  moyen  de  trois  expériences. 

Première  expérience.  —  Le  conducteur  C|  étant  maintenu  au 


(')  Cette  théorie  est  due  à  M.  J.  Moutier   [.J.  Moutier,    Sur  la  condensation 
électrique  {Bulletin  de  la  Société  Philomatique,  1878)]. 
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niveau  potenliel  A,  le  conducteur  C2  est  mis  en  communication 

avec  le  sol.  Le  premier  prend  une  charge  positive  a,  le  second 

une  charge  négative  —  b. 

Posons 

b  —  ma. 

Le  coefficient  m  dépend  seulement  de  la  situation  des  deux  con- 
ducteurs Cl  et  C2  et  pas  du  niveau  potentiel  A.  C'est  \e  premier 
coejffîcient  de  Gaugain.  Si  les  deux  conducteurs  C|,  C2  sont  ex- 
térieurs l'un  à  l'autre,  ce  coefficient  est  au  plus  égal  à  K,  et,  par 
suite,  inférieur  à  l'unité. 

Deuxième  expérience.  —  Le  conducteur  Ci,  maintenu  au  ni- 
veau potentiel  A,  est  mis  en  présence  du  conducteur  C2,  isolé  et 
portant  une  charge  totale  égale  à  O.  Celui-ci  se  met  au  niveau  po- 
tentiel B  et  le  conducteur  Ci  prend  une  charge  totale  «q- 

Gaugain  nomme  force  condensante  de  l'appareil  le  rapport 

«0 

Troisième  expérience.  —  On  isole  le  conducteur  C2,  porteur 

de  la  charge  —  b  ei  l'on  met  le  conducteur  C|  au  sol.  Il  prend  une 

charge  positive  «(. 

Posons 

«1  =  ni'b. 

Le  coefficient  m'  dépend  seulement  de  la  situation  des  deux  con- 
ducteurs C,  et  C2  et  pas  de  la  charge  b.  G  esvXe  second  coefficient 
de  Gaugain.  Si  les  deux  conducteurs  C,,  Co  sont  extérieurs 
l'un  à  l'autre,  ce  coefficient  est  au  plus  égal  à  K',  et,  par  suite, 
inférieur  à  l'unité. 

Gaugain  a  trouvé,  par  l'expérience,  que  l'on  avait 

<4)  a  =  «0 -+-«!• 

Ce  résultat  peut  se  retrouver  parla  théorie.  L'identité  de  Gauss, 
appliquée  aux  deux  premières  expériences,  donne 

ao  A  —  a  A  —  èB. 

Cette  même  identité,  appliquée  à  la  seconde  expérience  et  à  la 
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troisième,  donne 

O  =  «lA  — 6iB. 

Ces  deux  relations  donnent  l'égalité  trouvée  par  Gaugain. 
Comme  on  a  évidemment 

a,  =  mm'a, 
la  relation  (4)  donne 

1 


F 


—  1 


relation  qui  exprime  la  force  condensante  en  fonction  des  deux 
coefficients  de  Gaugain. 

Nous  aurons  plus  lard,  dans  l'étude  de  la  décharge  du  conden- 
sateur, l'importance  de  ces  deux  coefficients. 

§  3.  —  La  méthode  de  Murphy. 

La  méthode  de  Murphy  a  pour  Lut  de  trouver  la  distribution 
électrique  sur  deux  conducteurs  C,,  C2  ifig-  49)?  dont  l'un,  d. 


est  maintenu  au  niveau  potentiel  A,  tandis  que  l'autre,  C2,  est 
maintenu  au  niveau  potentiel  o,  lorsque  l'on  sait  déterminer  la 
distribution  qu'engendrent  des  charges  électriques  données  sur 
chacun  de  ces  conducteurs,  considéré  isolément,  et  mis  en  com- 
munication avec  le  sol,  ou  maintenu  à  un  niveau  potentiel  donné. 

Le  conducteur  C,,  étant  au  niveau  potentiel  A  et  soustrait  à  l'ac- 
tion de  toute  charge  électrique  extérieure,  est  recouvert  d'une 
distribution  électrique  que  l'on  sait  déterminer  par  hypothèse. 
Soit  Q,  la  quantité  totale  d'électricité  qu'il  renferme,  quantité  qui 
est  positive  si  A  est  positif;  soit  A|  la  densité  de  celte  distribution 
au  point  M(  de  la  surface  Si  du  conducteur  Ci  ;  nous  savons  que 
cette  densité  A)  est  positive. 

Imaginons  cette  distribution  yZ^ee  sur  le  conducteur  C)  ;  pla- 
çons  en    sa  présence  le  conducteur  C2,   mis  en   communication 
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avec  le  sol.  Ce  conducteur  va  se  recouvrii-  d'une  distribution  élec- 
trique que  nous  savons,  par  hypothèse,  déterminer  ;  cette  distri- 
bution est  monogène  et  négative  ;  ( — Q2)  est  sa  masse  totale  ;  en 
un  point  Ma  de  la  surface  S2  du  conducteur  Co,  elle  a  une  densité 

(-A.)- 

Fixons  cette  distribution  sur  le  conducteur  C2  et  plaçons-le  en 
présence  du  conducteur  Ci  mis  en  communication  avec  le  sol. 
Celui-ci  se  recouvre  d'une  distribution  que  nous  savons  déter- 
miner par  hypothèse.  Celte  distribution  est  monogène  et  positive. 
Soient  Q3  sa  masse  totale  et  A3  sa  densité  au  point  M, . 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  déterminerons,  sur  le  conduc- 
teur C(,  une  série  de  distributions  monogènes  et  positives  ayant 
respectivement  pour  masse  totale 

Qi,    Q3,    Q»,    ..., 
et  pour  densité  au  point  M, 

^1,     A3,     As,      

Sur  le  conducteur  Co,  nous  déterminerons  une  série  de  distri- 
butions monogènes  et  négatives  ayant  respectivement  pour  masse 
totale 

-Qî,    -Qv,    -Qs,    ..., 

et  pour  densité  au  point  M2 

—  A2,      —  A4,     —  Ag,      

La  proposition  énoncée  par  Murphy  est  la  suivante  : 

Si  le  conducteur  C|,  maintenu  au  niveau  potentiel  A,  est 
mis  en  présence  du  conducteur  C2  maintenu  au  niveau  poten- 
tiel o,  la  densité  électrique  au  point  M,  du  conducteur  C) 
aura  pour  valeur 

(5)  8,  =  A,-+- A3+ Aj-f-..., 

et  la  densité  électrique  au  point  Ma  du  conducteur  C2  aut^a 
pour  valeur 

(6)  — §2  =  -  A2-Ai— Ae  — .... 

Cette  proposition,  à  laquelle  Murphy  a  été  évidemment  conduit 


272  LIVRE    II.   —   DISTRIBUTION   ET    PROBLÈME   DE   DIRICIILET. 

par  l'ancienne  théorie  dite  de  Vélectricité  dissimulée,  est  démon- 
trée par  M.  Cari  Neumann  (*)  de  la  manière  suivante  : 
Les  égalités  (i)  et  (3)  donnent 

Q2^KQ„          Qv^KQ3,          Qe^KQs, 
QaSK'Qa,         Qs^K'Qi,         , 

et,  par  conséquent, 

Qa^KK'Q,,        QslKK'Qa,         ..., 

Les  deux  séries 

Qi  +  Q3-i-Q5-..., 

sont  donc  convergentes. 

Observons  maintenant  que  l'on  a 

Q,=:§Ai^S„         Q3=§A3t/Si,         Q5-§A,6?S,,         ..    , 

Q^^^A^^S,,         Qv-§A4^S,,         Q6=gAcû?S2, 

et  que  les  quantités  A, ,  A3,  A^,  . . .,  Ao,  A,,  Ae,  . . .  sont  toutes  posi- 
tives, et  nous  verrons  immédiatement  que  les  séries  (5)  et  (6) 
sont  convergentes. 

Ces  séries  déterminent  donc  une  véritable  distribution  élec- 
trique sur  les  conducteurs  C)  et  C2.  H  reste  à  prouver  que  la 
fonction  potentielle  de  cette  distribution  est  égale  à  A  en  tout 
point  du  conducteur  C)  et  à  o  en  tout  point  du  conducteur  C^. 

Soient 

V„     V3,     \„     ... 

les  fonctions  potentielles  des  distributions 

A,,     A,,,      A„      ..., 

et 

--V2,     -V4,     -Vfi,,     ... 

les  fonctions  potentielles  des  distributions 

—  A2,     —Ai,      —  Afi,      


(')   Carl    Neumann,    Untersuchungen   ùber  das   logarithmische  und  New- 
ton'sche  Potential,  p.  3io.  Leipzig,  1877. 
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n  est  facile  de  voir  que  la  fonction  potentielle  de  la  distribution 
donnée  par  les  égalités  (5)  et  (6)  sera  donnée  par  la  formule 

(7)  »"  --=  V,-  Vo--  V3_  V,-f-  V,_  Vc^. . . . 

Mais,  en  se  reportant  à  la  détermination  des  distributions  suc- 
cessives, on  voit  sans  peine  que  l'on  ?i,  en  tout  point  du  conduc~ 
leur  C| , 

et,  en  tout  point  du  conducteur  Co, 

V,  — V2=:0,  V:,—  Vi-:(),  Vi—   Vo=0, 

La  formule  (7)  montre  donc  que  l'on  a,  en  tout  point  du  con- 
ducteur C|, 

V-=  A 

et,  en  tout  point  du  conducteur  C2, 

r  =  o, 

ce  qui  achève  de  légitimer  la  méthode  de  Murphy. 

§  4.  —  Méthode  combinatoire  de  M.  Cari  Neumann. 

La  méthode  de  Murphj  résout,  dans  un  cas  particulier,  le  pro- 
blème général  auquel  nous  avons  donné  le  nom  àe problème  de 
Murphy  :  sachant  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour 
l'espace  extérieur  au  conducteur  Ci  et  pour  V espace  extérieur 
au  conducteur  Go,  le  résoudre  pour  l'espace  extérieur  à  l'en- 
semble des  conducteurs  Ci  et  C2.  Lipschitz  (')  et  M.  Cari  Neu- 
mann (2)  ont  montré  comment  on  pouvait  étendre  la  méthode  de 
Murph}',  de  manière  à  obtenir  la  solution  générale  du  problème 
précédent.  Mais,  malgré  cette  généralisation,  la  méthode  de  Murphv 
laisse  à  désirer  en  un  point  :  elle  n'a  pas  d'analogue  dans  la  théorie 
des  fonctions  harmoniques  de  deux  variables  (^)  et,  par  consé- 
quent, interrompt  le  parallélisme  entre  la  théorie  de  la  fonction 


(')    Lipschitz,    Crelle's    Journal  fiir  reine  und  angevandte   Mathematik, 
Bd  LXI,  p.  12. 

(')  Carl   Neumann,   Untersuchungen   iiber  das    logarithmische    und  New- 
ton'sche  Potential,  p.  3i2.  Leipzig,  1887. 

(')  Le  corollaire  sur  lequel  repose  la  justification  du  procédé   de   Murphy   n'a 
pas  d'analogue  dans  le  p!an. 

D.  —  L  18 
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potentielle  logarithmique  et  la  tliéoric  de  la  fonction  potentielle 
newtonienne. 

M.  Cari  Neumann  (*)  a  rétabli  ce  parallélisme  en  créant,  pour 
résoudre  le  problème  de  Murpliy,  une  méthode  combinatoire  qui 
s'applique  également  aux  fonctions  harmoniques  de  deux  et  de 
Irois  variables. 

Soit  E  l'espace  extérieur  aux  deux  conducteurs  C,,  G2.  H  s'agit 
de  former  une  fonction  V(M),  hai^monique  dans  l'espace  E,  et 
])renant  aux  divers  points  m,  de  la  surface  S|  des  valeurs  données 
r(mi),  et  aux  divers  points  m-i  de  la  surface  S2  des  valeurs  éga- 
lement données  (^(mo).  Les  valeurs  ^^(m,)  varient  d'une  manière 
continue  sur  la  surface  S,  et  les  valeurs  vi^m-^)  varient  d'une  ma- 
nière continue  sur  la  surface  S^. 

Supposons  que  nous  ayons  déterminé  une  fonction  W)(M), 
harmonique  dans  l'espace  E,  prenant  sur  la  surface  S|  les  valeurs 
données  ('(w,)  et  sur  la  surface  S2  la  valeur  o;  puis  une  deuxième 
fonction  Wo  (M),  harmonique  dans  l'espace  E,  prenant  sur  la  sur- 
face S^  les  valeurs  données  (^(ma)  et  sur  la  surface  S(  la  valeur  o. 

La  fonction 

\Viai)^-\V2(M) 

sera  harmonique  dans  tout  l'espace  E,  et  prendra  les  valeurs  don- 
nées sur  les  surfaces  S|,  So. 

Le  problème  que  nous  cherchons  à  résoudre  peut  donc  être 
ramené  à  deux  problèmes  du  genre  de  celui-ci  : 

Trouver  une  fonction  harmonique  dans  V espace  E,  prenant 
sur  la  surface  S,  des  valeurs  données^  variables  d^ une  manière 
continue,  (^(/Wi),  et  sur  la  surface  S^  la  valeur  o. 

Soit  G  la  plus  grande  valeur  absolue  des  quantités  (^(/?î,). 

Formons  une  première  fonction,  W,(M),  harmonique  dans 
l'espace  E,  prenant  sur  la  surface  S^  la  valeur  o  et,  sur  la  sur- 
face Sj,  les  valeurs,  toutes  positives,  r(m))-|-  G;  puis  une  seconde 
fonction,  W2(M),  harmonique  dans  l'espace  E,  prenant  sur  la  sur- 
face S2  la  valeur  o  et,  sur  la  surface  S(,  la  valeur  constante  et  posi- 
tive G.  La  fonction 

Wi(M)  — WîCM) 

résoudra  évidemment  le  problème  précédent. 

(')  Carl  Neumann,  Untersuchungen,  ...,  p.  3i3. 
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Nous  sommes  donc  ramenés,  en  dernière  analyse,  au  problème 
dont  voici  l'énoncé  : 

Trouver  une  fonction  V(M),  harmonique  dans  l'espace  E, 
prenant  en  tout  point  de  la  sur/ace  Sj  la  valeur  o  et,  aux 
divers  points  de  la  sur/ace  S,  des  valeurs  positives  données, 
<'(/??,),  variables  d'une  manière  continue. 

Formons,  ce  que  nous  savons  faire  par  hypothèse,  une  fonction 
Vf  (M),  harmonique  dans  l'espace  (E  +  Co)  et  prenant  sur  la  sur- 
face S|  les  valeurs  données  p (/;?,). 

Aux  divers  points  de  la  surface  S2,  cette  fonction  prend  cer- 
taines valeurs  u\ . 

Formons  ensuite,  ce  que  nous  savons  également  faire  par  hypo- 
thèse, une  fonction  U2(M),  harmonique  dans  l'espace  (EH-Ci) 
et  prenant  sur  la  surface  So  les  valeurs  u]. 

Aux  divers  points  de  la  surface  S,,  cette  fonction  prend  cer- 
taines valeurs  u'.^. 

Formons  une  foncti  on  U3  (  M  ) ,  harmonique  dans  l'espace  (E  -h  G2) 
et  prenant  sur  la  surface  Sj  les  valeurs  u'.^. 

Aux  divers  points  de  la  surface  Sa,  cette  fonction  prend  cer- 
taines valeurs  u"^. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  formerons  alternativement  les 
fonctions  contenues  dans  les  deux  Tableaux  que  voici  : 

I.  —  Fonctions  harmoniques  dans  l'espace  (£-+-€2). 

Valeurs  sur 

Fonctions.  S,.  S^. 

U,(M) v(ini)  u'\^ 

UsCM) u'.,  u"^ 

U5(M) lù  «5 

II.—  Fonctions  harmoniques  dans  l'espace  (E-f-Ci). 

Valeurs  sur 

Fonctions.  S^.  S,. 

U2(M) u]  u'.2 

Ut(M) u":i  U; 


Uc(M) u', 


'6 
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Nous  allons  démontrer  que  l'égalilé 

(8)  V(M)  =  U,(M)  -  UîCM)  +  U3(M)  -  U^M)  -^. . . 

définit  une  fonction  harmonique  dans  l'espace  E,   prenant  sur  la 
surface  S,  les  valeurs  v{mt)  et  sur  la  surface  S2  la  valeur  o. 

D'après  le  théorème  de  M.  Vito  Volterra,  il  nous  suffit  de  dé- 
montrer que,  sur  les  surfaces  S^,  So,  cette  série  converge  unifor- 
mément vers  les  valeurs  que  nous  venons  d'indiquer. 

Supposons  que  la  fonction  W(M),  harmonique  dans  tout  l'es- 
pace (E  +  G2),  prenne  la  valeur  i  en  tout  point  de  la  surface  S,  ; 
elle  prendra,  en  tout  point  de  l'espace  (E  +  Go),  des  valeurs  infé- 
rieures à  I .  En  particulier,  en  tout  point  de  la  surface  So,  on  aura 
l'inégalité 

WSK, 

R  étant  une  quantité  positive  certainement  inférieure  à  l'unité. 

Désignons  par  G  la  plus  grande  des  valeurs  positives  ç(m') 
données  sur  la  surface  S).  11  est  facile  de  voir  qu'en  tout  point 
de  la  surface  So  on  aura 

u\  1  KG. 

Gonsidérons  en  effet  la  fonction 

GW(M)  — Ui(IVl). 

Elle  est  harmonique  dans  tout  l'espace  (E  +  Co)  ;  elle  est  égale 
à  o  à  l'infini  et  ne  peut  avoir  aucune  valeur  négative  sur  la  sur- 
face Si  ;  elle  ne  peut  donc  prendre  aucune  valeur  négative  dans 
l'espace  (E  -+-  Co),  et  en  particulier  sur  la  surface  So,  d'où  résulte 
immédiatement  la  démonstration  de  l'inégalité  précédente. 

Nous  avons  donc,  sur  la  surface  S| , 

t^(m)Ç  G, 
et,  sur  la  surface  Sa, 

u\  ^KG. 

Si  nous  désignons  par  K'  une  quantité  positive,  inférieure  à  i 
et  analogue  à  K,  nous  déduirons  aisément  de  l'égalité  précédente 
qu'en  tout  point  de  la  surface  S)  on  a 

u'^iKK'G. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  arriverons  aux  résultats  con- 
tenus dans  les  Tableaux,  suivants  : 
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i"  Sur'  la  surface  Sj, 

prend 
La  les  valeurs 

fonction  positives 

U,(M) v{m) 

UîCM) a'.^ 

U3(M) «3   =  l<'., 

Uv(M) u\ 

U5(M) W'5  =  î*4 

U6(M) 


qui  ont 

pour   liniile 

supérieure 

G 

KK'G 

KK'G 

K2K'2G 

K^K'îG 

K3K'3G 


1°  Sur  la  sur/ace  S^, 

prend  qui  ont 

La  les  valeurs  pour   limite 

fonction  positives  supérieure 

Ui(M^ u\  KG 

UiCM) u".=  u\  KG 

U3(M) ul  K^K'G 

Uv(M) ul=ul  K^K'G 

U5(M) ul    '  K3K'2G 

U6(M) ul^u's  K3K'2G 

L'inspection  de  ces  deux  Tableaux  montre  immédiatement  que 
la  série  qui  figure  au  second  membre  de  l'égalité  (8)  converge 
uniformément  aussi  bien  sur  la  surface  S)  que  sur  la  surface  So  ; 
qu'elle  prend  la  valeur  v(m)  en  tout  point  m  de  la  surface  S,  et  la 
valeur  o  en  tout  point  de  la  surface  So  ;  cette  série  représente  donc 
la  fonction  harmonique  cherchée. 

Ainsi  se  trouve  justifiée  la  méthode  combinatoire  de  M.  Cari 
Neumann.  Il  est  à  peine  besoin  de  remarquer  que  cette  méthode 
se  prête  indéfiniment  à  l'extension.  Soient,  par  exemple,  trois 
conducteurs  C| ,  Co,  G3.  Si  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Diri- 
chlet  pour  l'espace  extérieur  à  chacun  d'eux,  on  pourra,  par  une 
première  application  du  procédé  de  M.  Cari  Neumann,  le  résoudre 
pour  l'espace  extérieur  à  l'ensemble  des  deux  conducteurs  C|,  C2; 
puis,  sachant  le  résoudre  pour  cet  espace  d'une  part,  et  d'autre 
part  pour  l'espace  extérieur  au  conducteur  C3,  on  le  résoudra 
pour  l'espace  extérieur   à   l'ensemble  des   trois  conducteurs  Ci, 
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C2,  C3,  par  une  nouvelle  application  du  procédé  de  M.  Cari  Neu- 
niann.  On  arrive  ainsi  à  ce  beau  théorème  : 

Etant  donnés  dans  l'espace  n  conducteurs  extérieurs  les  uns 
aux  autres,  si  Con  sait  déterminer  la  distribution  que  l'élec- 
tricité prend,  sur  chacun  d'eux  isolément,  sous  l'action  de 
charges  fixes  arbitrairement  données,  on  sait  déterminer  la 
distribution  de  l'électricité  sur  V ensemble  de  ces  n  conducteurs 
soumis  à  V action  de  charges  fixes  arbitrairement  données. 

On  sait,  par  exemple,  déterminer,  dans  tous  les  cas  possibles, 
la  distribvition  de  l'électricité  sur  une  sphère  soumise  à  une  in- 
fluence donnée.  On  saura  donc  déterminer  la  distribution  de  l'élec- 
tricité sur  deux  sphères  extérieures  l'une  à  l'autre  s'influençant 
mutuellement.  Ce  beau  problème  a  été,  en  effet,  résolu  directe- 
ment par  Poisson  ('),  et  a  occupé,  depuis,  un  grand  nombre  de 
géomètres,  tels  que  Plana,  W.  Thomson  et  G.  Kirchhoff  (-). 


(')  Poisson,  Second  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  sur/ace 
des  corps  conducteurs  (lu  à  l'Académie  des  Sciences  le  6  septembre  i8i3). 
(")  Foi>  Mathieu,  Théorie  du  potentiel.  2°  Partie,  Applications,  p.  65.  Paris, 
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CHAPITRE   PREMIEP. 

LE  CORPS  DÉPREUVE. 

§  1.  —  Théorie  du  corps  d'épreuve. 

Après  avoir  vu  comment  Poisson  avait,  par  des  hypothèses  con- 
testables d'ailleurs  et  sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  plus 
tard,  ramené  l'étude  de  la  distribution  de  l'électricité  sur  les  corps 
conducteurs  à  un  problème  d'Analyse,  nous  avons  exposé,  dans 
ses  grands  traits,  la  suite  des  efforts  par  lesquels  les  géomètres  ont 
tenté  de  résoudre  ce  problème.  Nous  voici  arrivé  à  une  autre 
partie  de  notre  tâche  ;  il  s'agit  de  tirer  parti  des  méthodes  ana- 
lytiques que  nous  avons  étudiées,  d'en  déduire  des  conséquences 
qui  puissent  servir  au  contrôle  expérimental  de  la  théorie  de  la 
distribution  électrique.  L'étude  de  quelques-unes  de  ces  consé- 
quences et  leur  comparaison  avec  les  faits  fera  l'objet  du  présent 
Livre. 

Nous  commencerons  par  examiner  la  méthode  par  laquelle  Cou- 
lomb a  étudié  expérimentalement  la  distribution  électrique  sur  un 
corps  conducteur,  la  méthode  du  corps  d'épreuve. 

Si  un  très  petit  corps  conducteur,  porté  par  une  aiguille  iso- 
lante en  gomme  laque,  est  électrisé,  la  balance  de  torsion  dans 
laquelle  on  prendra  ce  petit  corps  pour  boule  fixe,  tandis  que  la 
boule  mobile  sera  électrisée  par  son  contact  avec  ce  petit  corps, 
permettra  aisément  de  déterminer  des  nombres  proportionnels  aux 
charges  électriques  prises  par  ce  petit  corps  dans  diverses  circon- 
stances. 
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Dès  lors,  on  voit  sans  peine  que  Ion  possédera  une  mélhode 
pour  déterminer  la  distribution  qu'affecte  l'électricité  sur  un  con- 
ducteur, si  l'on  admet  l'exactitude  de  la  proposition  suivante  : 

Un  corps  conducteur,  de  dimensions  extrêmement  petites, 
étant  mis  en  contact  avec  un  autre  conducteur  de  dimensions 
finies,  prend  une  charge  électrique  qui  est  le  produit  de  deux 
facteurs  :  i°  la  densité  électrique  qui  se  trouvait  au  point  du 
conducteur  que  touche  le  corps  d^ épreuve  avant  V approche  de 
ce  corps  ;  i°  un  coefficient  qui  dépend  de  la  forme  du  corps 
d'épreuve  et  de  sa  situation  par  rapport  au  plan  tangent  au 
conducteur  en  son  point  de  contact  avec  le  corps  d'épreuve. 

Cette  proposition  a  été  énoncée  par  Coulomb  qui  en  a  ébauché 
une  démonstration  (').  On  peut,  comme  nous  l'allons  voir,  donner 
à  cette  démonstration  une  forme  plus  précise,  bien  que  l'on  puisse 
encore  opposer  quelques  critiques  à  son  absolue  rigueur. 

Cette  démohstration  reposera  sur  le  lemme  suivant  (")  : 

On  considère  deux  systèmes  de  conducteurs  homothétiques 
V un  de  V autre,  dont  le  rapport  d' homothétie  est  \.  On  sup- 
pose que  les  charges  électriques  que  ces  conducteurs  portent 
en  leurs  points  homologues  soient  aussi  dans  le  rapport  \.  La 
fonction  potentielle  aura  la  même  valeur  en  des  points  Jiomo- 
logues  de  ces  deux  systèmes. 

Si,  au  lieu  de  placer  aux  points  homologues  des  deux  systèmes 
des  charges  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  d'homothétie, 
on  considère  deux  systèmes  renfermant  seulement  de  l'électricité 
superficielle,  et  si  Von  suppose  quaux  points  homologues  de 
ces  deux  systèmes  les  densités  superficielles  soient  les  mêmes, 
il  est  aisé  de  voir  que  des  éléments  homologues  porteront  des 
charges  qui  seront  entre  elles  comme  le  carré  du  rapport  d'homo- 
thétie ;  aux  points  homologues  des  deux  systèmes,  les  valeurs  de 
la  fonction  potentielle  seront  entre  elles  comme  le  rapport  d'ho- 


(')  Coulomb,  Sixième  Mémoire  sur  l'Électricité.  Suite  des  recherches  sur  la 
distribution  du  fluide  électrique  entre  plusieurs  corps  conducteurs  ;  détermi- 
nation de  la  densité  électrique  dans  les  différents  points  de  la  surfj.ce  de  ces 
corps.  {Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences  pour  1788,  p.  676.) 

{')  J.  MouTiER,  Cours  de  Physique,  t.  I,  p.  4o6. 
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molhétie  ;  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction 
potentielle  auront  les  mêmes  valeurs  aux  points  homologues  des 
deux  systèmes. 

Cette  dernière  conséquence  nous  montre  que,  si  l'équilibre  élec- 
trique est  établi  sur  le  premier  système,  il  l'est  aussi  sur  le  second. 

Gela  posé,  soit  un  corps  électrisé  et  isolé  G  (/?^.  5o).  Tl  porte 


Fig.  5o. 


en  chaque  point  une  densité  superficielle  D.  On  en  approche  un 
corps  isolé  et  à  l'état  neutre  E  qui  vient  le  toucher  au  point  P  en 
occupant  une  position  déterminée  par  rapport  au  plan  tangent 
TT'.  L'électricité  se  distribue  d'une  certaine  manière  sur  le  corps  E. 
Soit  A  sa  densité  au  point  m  de  la  surface  du  corps  E. 

Si  l'on  maintient  invariable  le  corps  G,  mais  si,  par  homothétie, 
on  réduit  les  dimensions  du  corps  E  dans  un  certain  rapport  "k,  le 
centre  d'homothétie  étant  en  P,  la  densité  A  tend  vers  une  certaine 
limite  d  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

Pour  cela,  prenons  l'état  qui  correspond  à  une  certaine  valeur  A 
du  rapport  d'homothétie.  Le  corps  E  a  été  transformé  en  un  cer- 
tain corps  e  dont  les  dimensions  sont  à  celles  du  corps  E  dans  le 
rapport  À.  Soit  0  la  valeur  que  prend,  dans  cet  état,  la  densité  A. 

Formons  un  système  homothétiqiie  à  celui-là,  le  rapport  d'ho- 
mothétie étant  y  Le  corps  e  redeviendra  le  corps  E,  mais  le  con- 
ducteur G  sera  remplacé  par  un  conducteur  semblable  et  plus 
grand.  Si,  sur  ce  dernier,  la  densité  avant  le  contact  du  corps  E 
est  la  même  qu'au  point  homologue  du  corps  G,  on  voit  aisément 
qu'après  le  contact  la  densité  sera  la  même  aux  points  homologues 
des  corps  E  et  e. 

On  voit  donc  que,  au  lieu  de  traiter  le  problème  primitivement 
énoncé,  on  peut  traiter  le  problème  suivant  :   sans  changer  les 
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dimensions  du  corps  E,  on  iransforme  par  homolhétie  le  corps  C, 
le  centre  d'homolhétie  étant  en  P  et  le  rapport  d'homothétie  étant 
un  certain  nombre  [x  qui  ci^oît  au  delà  de  toute  limite.  On  suppose 
que  la  densité  électrique  avant  le  contact  du  corps  E  soit  la  même 
en  deux  points  homologues. 

On  demande  vers  quelle  limite  d  tend  la  densité  A  en  un  point 
du  corps  E  après  le  contact. 

Or  l'état  limite  du  problème  est  le  suivant  : 

Une  masse  conductrice  indéfinie  est  bornée  au  plan  illimité  TT'; 
avant  le  contact  du  corps  E,  le  plan  TT'estrecouvert  d'une  couche 
électrique  ayant  en  tout  point  pour  densité  la  densité  D(P)  de 
l'électricité  qui  était  au  point  P  du  corps  C  avant  le  contact;  on 
approche  le  corps  E  isolé  et  à  l'état  neutre  ;  quelle  est,  après  le 
contact,  la  densité  électrique  d[m)  au  point  m  du  corps  E? 

On  peut  admettre  que  l'on  a 

d{m)  =  Â-(m)D(P), 

k[ni)  étant  une  fonction  de  la  position  du  point  /;?,  fonction  dont 
la  forme  est  fixée  par  la  forme  du  corps  E  et  par  sa  position  à 
l'égard  du  plan  TT'. 

D'après  cette  expression  de  la  charge  électrique  en  chaque  point 
de  notre  corps  d'épreuve  infiniment  petit,  on  voit  que  la  charge 
totale  Q  prise  par  notre  corps  d'éj  reuve  aura  pour  valeur 

Q=:KD(P),  . 

K  étant  un  coefficient  qui  dépend  seulement  de  la  forme  du  corps 
d'épreuve  et  de  sa  position  à  l'égard  du  plan  tangent  au  point 
touché.  C'est  le  résultat  que  nous  avions  annoncé. 

Quoique,  pour  déterminer  la  valeur  du  coefficient  K,  on  puisse 
disposer  arbitrairement  de  la  forme  du  corps  C  et  de  la  position 
du  point  P  sur  ce  corps,  le  calcul  de  ce  coefficient  ne  peut  être 
effectué  que  pour  un  petit  nombre  de  corps  d'épreuve. 

Poisson  ('),  aj'ant  résolu  le  problème  de  la  distribution  élec- 
trique sur  deux  sphères  en  contact,  a  pu  déterminer  le  coefficient  K 
pour  un  corps  d'épreuve  formé  par  une  petite  sphère  de  rayon  R. 


(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de   l'Électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs  {Savants  étrangers,  p.  62  ;  181 1). 
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Il  a  Iroiivé 


K=  -^4TrR2 


4Tr3R5 


M.   Beltrami   (  '  )  a  examiné  le  cas  où  le  corps  d'épreuve  est 
formé  par  un  hémisphère  dont  la  base  BB'  s'applique  sur  le  plan 


Fi«.  5i. 


langent  TT'  {^fig-  5i).   Il  a  trouvé,  en  désignant  par  R  le  rajon 
de  l'hémisphère, 

K  =  37iR2. 

M.  G.  Robin  (-)  a  traité  un  troisième  cas.  Le  corps  d'épreuve 
est  le  corps  de  plus  grande  attraction,  dont  l'équation  polaire 
est 

COS  Ci  I 

La  constante  a  est  le  diamètre  ;  le  corps,  qui  est  de  révolution 
autour  de  son  diamètre,  présente  au  pôle  un  aplatissement  infini. 
On  a  alors 

K  =  27ra-. 

§  2.  —  Emploi  du  corps  d'épreuve. 

Le  calcul  du  coefficient  K,  souvent  fort  difficile,  est  heureu- 
sement inutile  lorsqu'on  se  propose  simplement  de  comparer,  au 


(')  Beltrami,  Sur  la  détermination  expérimentale  delà  densité  électrique 
à  la  surface  des  corps  conducteurs  {Il  nuovo  Cimento,  3"  série,  t.  I,  p.  2i5; 
1877). 

(')  G.  Robin,  Sur  la  distribution  de  l'électricité  à  la  surface  des  conduc- 
teurs fermés  et  des  conducteurs  ouverts  {Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, 2"  série,  t.  III.  Supplément,  p.  9;  1886). 
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moyen  d'un  même  corps  d'épreuve,  les  densités  électriques  aux 
divers  points  de  la  surface  d'un  même  conducteur  ou  de  conduc- 
teurs différents,  sans  chercher  à  connaîti'e  la  valeur  ahsolue  qu'a 
cette  densité  en  chaque  point. 

Les  considérations  précédentes  suffisent  donc  à  justifier  l'usage 
que  Coulomb  a  fait  du  corps  d'épreuve  dans  ses  recherches  sur  la 
distribution  électrique  ('). 

Ces  recherches  présentent  surtout  l'intérêt  d'avoir  fourni  les 
premières  vérifications  expérimentales  de  la  théorie,  imaginée  par 
Poisson,  de  la  distribution  du  fluide  électrique  sur  les  corps  con- 
ducteurs. 

Nous  avons  vu,  par  exemple  (p.  191),  que,  d'après  cette  théo- 
rie, en  chaque  point  d'un  ellipsoïde  électrisé,  la  densité  électrique 
était  en  raison  inverse  de  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  en  ce 
[)oint  ;  cette  proposition  est  aisée  à  soumettre  au  contrôle  de  l'ex- 
périence. Bien  que  Coulomb  n'ait  rien  laissé  qui  touche  à  ce  con- 
trôle, nous  savons,  par  les  écrits  de  Poisson  (2),  qu'il  l'avait  tenté 
et  l'avait  trouvé  satisfaisant  :  «...  Cette  loi,  dit-il,  a  été,  en  effet, 
vérifiée  par  Coulomb  sur  un  ellipsoïde  en  bois,  recouvert  d'une 
lame  métallique.  Cet  ellipsoïde  de  révolution  avait  été  fait  au  tour 
par  le  Président  de  Saron,  membre  honoraire  de  notre  ancienne 
Académie.  » 

Nous  avonsvu  également  (p.  209)  que  Poisson  (^)  avait  déter- 
miné complètement  la  distribution  électrique  sur  deux  sphères 
conductrices,  égales  ou  inégales,  mises  au  contact.  D'autre  part, 
Coulomb  ('')  a  fait  de  cette  distribution  une  étude  expérimentale 


('  )  Coulomb,  Cinquième  Mémoire  sur  l'Électricité.  De  la  manière  dont  le 
fluide  électrique  se  portage  entre  deux  corps  conducteurs  mis  en  contact  et 
de  la  distribution  de  ce  fluide  sur  les  différentes  parties  de  ces  corps  {Mé- 
moires de  l' Académie  pour  1787,  p.  421)-  —  Sixième  Mémoire  sur  l'Électricité. 
Suite  des  recherches  sur  la  distribution  du  fluide  électrique  entre  plusieurs 
corps  conducteurs  :  détermination  de  la  densité  électrique  dans  les  différents 
points  de  la  surface  de  ces  corps  {Mémoires  de  l'Académie  pour  1788,  p.  617). 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène,  lu  à  l'Aca- 
démie le  7  octobre  i833  {Mémoires  de  l'Académie,  t.  XIII,  p.  5oi). 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'Électricité  à  la  surface  des 
corps  conducteurs,  lu  à  l'Académie  les  9  mai  et  3  août  t8i2  {Savants étrangers, 
p.  1811,  p.  I.) 

(')  Coulomb,  Cinquième  Mémoire  sur  l'Électricité,  ...,  1"  Section,  p.  437- 
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très  complète  dont  les  résultats  ont  été  comparés  par  Poisson  aux 
nombres  déduits  de  ses  calculs. 

Coulomb  mettait  en  contact  deux  sphères  dont  les  rayons  étaient 
entre  eux  dans  un  certain  rapport  b.  Après  le  contact,  on  les  sépa- 
rait et  on  les  éloignait  l'une  de  l'autre.  L'électricité  se  distribuait 
uniformément  sur  chacune  d'elles,  prenant  sur  la  plus  petite  une 
densité  [3  fois  plus  grande  que  sur  la  sphère  de  plus  grande  dimen- 
sion. Voici  les  valeurs  de  [S  données  par  le  calcul  et  l'observation  : 


Rapport  des  densi 

tés  électriques 

DifTérence 

Rapport 

des 
rayons. 

sur  les  deux 

spl 

icres  suivant 

entre  le  calcul 

et 
l'observation. 

le  calcul. 

l'observation. 

b^\.... 

. .      p  ^  r , I  Go  1 

?-.,o8 

—  0,07 

b^l... 

.  .      p^   i,3i68 

?.    [,3o 

-*-  0,01 

b=^l... 

..     3-1,4443 

P^.i,G5 

-  0 ,  l  > 

«  Les  deux  premières  différences  tombent  dans  les  limites  des 
erreurs  dont  sont  susceptibles  les  observations  de  ce  genre  ;  la 
troisième,  qui  se  trouve  en  sens  contraire  des  deux  autres,  peut 
encore  être  attribuée  à  ces  erreurs  et  ne  prouve  rien  contre  la 
théorie.  Cependant,  il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  Fun 
des  rayons  est  le  huitième  de  l'autre.  Coulomb  n'a  pas  déterminé 
immédiatement  le  rapport  suivant  lequel  l'électricité  se  partage 
entre  les  deux  sphères  :  pour  i^endre  l'effet  plus  sensible,  il  a  fait 
toucher  la  grande  sphère  par  la  petite  vingt-quatre  fois  de  suite  ; 
puis  il  a  conclu  de  cette  expérience  compliquée  le  partage  de 
l'électricité  dans  chaque  contact.  C'est  sans  doute  pour  cette  raison 
que  la  différence  entre  le  calcul  et  l'observation  est  plus  grande 
dans  le  cas  de  6  =  |  que  pour  les  autres  valeurs  de  6  (*).   » 

Plaçons  deux  sphères  inégales  au  contact.  Au  pôle  opposé  au 
point  de  contact,  sur  la  plus  "petite  sphère,  sera  la  densité  élec- 
trique maximum.  Soit  y  le  rapport  de  cette  densité  à  la  densité 
moyenne  que  prend  l'électricité  sur  la  grande  sphère  lorsque  la 
petite  a  été  éloignée.  Les  valeurs  de  y  observées  par  Coulomb  et 
calculées  par  Poisson  sont  contenues  dans  le  Tableau  suivant  : 


C)  Poisson,  loc.  cit.,  p.  61. 
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Différence 
Valeurs  de  y  suivant  entre  le  calcul 

Valeurs — ^ et 

de  b.  le  calcul.  l'expérience.  l'expérience. 

b  —  \ ï  =  1  )  3'^^-  ï  =  T ,  27  -T-  o ,  O4 

h  =  \ Y  =  1,834  Y  =^  1,55  -f-o,i5 

h  =  \ Y  =  2,477  Y  =  2'35  -f-  o,o"> 

Z>  =  I Y  =  3,087  Y  =  3, 18  —  o,o3 

Deux  sphères  égales  étant  au  contact,  si  l'on  désigne  par  h  la 
densité  électrique  sur  l'une  d'elles  à  90°  du  point  de  contact,  la 
densité  aura  pour  valeurs  à  180°,  Co"  et  3o°,  a/<,  a'/i,  a"/i. 

Une  sphère  S  en  touche  une  autre  S'  de  rajon  double.  Si  l'on 
désigne  par  ]i  la  valeur  de  la  densité  sur  la  sphère  à  90°  du  point 
de  contact,  la  densité  sur  cette  même  sphère  à  180"  et  à  60"  du 
point  de  contact  aura  pour  valeur  [i/i,  ^'A.  A  90°  du  point  de  con- 
tact, sur  la  sphère  S',  cette  densité  aura  la  valeur  ^' h. 

Une  sphère  S  en  touche  une  autre  S'  de  rayon  quadruple.  Si, 
sur  la  sphère  S,  la  densité  électrique  au  point  de  contact  a  une 
valeur  h  à  90°  du  point  de  contact,  sur  la  même  sphère,  à  180" 
du  point  de  contact,  elle  aura  la  valeur  yA. 

Coulomb  avait  déterminé  par  l'expérience  les  quantités  a,  a', 
a",  [3,  P',  P",  y.  Poisson  les  a  calculées  jiar  ses  formules.  Le  Ta- 
bleau suivant  résume  la  comparaison  entre  le  calcul  et  l'expc- 
rience  : 

Rapports  des  densités  électriques 
en  différents  points 
de  deux  sphères  Différences 

qui  se  touchent  suivant  entre  le  calcul 

^— — — ^ -^ —  et 

le  calcul.  l'observation.  l'observation. 

a  =  0,877  o' =  0,95  —  0,08 

a' =1,342  a' =1,25  -+-0,07 

a"  =5,837  «"  =  4,80  -h   1,06              1 

P  =  0,739  P  =  o,75  —  0,01 

P'=  1,797  P'=  1,70  +  0,09 

P"=  1,238  P"=  1,25  —  0,01 

Y  =  1,673  Y=  1:43  +  0,24 
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CHAPITRE  IL 

LES  CONDUCTEURS  OUVERTS. 


§  1.  —  Distribution  électrique  sur  un  conducteur  ouvert  soumis  à  une 
influence  quelconque. 

Coulomb  (  '  )  a  énoncé  le  premier,  comme  conséquence  de  l'expé- 
périence,  que  Félectricité  en  équilibre  sur  un  corps  conducteur 
réside  tout  entière  à  la  surface  de  ce  corps.  Comme  cette  propo- 
sition est  l'une  des  conséquences  les  plus  immédiates  et  les  plus 
générales  de  la  théorie  de  Poisson,  on  serait  en  possession  d'une 
excellente  vérification  de  cette  théorie  si  l'on  pouvait  démontrer 
que,  dans  l'étal  d'équilibre,  il  n'j  a  pas  d'électricité  à  l'intérieur 
de  la  substance  conductrice.  Mais  on  s'aperçoit  sans  peine  que 
celte  vérité  ne  peut  être  démontrée  ni  par  les  expériences  de  Cou- 
lomb, ni  par  aucune  expérience.  On  peut  bien,  il  est  vrai,  creuser 
dans  un  conducteur  des  cavités  communiquant  avec  l'extérieur 
par  de  petites  ouvertures  et  prouver  que  les  parois  de  ces  cavités 
ne  sont  pas  électrisées  ;  mais  les  points  intérieurs  à  la  masse  con- 
ductrice elle-même  sont  inaccessibles  et  l'on  ne  peut  prouver  di- 
rectement qu'ils  sont  à  l'état  neutre. 

Les  expériences  que  l'on  décrit  dans  les  Traités  de  Physique 
comme  propres  à  vérifier  la  proposition  de  Coulomb  sont,  en 
réalité,  des  expériences  propres  à  étudier  la  distribution  de  l'élec- 
tricité sur  des  conducteurs  ouverts^  c'est-à-dire  sur  des  conduc- 
teurs limités  par  deux  surfaces  infiniment  voisines  l'une  de  l'autre, 
bornées  à  un  même  contour  que  l'on  nomme  le  bord  du  conduc- 
teur. Telle  est  une  calotte  sphérique  formée  par  une  feuille  de 
clinquant. 

Il  est  donc  intéressant  de  chercher  dans  l'étude  de  la  distribution 


(')  Coulomb,  Quatrième  Mémoire  sur  l'électricité,  où  l'on  démontre  deux 
principales  propriétés  du  fluide  électrique  :  la  première,  ...;  la  seconde,  que, 
dans  les  corps  conducteurs  le  fluide  parvenu  à  l'état  de  stabilité  est  répandu 
sur  la  surface  des  corps  et  ne  pénètre  pas  dans  l'intérieur  {Mémoires  de 
l'Académie  pour  1786,  p.  67). 
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électrique  sur  les  conducteurs  ouverts  l'explication  des  expériences 
en  question  ;  cette  explication  résulte  de  quelques  beaux  théorèmes 
dus  à  M.  G.  Robin  ('). 

Par  le  contour  KK'  {fig.  02),  nous  faisons  passer  une  aire  li- 
mitée à  deux  côtés  S.  En  tout  point  M  de  cette  aire,  nous  élevons 
une  normale  sur  laquelle  nous  prenons,  de  part  et  d'autre  de  la 
surface  S,  des  longueurs  infiniment  petites  MM,,  MMo.  Les  points 
M,,  Mo  décrivent  deux  surfaces  S,,  So,  infiniment  voisines  de  la 
surface  S  et  passant  par  le  contour  RK'.  J^'intervalle  entre  les  deux 


surfaces  S),  So  est  rempli  par  une  matière  conductrice.  Ce  con- 
ducteur étant  chargé  d'électricité  et  soumis  à  l'action  de  charges 
électriques  données,  l'électricité  s'y  distribue  de  manière  que  sa 
densité  soit  a,  au  point  M,  et  o-o  au  point  Mo.  Le  problème  de  la 
distribution  sur  les  conducteurs  ouverts  consiste  à  déterminer  vers 
quelles  limites  S,,  So  tendent  vers  o-,,  0-2,  lorsque  les  deux  surfaces 
S(,   So  tendent  vers  la  surface  S. 

SoitW(m)la  fonction  potentielle  au  point  m  de  la  surface  S 
de  toutes  les  charges  agissantes.  I^a  fonction  potentielle  au  point /?i 
sera 

^s,       Ml  m  >^Sj       M7«i 

La  surface  S  étant  tout  entière  intérieure  au  conducteur,  cette 
quantité  doit  avoir  la  même  valeur  en  tout  point  m  de  la  surface  S. 


(' )  G.  Robin,  Sur  la  distribution  de  V électricité  à  la  surface  des  conduc- 
teurs fermés  et  des  conducteurs  ouverts  {Annales  de  l'École  Normale  supé- 
rieure, 2"  série,  t.  III.  Supplément,  p.  9;  1886). 
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La  limite  vers  laquelle  elle  tend  lorsque  les  deux  surfaces  S,,  So 
tendent  à  se  confondre  avec  la  surface  S  aura,  elle  aussi,  une 
valeur  indépendante  de  la  position  du  point  m  sur  la  surface  S. 
Cette  limite  étant  évidemment 


s 


\\(/n)  -+-  \ =z=— 

on  obtient  la  proposition  suivante 


Si,  SU7'  la  surface  S,  on  distribue  une  couche  électrique  dont 
la  fonction  potentielle,  ajoutée  à  la  fonction  potentielle  des 
niasses  agissantes,  forme  une  somme  qui  ait  la  même  valeur 
en  tout  point  de  la  surface  S,  et  dont  la  masse  totale  soit  égale 
à  la  charge  électrique  communiquée  au  conducteur  ouvert,  la 
densité  de  cette  couche  a  pour  valeur  (S,  +  So). 

Ce  principe  servira  à  la  détermination  de  (S,  +  Ilo);  c'est  ainsi, 
par  exemple,  qu'au  Chapitre  VllI  du  Livre  précédent  nous  avons 
pu  déterminer  cette  quantité  pour  une  calotte  sphérique. 

(S,  +  S2)  étant  supposé  connu,  il  reste  à  déterminer  S,  et  S2. 

Soient  iN,  la  direction  MM,  et  Ng  la  direction  MMj. 

Si  une  charge  électrique  égale  à  l'unité  est  placée  au  point  M,, 
elle  subit,  de  la  part  de  la  couche  de  densité  o-,  distribuée  sur  S,, 
une  action  dont  la  composante  suivant  N)  est/,  (M,);  de  la  part 
de  la  couche  de  densité  0-2  distribuée  sur  So,  une  action  dont  la 
composante  suivant  N,  est^2(M,);  des  charges  extérieures,  une 
action  dont  la  composante  suivant  N,  est  'i>(M,).  On  a,  d'après  un 
théorème  connu, 

27rscr.(M,)=/,(M.)-i-«"'2(M,)-r-<V(Mi). 

Si  une  charge  électrique  égale  à  l'unité  est  placée  au  point  M^, 
elle  subit,  de  la  part  de  l'électricité  distribuée  sur  la  surface  S, 
avec  la  densité  o-i,  une  action  dont  la  composante  suivant  N,  est 
^,  (Ma);  de  la  part  de  la  couche  de  densité  o-o  distribuée  sur  la 
surface  S2,  une  action  dont  la  composante  suivant  N,  est/2(M2)  ; 
de  la  part  des  charges  extérieures  une  action  dont  la  composante 
suivant  N,  est  ({^(Mo).  On  a 

i-t:!.{Mi)~--fi{M^)-ff,{^U)-^{^h). 
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Des  deux  égalités  que  nous  venons  d'écrire,  on  déduit 

/  2Tr£[a,(Mi)-ff2(M2)]=      /,(Mi)  - /2(M2) 

(I)  -.,-,(M,)+^.(M2) 

(  -f-   <V(Mi)-+-   «j^(M2). 

Lorsque  les  deux  surfaces  S|,  S2  tendent  vers  la  surface  S,  le 
premier  membre  a  pour  limite 

27:£[S,(M)-S2(M)]. 

Clierchons  vers  quelle  limite  tend  le  second  membre. 

Si  une  charge  électrique  égale  à  l'unité  était  placée  au  point  M, 
les  composantes  suivant  N(  des  actions  qu'elle  pourrait  subir  peu- 
vent être  désignées  par  les  notations  suivantes  : 

Composante  de  l'action  exercée  en  M  : 

Par  la  couche  de  densité  ^j   distribuée  sur  la  surface  S....  Fi(M) 

«  5:2  »  S....  F2(M) 

»  'i  »  Si. .  .  Gi(M) 

»  CT2  »  s.,...  GjCM) 

Par  les  charges  extérieures ^F(M). 

On  voit  aisément  que 

/i( Ml)  a  pour  limite  F,(M): 

/ïfMî)  a  pour  limite  F2(l\l)  ; 

^2(Mi)  a  même  limite  que  G2(M); 
^.ç"i(M2)  a  même  limite  que  Gi(M)  ; 
4^(Mi)  et  4'(M2)  ont  pour  limite  T(]V1). 

De  là  on  déduit  en  premier  lieu  que 

^l(M2)  +  ^2(Ml)  +  ^(Ml) 

a  même  limite  que 

G,  (M) -4-  G2(iM)-l-vr(M). 

Mais,  en  vertu  des  lois  de  l'équilibre  électrique,  l'ensemble  des 
charges  réparties  sur  le  système  a  une  action  nulle  en  tout  point  INJ 
intérieur  au  conducteur.  On  a  donc,  à  tout  instant, 

G,(M)  +  G2(M)-f-T(M)  =  o, 

et,  par  conséquent, 

lim[^i(^;2)  +  ^2(M,)  +  'HI^Ii)]-f>- 
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Le  second  membre  de  l'égalité  (i)  a  donc  même  limite  que 

/i(Mi)+/2(M2)H-tî;(M2), 
et  l'on  a 

(2)  27:£[S,(M)  — i:2(M)]  =  F,(M)-hF2(M)  +  ^f(M). 

Soient  q  une  des  charges  agissantes  et  Pie  point  où  elle  est  con- 
centrée. Nous  aurons 

S,(M'Uos(M'M,N,) 

's  rtm' 

S.2(M')cosrM'M,  Ni) 
's  W^\ 

7cos(PM,  N,) 


F.(M)  =  sC    ^i(M-)cos^M'M,lN,)^^g^ 
'^s  MM' 

F,(M)  =  .CME>^2liM2UV><,s, 

^(M)  =  £"y 

^*^  PM 

et  l'égalité  (li)  deviendra 

[2.[x,(>i)_s,(M)]=y5L<^-^^i^^ 

I  ^^  FM 

^^  '  '^    [S,(M')-4-S2(M')]cos(M'M,N,) 


I  -S. 


s  M'M 

On  arrive  ainsi  à  ce  théorème  de  M.  G.  Robin  (')  : 

Lorsque  Von  a  déterminé  la  somme  (Si-f-Sj)  des  densités 
électriques  aux  points  correspondants  des  deux  faces  d'un 
conducteur  ouvert,  une  quadrature  suffit  pour  déterminer  sé- 
parément les  densités  S|  ei  S2  en  ces  deux  points. 

Dans  la  démonstration  précédente,  nous  avons  confondu,  pour 
plus  de  brièveté,  les  normales  en  M|,  Mo  aux  surfaces  S|,  So  avec 


(')  Si  la  surface  S,  est  fermée  et  que  la  surface  S^  lui  soit  intérieure,  on  a,  en 
tout  point  de  cette  dernière,  a^=  o;  partant  S^=  o,  et  l'équation  (3)  devient 

,...       V  'ZCosCPM.N.)        C\    S(M')cosfM'M.\  )    ,^ 

2^-,(M)=:  >    ^ —2      •     +  \   =2 ^^'^• 

^^  PM  ^s  MM 

Cette  équation  fonctionnelle  détermine  la  distribution  électrique  sur  un  con- 
fliicteur  fermé.  M.  G.  Robin  a  fait  un  grand  usage  de  cette  équation.  Elle  lui  a 
servi  à  résoudre  la  belle  et  difficile  question  de  la  distribution  électrique  sur  un 
sjjhéroïde  sensiblement  différent  de  la  sphère.  Poisson  s'était  arrêté  au  cas  du 
sphéroïde  peu  différent  de  la  sphère  (G.  Robin,  loc.  cit.;  voir  aussi,  plus  haut, 
Livre  II,  Chap.  X). 
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la  normale  en  M  à  la  surface  S.  Cette  confusion  est  évidemment 
rendue  légitime  par  la  quasi-identité  de  direction  de  ces  normales, 
sauf  aux  points  très  voisins  du  bord  RK'  du  conducteur.  Comme 
d'ailleurs,  au  voisinage  de  ce  bord,  les  densités  S,,  ^o  peuvent  être 
infinies,  il  est  permis  de  se  demander  si  la  démonsti*ation  précé- 
dente n'est  pas  par  là  mise  en  défaut.  Toutefois,  il  est  aisé  de  voir 
que  la  démonstration  précédente  demeure  valable  si  l'on  admet, 
comme  nous  le  ferons,  qu'à  une  distance  infiniment  petite  8  du 
bord  KR'  les  densités  2l)i,   S^,  tout  en  étant  infiniment  grandes, 

sont  infiniment  petites  par  rapport  à  <  •  Dans  tous  les  exemj)les  con- 
nus, elles  sont  de  l'oi'drc  de  — -• 

§  2.  —  Conducteur  o  ivert  soustrait  à  toute  influence. 

Supposons,  en  particulier,  qu'vm  conducteur  ouvert  et  isolé, 
auquel  on  a  communiqué  une  charge  connue  d'électricité,  soit 
soustrait  à  toute  influence,  et  cherchons  la  distribution  électrique 
sur  un  semblable  conducteur. 

Nous  savons,  tout  d'abord,  que  cette  distribution  sera  mono- 
gène, et  que  la  densité  électrique  aura  en  chaque  point  le  signe  de 
la  charge  totale. 

L'équation  (3)  deviendra 

(4)  .,[i,(>l)-^.(»i)]  =  Q  f^.(^^^)H-I.(M^)^o.(M^^■.N,,^3^ 

^s  M'M 

Supposons  la  surface  S  partout  convexe  dans  le  sens  de  la  nor- 
male N,.  Le  second  membre  de  l'égalité  (4)  aura  un  signe  con- 
stant qui  sera  celui  de  [S,  (M')  +  112 (M')],  c'est-à-dire  le  signe  de  la 
charge  totale  distribuée  sur  le  conducteur.  D'où  ce  théorème  : 

Si  un  conducteur  ouvert,  dont  la  sur/ace  est  convexe,  est 
soustrait  à  toute  influence,  la  densité  électrique  a  une  valeur 
absolue  plus  grande  en  un  point  de  la  Jace  externe  qu^au 
point  correspondant  de  la  face  interne. 

Si  le  conducteur  ouvert  porte  une  charge  totale  Q  répartie  en 
une  chai'ge  Qj  distribuée  sur  la  face  Sj  et  une  charge  Qo  répartie 
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sur  la  face  Sa,  il  est  intéressant  de  connaître  d'une  manière  simple 

les  limites  entre  lesquelles  est  compris  le  rapport  ^-  Ce  résultat 

est  obtenu  par  le  théorème  que  nous  allons  démontrer. 

Supposons,  pour  abréger,   que  l'ouverture  du  conducteur  soit 
plane  {/ig.  53),  bien  que  les  théories  qui  seront  exposées  dans 

Fie.  53. 


l'étude  des  intégrales  curvilignes  (t.  III,  Livre  XIII)  permettent  de 
généraliser  la  démonstration  suivante.  Sur  le  plan  P  de  l'ouver- 
ture, le  bord.  KK'  découpe  une  aire  limitée  A.  Supposons  que  la 
surface  S  ne  coupe  pas  le  plan  P  à  l'intérieur  de  l'aire  A.  Au 
voisinage  du  bord  KK',  la  surface  S  est  tout  entière  d'un  côté 
déterminé  du  plan  P;  supposons  qu'elle  soit  au-dessous  de  ce 
plan. 

L'action  exercée  au  point  M  de  la  surface  S  par  l'électricité  dis- 
tribuée sur  les  surfaces  S),  Sj  est  égale  à  o  ;  il  en  est  de  même  de 
la  composante  suivant  N)  de  cette  action  et  de  la  somme  de  ces 
composantes  pour  toute  la  surface  S  ;  écrivons  l'égalité  à  o  de 
cette  somme 


S.--.)[S 


cos(M',M,  N,) 


^S    f/Si 


s         Al",  iVl  J 


M'jM 


Soient  }JL  un  point  de  l'aire  A  et  v  la  normale  en  ce  point  à  la 
face  supérieure  du  plan  P.  L'aire  A  et  l'aire  S  réunies  forment 
ime  surface  fermée  à  laquelle  le  point  M'j  est  extérieur  et  le  point  M'^ 
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inténeur.  On  a  donc,  d'après  les  lemmes  de  Gauss, 

n    cos(M')M,  Ni)  ^^g  _^  n     cos(M'i;jL,  y)  ^^ ^  _  ^ 
•^s        M',  m'  '^a         M^' 

Scos(M',M,Ni)    -^       n    cos(M;  [ji.  V) 
c  Ali'   IVl  ^-'i  \l'    .. 


L'égalité  précédente  devient  alors 


1    cos(M',  u,  v) 


fM 


l^S, 


^à,  L^A      m;[jl'  J 

Faisons  tendre  les  deux  surfaces  Si  et  So  vers  la  surface  S  ;  les 
deux  quantités 

^A       mY|I'  '      ^A        M^' 

tendent  vers  la  limite  commune 

ç\    ros(lM'[j.,  v) 


^A, 


A       M'fx' 


c'est-à-dire  vers  l'angle  to  sous  lequel  du  point  M'  on  voit  l'aire  A, 
cet  angle  étant  compté  positivement  ou  négativement  suivant  que 
le  point  M'  est  au-dessous  ou  au-dessus  du  plan  P.  Nous  avons 
donc 


Soient  Q  le  maximum  et  Q'  le  minimum  des  valeurs  de  w. 
L'égalité  précédente  nous  donnera 

JT.-iï  ^  Qi  ^  4^-û 
^^)  — ?— >q;>-I> — 

Ces  inégalités  peuvent  encore  s'écrire 

a'       Os        a 
(6)  .  >^<     -. 

4tc       Q       4''^ 
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Comme  application  des  inégalités  précédentes,  proposons-nous 

de  déterminer  deux  limites  supérieure  et  inférieure  du  rapport-^ 

pour  une  calotte  conductrice  résultant  de  la  section  d'un  ellipsoïde 
de  révolution  allongé  par  le  plan  d'un  parallèle  {fig-  54)- 


Soient  a  l'angle  du  plan  de  base  avec  le  plan  tangent  tout  le 
long  du  contour  ;  2  ^  l'angle  au  sommet  du  cône  de  révolution 
circonscrit  au  contour  à  partir  du  pôle  de  la  calotte.  Il  est  aisé  de 
voir  que  l'on  a 

ii  =  2a, 
i2'=27r(i  —  cos^) 


et,  par  conséquent, 


cos3        Qî 


2  ^  Q 


On  voit  que,  lorsque  les  dimensions  de  l'ouverture  sont  infini- 
ment petites  du  premier  ordre,  la  charge  totale  répartie  à  l'inté- 
rieur de  la  calotte  devient  infiniment  petite  du  second  ordre.  Un 
corps  d'épreuve,  mis  au  contact  des  parois  intérieures  de  la  calotte, 
ne  rapportera  pas  d'électricité. 

Aux  théorèmes  précédents,  M.  G.  Robin  en  a  joint  un  grand 
nombre  d'autres  ;  nous  renverrons  à  son  Mémoire  pour  la  dé- 
monstration des  suivants  que  nous  ne  faisons  qu'énoncer  : 

i"  Une  surface  fermée  S  {fg.  55)  est  formée  par  deux  calottes 
C  et  C  ;  si  l'on  sait  déterminer  d'une  part  l'influence  exercée  par 
des  charges  électriques  quelconques  sur  la  surface  S  ;  d'autre  part, 
l'influence  exercée  sur  la  calotte  G  par  une  charge  placée  en  un 
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point  courant  M'  de  la  calotte  C,  une  triple  quadrature  permet  de 


Fi  g.  55. 


déterminer  l'influence   exercée   sur  la  calotte  C  par  une   charge 
placée  en  un  point  quelconque  de  l'espace. 

'>•"  Une  surface  fermée  S  {^fig-  56)  est  formée  d'une  zone  Z  et 
de  deux  calottes   C  et  C.  Supposons  que   l'on  connaisse  :   i"  la 

Fig.  56. 


distribution  électrique  sur  la  surface  S  soustraite  à  toute  in- 
fluence ;  2"  l'influence  sur  la  calotte  (Z  +  G)  d'un  point  variable 
M'  de  la  calotte  C  ;  3°  l'influence  sur  la  calotte  (Z  +  C)  d'un 
point  variable  M  de  la  calotte  C.  De  ces  données,  on  peut  con- 
clure la  distribution  de  l'électricité  en  équilibre  d'elle-même  sur 
la  zone  Z. 

Ce  beau  théorème  a  permis  à  M.  Robin  de  déduire  des  ré- 
sultats obtenus  par  Sir  W.  Thomson  pour  la  calolle  sphérique 
la  distribution  de  l'électricité  en  équilibre  d'elle-même  sur  la 
zone  sphérique. 
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CIIAPITRE  m. 

-ES  SURFACES  DE  MVEAU  ET  LEURS  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES. 


§   1.   —   Théorèmes  généraux. 

La  fonction  potentielle  de  certaines  charges  électriques  est, 
<lans  tout  l'espace,  une  certaine  fonction  finie,  continue  et  uni- 
forme des  coordonnées 

Dans  une  région  de  l'espace  où  la  fonction  potentielle  n'est 
point  constante,  elle  prend  certaines  valeurs,  parmi  lesquelles  la 
^aleu^  C.  L'équation 

/(a",j,«-)  =  C, 

où  C  est  traité  comme  une  certaine  constante,  représente  en  gé- 
néral une  certaine  surface,  variable  d'une  manière  continue  avec 
la  valeur  de  la  constante  C. 

La  considération  de  semblables  surfaces  s'est  d'abord  présentée 
on  Hydrostatique,  dans  la  théorie  de  la  figure  des  planètes,  à  Mac- 
laurin  et  à  Clairaut  ('),  qui  leur  ont  donné  le  nom  de  surfaces 
de  niveau.  Chasles  (2),  qui  en  a  introduit  l'usage  en  Electrosta- 
tique, leur  a  conservé  ce  nom,  auquel  on  substitue  souvent  celui 
de  surfaces  équipotentielles. 

Supposons  qu'une  ligne  rencontre  une  semblable  surface  en  un 
point  (i,  Tj,t^).   Soient  [x^y^z)  les  coordonnées   courantes  d'un 


C)  Maclaurin,  Treatise  of  fluxions,  Art.  CiO;  i-/\i.  —  Clairaut,  Théorie 
de  la  figure  de  la  Terre,  p.  4o-5a;  i^'i^- 

(^)  CiiASLKs,  Mémoire  sur  l'attraction  d'une  couche  ellipsoïdale  infiniment 
mince  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XV,  XXV"  Cahier,  p.  3o4-3i6;  1837). 
—  Enoncé  de  deux  théorèmes  généraux  sur  l'attraction  des  corps  et  la  théorie 
de  la  chaleur  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  Vin,  p.  309;  1839).  —  Théorèmes  généraux  sur  l'attraction  des  corps  (Ad- 
dition à  la  Connaissance  des  Temps  pour  iS^â,  publiée  en  1842). 
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point  de  celle  ligne,  s  l'arc  complé  sur  celte  ligne.  La  ligne  ren- 
contrera normalement  la  surface  si  l'on  a 

à/(l-n,Q  dy  _  dfa,r,.X,)   dz  _^  ^ 
<)^  ds  Oti  ds  ' 

àJSl  -TnV)  dz  _  àfa,:^^)  daf^_^ 
()f  ds  (^^  ds  "      ' 

df{\,T,,0  dx  _  ()/(?.  Y),  n  dy  _ 
iïr^  ds  d\  ds 

En  intégrant  deux  des  trois  équations  (elles  se  réduisent  à  deux 
distinctes) 

Oz  ^  ôy 

1)  f(r.  r,  z)  à  f(x,y,  z)    , 

dz  —  — ,-  ~ d.r  =  (), 

Ox  àz 

ây  ax 

on  obtiendra  une  famille  de  lignes  dont  chacune  est  normale  à 
toutes  les  surfaces  de  niveau  qu'elle  rencontre. 

Chasles,  qui  a  introduit  la  considération  de  ces  lignes  dans  le 
domaine  de  l'Electricité,  leur  a  donné  le  nom  de  trajectoires  or- 
thogonales aux  surfaces  de  niveau.  A.ujourd'hui,  on  leur  donne 
souvent,  à  l'imitation  de  Maxwell,  le  nom  de  lignes  de  force,  créé 
par  Faraday  pour  les  lignes  analogvies  que  l'on  rencontre  dans 
l'étude  de  l'Electromagnétisme. 

Ce  dernier  nom  peut  se  justifier  ainsi. 

La  force  éleclroslalique  en  un  point  a  pour  composantes 

V  Af  Y  Jf  7  Jf 

4  f)x  OZ  oz 

Il  est  aisé  de  voir  qu'elle  est,  en  tout  point,  normale  à  la  surface 
de  niveau  et  tangente  à  la  trajectoire  orthogonale  qui  passent  par 
ce  point.  La  trajectoire  orthogonale  marque  donc,  en  chaque 
point,  la  direction  de  la  force. 

La  force,  normale  en  chaque  point  à  la  surface  de  niveavi  qui 
passe  par  ce  point,  est  dirigée  du  côté  de  cette  surface  de  niveau 
vers  lequel  la  fonction  potentielle  va  en  diminuant. 

La  connaissance  des  surfaces  de  niveau  permet  donc  de  déter- 
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miner,  en  chaque  point,  la  direction  de  la  force  électrostatique; 
elle  permet  aussi  d'en  déterminer  la  grandeur  relative. 
Traçons,  en  effet  i^fig.  5^),  les  surfaces  de  niveau 


aa,     V-i-rt,     V,     V — «,     V 


•>.  a, 


qui  correspondent  à  des  valeurs  de  la  fonction  potentielle  variant 
en  progression  arithmétique  de  raison  infiniment  petite  ( — a\ 
Soit  M  un  point  de  la  surface  V;   soit  ô  la  distance  normale  du 


l'-is;.  37. 


V+2aV+a>  V      V_a,V_ 


point  M  à  la  surface  (V — «)  ;  soit  N  la  direction  de  la  normale 
au  point  M  à  la  première  surface  menée  vers  la  seconde;  c'est  la 
direction  de  la  force  électrique  au  point  M,  force  qui  a  pour  gran- 
deur 


F  =  —  E 


£)N 


Mais    on    peut,    si   l'on    veut,    prendre   c/N--o;    on   a    alors 
dS  =^-  —  rt,  et,  [)ar  conséquent. 


La  grandeur  de  la  force  électrostatique  est,  en  chaque 
point,  inversement  proportionnelle  à  la  distance  entre  la  sur- 
face de  niveau  qui  passe  par  ce  point  et  la  surface  de  niveau 
infiniment  voisine. 

La  surface  d'un  conducteur  électrisé  est  une  surface  de  niveau. 
Supposons  qu'elle  corresponde  à  une  certaine  valeur  Vde  la  fonc- 
tion potentielle.  Dans  l'espace  qui  environne  ce  corps,  traçons 
une  surface  de  niveau  infiniment  voisine  de  la  surface  du  corps; 
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elle  correspond  à  une  valeur  (V — a)  de  la  fonction  potentielle, 
a  étant  une  quantité  infiniment  petite,  positive  ou  négative. 
Soit  S  la  distance  normale  d'un  point  M  de  la  surface  du  conduc- 
teur à  cette  surface  de  niveau.  Nous  aurons  en  ce  point 

ÔN   _        a 

Mais  la  densité  superficielle  de  l'électricité  a  pour  valeur  au 
point  M 

__  _  J_  dY_ 

47t  dNe' 

On  a  donc 

a 

~~47r8* 

La  densité  électrique  est,  en  chaque  point  d'un  conducteur 
électrisé,  inversem.ent  proportionnelle  à  la  distance  normale 
entre  ce  point  et  la  surface  de  niveau  infiniment  voisine  de  ce 
conducteur. 

Donnons,  dès  maintenant,  une  application  de  ces  théorèmes 
généraux. 

Considérons  un  ellipsoïde  électrisé  et  soustrait  à  toute  influence. 

La  fonction  potentielle  de  cet  ellipsoïde  [Livre  II,  Chapitre  VIÏ, 

égalité  (17)]  dépend  seulement,   en  coordonnées  elliptiques,   du 

paramètre  u.  Les  surfaces  de  niveau  de  cet  ellipsoïde  sont  donc 

les  surfaces 

u  =  const. 

D'où  ces  deux  propositions  : 

Les  surfaces  de  niveau  d' un  ellipsoïde  électrisé  et  soustrait 
à  toute  influence  sont  des  ellipsoïdes  homofocaux  à  celui-là. 

Les  trajectoires  orthogonales  sont  des  lignes  d'intersection 
des  deux  familles  d^ hyperholoïdes  homofocaux  à  V ellipsoïde 
donné. 

Le  théorème  général  démontré  en  dernier  lieu  donne  alors  celte 
proposition  : 

En  chaque  point  d' un  ellipsoïde  électrisé  et  isolé,  la  densité 
électrique  est  inversement  proportionnelle  à  la  distance  entre 
cet  ellipsoïde  et  V ellipsoïde  homofocal  infinim,ent  voisin. 
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Revenons  aux  propriétés  générales  des  surfaces  de  niveau. 

Considérons  un  élément  <ia>  sur  une  surface  de  niveau  {fig.  58). 
Par  tous  les  points  du  contour  de  cet  élément,  menons  des  trajec- 
toires orthogonales.  Ces  lignes  engendrent  une  surface  qui  limite 
un  canal  infiniment  délié.  Chasles,  qui  a  mis  en  évidence  les  re- 
marquables propriétés  d'un  semblable  canal,  lui  a  donné  le  nom 
de  canal  orthogonal;  on  le  nomme  parfois  aussi  tube  de  force. 

Coupons  un  semblable  canal  par  deux  sections  normales  c/o> 


et  c/d)',  sections  qui  sont  évidemment  situées  sur  deux  surfaces  de 
niveau.  Le  tronçon  ainsi  formé  est  limité  par  une  surface  fermée  à 
laquelle  nous  pouvons  appliquer  les  lemmes  de  Gauss.  Si  nous 
supposons  que  le  canal  orthogonal  n'ait  rencontré  aucun  corps 
électrisé  entre  les  deux  sections  diù  et  d\ù\  nous  aurons 

^  F>„  </S  =  G, 

la  sommation  s'étendant  à  la  surface  considérée. 

Les  trajectoires  orthogonales  étant  toujours  tangentes  à  la  force, 
on  a  en  tout  point  des  parois  latérales  du  canal 

Il  reste  donc,  en  désignant  par  dixi  et  f/oj'  les  aires  des  deux 
bases  du  canal  et  par  Fj^,  Y^  les  composantes  de  la  force  électro- 
statique suivant  les  normales  à  ces  bases  extérieures  au  canal,  com- 
posantes qui  sont,  en  valeur  absolue,  égales  à  la  force 

(i)  F>-  dm  -H  V's  diù'  —  G. 

De  cette  égalité  il  résulte,  en  premier  lieu,  que  F^  et  FJ,  sont  de 
signe  contraire.  Si  donc,  à  une  extrémité,  la  force  entre  dans  le 
canal,  elle  en  sort  à  l'autre.  La  direction  de  la  force  marque  donc, 
dans  le  canal,  un  sens  de  parcours  constant. 
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En  second  lieu,  si  l'on  désigne  par  F  et  F'  les  valeurs  absolues 
de  la  force  en  un  point  des  éléments  cIm  et  c/co',  l'égalité  (i)  peut 
s'écrire 

F  doi  —  F'  <fio'. 

La  quantité  F  d(.o  est  donc  la  même  pour  toutes  les  sections  du 
canal. 

On  peut  exprimer  ces  diverses  particularités  en  regardant  vin 
canal  orthogonal  comme  rempli  d'un  certain  fluide  incompressible 
qui  s'écoulerait  d'un  mouvement  permanent  dans  le  sens  de 
la  force  électrostatique  et  dont  la  vitesse  en  chaque  point  serait 
proportionnelle  à  cette  force;  de  là  le  nom  de  /lux  de  force 
souvent  donné  au  produit  Y  d^M. 

L'égalité  (i)  nous  montre  que,  dans  une  région  extérieure  aux 
masses  agissantes,  où  la  force  électrique  est  partout  finie,  un  canal 
orthogonal  ne  peut  se  fermer.  Un  canal  orthogonal  est  donc  li- 
mité seulement  par  des  corps  électrisés,  ou  bien  encore  il  s'étend 
à  l'infini  ou  se  ferme  sur  lui-même. 

Considérons  unxanal  orthogonal  aboutissant  par  ses  deux  ex- 
Irémités  aux  surfaces  de  deux  conducteurs  {fig.  Sq).  Les  surfaces 

Fig.  5;). 


des  conducteurs  étant  des  surfaces  de  niveau,  le  canal  orthogonal 
les  rencontre  normalement.  Soient  <fiî,  r/Q'  les  éléments  superfi- 
ciels que  le  canal  orthogonal  rencontre  normalement.  Ces  deux 
éléments  sont  dits  éléments  correspondants. 

Prenons,  dans  le  milieu  non  électrisé  qui  sépare  ces  deux  con- 
ducteurs, deux  sections  normales  du  canal  orthogonal  :  l'une,  t/to, 
infiniment  voisine  de  dQ.\  l'autre,  f/co',  infiniment  voisine  de  dOl . 
Soient  F^-,  F^^-  les  (brccs  en  c/oi  et  t/w'  comptées  vers  l'intérieur  du 
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canal,  c'est-à-dire  vers  l'exlérieur  des  conducteurs.  Nous  aurons, 
d'après  l'égalité  (i), 

Fn  doi  --  Fj;  rfw'  =  G. 

Si  Ne,  N^  sont  les  normales  vers  l'extérieur  des  conducteurs 
en  dû  et  dQ,\  lorsque  les  éléments  diù  et  dtù'  tendent  respective- 

ment  vers  dû  et  dÇi\  Y^  tend  vers  —  £  -rr-  et  Fv  tend  vers  —  £  yrrr  • 

L'égalité  précédente  devient  donc,  à  la  limite, 

Soient  «T  et  o-'  les  densités  électriques  superficielles  en  un  point 
des  éléments  dû  et  dû' .  On  a 

I     d\ 

et  l'égalité  précédente  devient 

(T  dil  -\-  t'  dil'  ~  o. 

A^wr  deux  conducteurs  en  présence,  deux  éléments  corres- 
pondants /•enferment  des  quantités  d'électricité  égales  et  de 
signes  contraires. 

Cette  proposition  peut  être  regardée  comme  la  traduction  théo- 
rique de  la  classique  expérience  sur  l'influence  électrique,  où  deux 
conducteurs  électrisés  mis  en  présence  se  chargent  sur  leurs  faces 
en  regard  d'électricités  de  signes  contraires. 

§  2.  —  Étude  expérimentale  des  surfaces  de  niveau. 

Faraday  (')  a  donné  une  méthode  qui  permet  d'étudier  expéri- 
mentalement les  valeurs  que  prend  la  fonction  potentielle  aux 
divers  points  du  champ  qui  environne  un  conducteur  électrisé  et, 
par  conséquent,  de  déterminer  les  surfaces  de  niveau  et  leurs  tra- 
jectoires orthogonales. 


(')  Faraday,  Expérimental  Researches  on  Electricity ;  Série  XI  :  On  Induc- 
tion; \rt.  IV.  Induction  in  curved  Unes  (lu  à  la  Société  Royale  de  Londres,  le 
•Ji  décembre  18I7.  —  Réimpression  dos  Exp.  Researches,  p.  38o). 
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En  un  point  du  champ  où  la  fonction  potentielle  des  charges 
agissantes  avait  une  valeur  V,  on  place  le  centre  d'une  très  petite 
sphère  de  rayon  R,  tenue  par  une  aiguille  isolante  en  gomme 
laque.  On  met  cette  sphère  en  communication  avec  le  sol  par  un 
fil  fin.  Elle  prend  une  charge  Q.  On  coupe  la  communication  avec 
le  sol,  et  l'on  porte  cette  sphère  dans  la  balance  de  Coulomb,  qui 
fait  connaître  la  charge  Q.  Cette  détermination  permet  de  con- 
naître la  valeur  de  V. 

En  effet,  au  moment  où  celte  sphère  est  en  communication 
avec  le  sol,  la  fonction  potentielle  en  son  centre  doit  avoir  la  va- 
leur o,  ce  qui  donne  immédiatement  la  relation 

v.^o. 

Faraday  a  pu,  par  ce  moyen,  reconnaître  l'existence  des  lignes 
de  force.  Leur  forme  courbe  l'avait  frappé;  il  y  voyait  la  preuve 
que  l'induction  électrique  se  propageait  par  l'intermédiaii'e  d'un 
milieu;  selon  lui,  si  cette  action  s'était  exercée  à  distance,  les 
lignes  de  force  eussent  été  droites.  Malgré  les  idées  fécondes  que 
renferment  quelques  parties  du  passage  que  nous  avons  cité,  on 
ne  peut  méconnaître  ce  que  les  considérations  qu'il  contient  onl 
de  peu  rigoureux. 
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CHAPITRE  IV. 


LES  COUCHES  DE  MVEAl) 


§   1. 


Une  identité  de  Gre  en. 


Les  propositions  que  nous  allons  établir  dans  ce  Chapitre  sont 
la  conséquence  naturelle  d'une  importante  identité,  déduite  par 
Green  (')  du  théorème  qui  porte  son  nom. 

Si  U  et  V  sont  deux  fonctions  régulières  à  l'intérieur  d'une 
certaine  surface  S  ;  si  N/  est  la  normale  en  un  point  de  l'élément  dS 
vers  l'intérieur  de  la  surface  S,  le  théorème  de  Green  nous  donne 
l'identité  [Liv.  I,  Chap.  III,  égalité  (3)] 

„)    /(/"(i)AV-VAU).ferf,-^.-  --g(u^^-v|il),«. 

Envisageons  une  surface  ïi,  fermée,  et  entoui-ant  un  espace  qui 


peut  contenir  dos  niasses  électrisées,  tandis  que  d'autres  masses 
éleclrisées  lui  sont  extérieures  {^/ig-  60).  Traçons  une  surfaces 
fermée,  S'  (qui  peut,  dans  certains  cas,  être  l'ensemble  de  plu- 
sieurs surfaces  fermées),  contenant  à  son  intérieur  toutes  les  masses 


(')  Georgk  Grkkn,  An  Essay  on  the  application  of  matlieniatical  anatysis 
to  the  Théories  0/  Electricity  and  Magne tism.  General  preliminary  résulta, 
\rl.  4  (Nolliagliain  ,  1828.  Green's  Matlieniatical  Papers.  p.  29).  Nous  avons 
déjà  rencontré  celle  identité  au  Livre  II,  Chap.  VI. 

I).  —  f.  20 
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électriques  que  renferme  l'espace  clos  considéré.  Enfin,  dans  l'es- 
pace compris  entre  les  surfaces  S  et  S',  considérons  un  point  M  et 
entourons-le  d'une  sphère  de  très  petit  rayon  S". 

Examinons  l'espace  clos  limité  par  les  surfaces  i],  S',  S". 

A  l'intérieur  de  cet  espace,  la  fonction  potentielle  V  des  masses 
agissantes  est  régulière  et  harmonique.  Il  en  est  de  même  de  la 

fonction  U  =  ->  /•  étant  la  distance  du  point  (^,  J",  z-)  au  pointM. 

Appliquons  à  ces  deux  fonctions  l'égalité  (i)  et  nous  trou- 
verons 


S, 


^s' 


Considérons   la  troisième  intégrale.    Soit  dS  l'angle  sous   le- 
quel, du  point  M,  on  voit  l'élément  û?S".  Nous  aurons 

di."  ^  R2  de, 

r  \ 

[\  étant  lerajon  de  la  sphère.  Si  ce  rayon  tend  vers  o,  on  voit 
aisément  que  la  troisièxne  intégrale  tend  vers  —  4'^V(M),  et 
l'égalité  précédente  devient 

"'        I    ù\\  ...      n    i  ,."7       ,  àV 


Dans  la  seconde  intégrale,  nous  avons  remplacé  le  symbole  N/ 
désignant  la  normale  à  la  surface  S'  vers  l'intérieur  de  l'espace 
considéré  par  le  symbole  N^  désignant,  ce  qui  revient  au  même, 
la  normale  vers  l'extérieur  de  la  surface  S'. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  surface  S  ne  renferme  aucune 
charge  agissante,  l'égalité  (2)  devient 


(3) 


'-  OY 


^^^'w=SA"^-^^/^^ 
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De  l'égalité  (a),  nous  déduisons  une  autre  égalité  analogue. 
Appliquons-la,  en  effet,  à  l'espace  compris  entre  une  surface 
fermée  S,  à  l'extérieur  de  laquelle  peuvent  se  trouver  certaines 
charges  agissantes  et  une  sphère  de  très  grand  rayon.  Le  terme 
relatif  à  la  surface  de  cette  sphère  s'évanouira  lorsque  son  rayon 
croîtra  au  delà  de  toute  limite,  et  l'on  aura  l'égalité,  vraie  pour 
tout  point  extérieur  à  la  surface  S  et  aux  charges  agissantes, 


'»^-<^')-SA^5^-^i;;''^-S. 


Si  toutes  les  charges  agissantes  sont  intérieures  à  la  surface  S, 
cette  égalité  devient  simplement 


(5) 


Examinons  le  rôle  de  l'équation  (3). 

Lorsque  l'on  connaît  l'existence,  à  l'intérieur  de  l'espace  limité 
par  la  surface  i],  d'une  fonction  harmonique  V,  et  que  l'on  connaît 

dY 
en  outre  les  valeurs  de  V  et  de  - —  sur  la  surface  S,  elle  permet  de 

calculer  la  valeur  de  V  en  tout  point  intérieur  à  S. 

Les  fonctions  de  trois  variables  réelles  qui  vérifient  l'équation 
AV  =  o  jouissent  de  propriétés  fort  analogues,  en  bien  des  cas,  à 
celles  des  fonctions  de  variables  imaginaires  (').  Le  théorème 
précédent  constitue  un  des  principaux  éléments  de  ces  analogies. 

On  sait  que  si  une  fonction  y(5)  de  la  variable  imaginaire  z  est 
finie,  uniforme  et  continue  à  l'intérieur  d'une  certaine  aire  limitée 
par  un  contour  fermé  5  et  que  si  x  désigne  l'affixe  d'un  point 
intérieur  à  ce  contour,  on  a 


^r.) 


^l^fU-)r-..l    f   /-[^Idz, 


(')  Parmi  les  ouvrages  importants  pour  l'étude  de  ces  analogies,  citons  : 
!'.  Appell,  5m/-  les  /onctions  de  trois  variables  réelles  satisfaisant  à  l'équa- 
tion AF  =  o  (Acta  matliematica,  t.  IV,  p.  3i3;  i884).  —  P-  Painlevé,  5m/-  les 
lignes  singulières  des  Jonctions  analytiques  {Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  t.  II.  B.;  i888). 
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le  contour  s  étant  parcouru  de  manière  à  laisser  à  gauche  l'aire 
limitée. 

La  démonstration  de  ce  théorème  fondamental  de  Cauchy  peut 
être  calquée  (')  sur  la  démonstration  de  l'égalité  (3)  donnée  par 
Green  et  reproduite  ci-dessus.  Ce  théorème  montre  que  l'on  peut 
calculer  les  valeurs  de  la  fonction  f(z)  en  un  point  quelconque 
intérieur  à  une  aire,  si  l'on  connaît  les  valeurs  de  la  fonction  aux 
différents  points  du  contour  de  cette  aire. 

Mais  une  différence  importante  est  à  signaler  entre  les  égalités 
(3)  et  (6).  L'égalité  (6)  détermine  la  fonction /(.r)  à  l'intérieur 
de  l'aire  lorsqu'on  connaît  seulement  les  valeurs  de  cette  fonction 
aux  divers  points  du  contour.  Au  contraire,  pour  calculer  la  va- 
leur de  V  en  un  point  d'un  certain  espace,  l'égalité  (3)  exige  que  l'on 
connaisse  en  Ions  les  points  de  la  surface  qui  limite  cet  espace,  non 

seulement  la  valeur  de  V,  mais  encore  la  valeur  de  sa  dérivée  -r^rr 

oN/ 

suivant  la  normale  à  la  surface. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  introduit  ainsi,  dans  la  détermi- 
nation de  V(M),  des  éléments  superflus  (-).  Les  démonstrations 
qui  sont  exposées  au  Livre  1,  Chapitre  V,  §  3,  conduisent,  nous 
l'avons  vu,  au  résultat  suivant  : 

Pour  que  la  fonction  harmonique  V  soit  déterminée  sans  ambi- 
guïté dans  tout  l'espace  intérieur  à  la  surface  S,  il  suffît  que  l'on 
connaisse  les  valeiirs.  de  V  en  tous  les  points  de  la  surface  S  ;  ou 
bien  les  valeurs  de  V  pour  certaines  régions  de  cette  surface  et  les 

valeurs  de  ^^  pour  les  autres  régions.  Si  l'on  connaissait  seule- 

ment  les  valeurs  de  -rrr  en  tout  point  de  la  surface  S,  la  fonction  V 

serait,  à  l'intérieur  de  cette  surface,  déterminée  à  une  constante 
près. 

Toutefois,  cette  différence  apparente  entre  les  égalités  (3)  (;t 
(6)  se  transforme  de  nouveau  en  une  analogie  par  un  examen  plus 
approfondi,  car  le  théorème  de  Cauchy  exige,  lui  aussi,  pour  le 


(')  V.  Hkrmitk,  Cours  d'Analyse  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  rédigé 
par  H.  Andoyer. 

{")  G.  KiRCHHOFF,  Vorlesungen  iiber  matliematische  physilc.  Médian  il,  , 
p.  i85. 
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calcul  de /(ar),  des  éléments  superflus.  Pour  déterminer /(x),  il 
n'est  pas  nécessaire  de  connaître  les  valeurs  de  f{z)  en  tous  les 
points  du  contour,  mais  seulement  soit  la  partie  réelle,  soit  la  partie 
imaginaire  de  f(z). 

Quoiqu'il  en  soit,  la  remarque  précédente  conduit  à  se  proposer 
ce  problème  :  Faire  disparaître  du  second  membre  des  égalités  (3) 

,.,        .     d\         .    ,. 

et  (  o)  soil  -t:->  soit  V. 

C'est  pour  faire  disparaître  — r-  du  second  membre  de  ces  éaa- 

lilés  que  Green  a  créé  la  fonction  que  nous  avons  étudiée  au 
Chapitre  VI  du  Livre  II,  et,  par  conséquent,  posé  pour  la  pre- 
mière fois  le  problème  qui  a  reçu  le  nom   de  Lejeune-Dirichlet. 

F'aire  disparaître  V  en  laissant  seulement  -r^  constitue  l'objet  d'un 

problème  analogue,  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir  au  Tome  II  du 
présent  Ouvrage  lorsque  nous  étudierons  la  distribution  magné- 
tique, et  que  nous  nommerons  le  problème  dérivé  de  Lejeune- 
Dirichlet.  Selon  que  l'on  veut  faire  disparaître  V  du  second 
membre  de  l'équation  (3)  ou  du  second  membre  de  l'équation  (5), 
on  se  trouve  en  présence  du  problème  dérivé  intérieur,  ou  du 
problème  dérivé  extérieur  de  Lejeune-Dirichlet. 

§  2.  —  Propriétés  fondamentales  des  couches  de  niveau. 

Le  problème  dérivé  extérieur  de  l^ejeune-Dirichlet  présente  or- 
dinairement des  difficultés  bien  plus  grandes  que  celles  que  pré- 
sente le  problème  de  Dirichlet.  Nous  allons  voir,  toutefois,  qu'il 
existe  un  cas  particulier  où  il  peut  être  immédiatement  résolu. 

Imaginons  que  la  surface  S  soit  une  sur/ace  de  niveau  ren- 
fermant à  son  intérieur  toutes  les  charges  agissantes.  Soit  A 
la  valeur  constante  que  prend,  à  sa  surface,  la  fonction  poten- 
tielle. L'égalité  (5)  donnera,  pour  tout  point  M^,  extérieur  à  la 
surface  S, 

Mais  on  sait,  par  un  des  lemmes  de  Gauss,  que  la  première  des 
deux  intégrales  qui  figure  au  second  membre  a  la  valeur  o.  On  a 
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donc 


égalité  qui  résout  immédiatement,  dans  ce  cas,  le  problème  dérivé 
extérieur  de  Lejeune-Diriclilet. 

Par  quelle  égalité  doit-on  remplacer  l'égalité  (7),  lorsque,  au  lieu 
de  considérer  un  point  Me  extérieur  à  la  surface  S,  on  considère 
un  point  Mj  intérieur  à  la  surface  S,  mais  extérieur  aux  masses 
agissantes? 

On  peut  toujours  mener  la  surface  S'  de  telle  sorte  que  le  point 
M,-  lui  soit  extérieur  ;  l'égalité  (5)  donnera  alors 

L'égalité  (2)  deviendra  alors 


S, 

i4, 

[• 

\ 

)d.^ 

0, 

ou  bien, 

à 

cause 

de  l'é 

gai  i  té 

à'- 
r 

dz  = 

47:A, 

qui  résui 

Ite 

imm€ 

îdialement  d( 

es  lemmes  de  Gauss, 

(8) 

Uv  r 

dz^ 

.iTlA. 

Cherchons  une  interprétation,  des  égalités  (7)  et  (8). 

Nous  nommerons  couche  de  niveau  une  couche  électrique  dis- 
tribuée sur  la  surface  de  niveau  2  et  ayant  en  chaque  point  une 
densité  superficielle  déterminée  par  la  formule 


I     ^V  _  _i_  ^ 
4ti  d\e  "^411  àNe 


La  fonction  potentielle  de  cette  électricité  aura  pour  valeur  en 
un  point  quelconque  M  de  l'espace  la  quantité 

U(M)  =  C     ?<^X. 
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On  aura  alors,  d'après  l'égalité  (8),  en  tout  point  intérieur  à  la 
surface  S, 

(9)  U  =  A, 

et  en  tout  point  extérieur  à  la  surface  S,  d'après  l'égalité  (n), 

(10)  U  =  V. 

On  en  conclut  qu'une  couche  de  niveau  exerce,  à  C extérieur 
de  la  surface  sur  laquelle  elle  est  répandue,  la  même  action 
que  les  charges  électriques  situées  à  V intérieur  de  cette  sur- 
face et  qu^ elle  rC exerce  aucune  action  en  un  point  intérieur  à 
cette  surface. 

L'égalité  (9)  montre  que  cette  couche,  distribuée  sur  un  con- 
ducteur limité  par  la  surface  de  niveau  considéré,  j  formerait  une 
couche  électrique  en  équilibre.  De  là  ce  nouveau  théorème  : 

Si  Von  sait  trouver  les  surfaces  de  niveau  d^ un  système  de 
masses  électrisées,  qui  contiennent  ces  masses  à  leur  intérieur, 
on  sait  trouver  la  distribution  qu  affecterait  d^ elle-même  V élec- 
tricité sur  un  conducteur  limité  par  une  quelconque  de  ces 
surfaces.  Il  suffit  de  donner  à  la  densité  en  chaque  point  de 
cette  surface  une  valeur  en  raison  inverse  de  la  distance  de  ce 
point  à  la  surface  de  niveau  infiniment  voisine.  Cette  distri- 
bution admet  les  mêmes  surfaces  de  niveau  extérieures  que  les 
charges  primitivement  considérées. 

La  quantité  totale  d'électricité  qui  forme  la  couche  de  niveau  a 
pour  valeur 

Les  lemmes  de  Gauss  conduisent  immédiatement  au  théorème 
suivant  : 

La  masse  totale  d\ine  couche  de  niveau  a  même  fj^randeur 
et  même  signe  que  les  masses  dont  elle  peut  remplacer  l'action 
pour  les  points  extérieurs. 


3l2 
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Ces  beaux  théorèmes  ont  élé  découverts  par  Grcen  (').  I^c  Mé- 
moire de  Green  était  inconnu  lorsque  ces  propositions  furent 
retrouvées,  presque  simultanément,  par  Cliasles  (2),  Ganss  (•')  el 
Sir  W.  Thomson  (^). 

,§  3.  —  Étude  complète  d'un  cas  d'influence  électrique. 

Les  théorèmes  précédents  nous  conduisent  de  suite  à  la  solution 
d'un  problème  d'influence  intéressant. 

]^es  corps  G,  G',- G"  sont  chargés  d'électricité  {fîg.  61);  i]  el  ^' 


sont  deux  surfaces  de  niveau  des  charges  dislribuées  sur  G,  G',  G"; 
^  enveloppe  les  corps  éleclrisés  et  S'  enveloppe  '^.  Ges  deux  sur- 
faces limitent  une  couche  conductrice.  N/,  N^  sont  les  dii'ections  de 


(  '  )  G.  Grken,  An  Essay  on  the  application  of  matheniatical  Analysis  to  the 
Tlieories  of  Electricity  and  Magnetisni.  Art.  l'i.  Noltingham,  1828.  —  Grcen's 
Matheniatical  Paper's,  p.  63. 

(^)  Chasles,  Mémoire  sur  l'attraction  d'une  couche  ellipsoïdale  infiniment 
mince  et  les  rapports  qui  ont  lieu  entre  ces  attractions  el  les  lois  de  la  chaleur 
dans  un  corps  en  équilibre  de  température  {Journal  de  l' École Poly technique , 
t.  XV,  25'  Cahier,  p.  3o4-3i6).  —  Énoncé  de  deux  théorèmes  généraux  sur 
l'attraction  des  corps  et  la  théorie  de  la  chaleur  {Comptes  rendus  des  séances 
de  l'Académie  des  Sciences,  t.  VIII,  p.  209;  iSSg).  —  Théorèmes  généraux 
sur  l'attraction  des  corps  {Addition  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i845: 
publié  en  1842). 

(')  Gauss,  Alegemeine  Lehrsàtze  ûber  die  im  verkehrten  Verhàltnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte.  Art  37  {Magnetische  Verein; 
1889.  —  Gauss  Werke,  Bd.  V,  p.  241). 

(*)  W.  Thomson,  On  the  uniform  motion  of  heat  {Cambridge  Matheniatical 
Journal;  1842.  —  Reprint  of  Papers  on  Elecirostatics  and  Magnetism,  p.  i  el 
p.  i3i). 
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la  normale  à  la  surface  -;  N) ,  N^.  sonl  les  direclions  de  la  nor- 
male à  la  surface  S'. 

Sur  la  surface  H',  distribuons  une  couche  de  niveau  ;  sa  densité 
en  chaque  poinJ  a  pour  valeur 

,  _      j     ^)r  _    I     d\' 

Sur  la  surface  S,  distribuons  une  couche  de  niveau  changée  de 
signe;  sa  densité  en  chaque  point  a  pour  valeur 

_    I     0\  _        I     d\ 

Soient  : 

U',  U  les  fonctions  potentielles  des  deux  couches  que  nous  ve- 
nons de  définir  ; 
A,  A'  les  valeurs  de  V  sur  les  surfaces  S,  S'; 
P    un  point  intérieur  à  la  surface  i]  ; 
P'  un  point  compris  entre  les  surfaces  S,  }i]' ;• 
P'  un  point  intérieui'  à  la  surface  S'. 

D'après  les  théorèmes  du  paragraphe  précédent,  nous  aurons  : 

1"  Au  point  P, 

(II)  U(P)  =  — A.        U'(P)  =  A': 

•^°  Au  |)oint  P', 
{VI)  U(P')  =  -- V(P'),         U'(P')=:A'; 

3"  Au  point  P", 

(iS)  U(P')--- VC-P"),         U'(P'')  =  V(P"). 

Soit  W  la  fonction  potentielle  totale,  définie  eu  chaque  point 
par  l'égalitC 

W  =  V  -^'  U  +  U'. 

i"  D'après  les  égalités  (i  1),  au  point  P,  nous  aurons 

(14  )  W(P)-=  V(P)-i-A'-A. 

2**  D'après  les  égalités  (12),  au  point  P',  nous  aurons 

(i5)  W(P')-.A'. 
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3"  D'après  les  égalités  (i3),  au  point  P",  nous  aurons 

(i6)  \V(P")  =  V(P"). 

L'égalité  (i5)  entraîne  le  théorème  suivant  : 

i"  L'équilibre  électrique  est  établi  sur  la  couche  conduc- 
trice limitée  par  les  surfaces  S,  S'. 

Les  propriétés  des  couches  de  niveau  donnent  iminédiatomenl 
ces  propositions  : 

2"  La  couche  o-'  est  égale  en  signe  et  en  quantité  à  la  charge  OÏL 
répandue  sur  les  conducteurs  C,  C,  C";  la  couche  a  est  égale 
en  grandeur  et  de  signe  contraire  à  la  charge  SW..  L'étal 
d'équilibre  obtenu  sur  le  conducteur  limité  par  ces  deux  sur- 
faces est  donc  Vétat  d^ équilibre  de  ce  conducteur  supposé  isolé 
et  à  l'état  neutre  avant  d'avoir  subi  l' influence  des  niasses  OÏL. 

3°  La  couche  i'  serait  en  équilibre  d' elle-même  sur  le  con- 
ducteur qui  la  porte. 

4"  La  couche  a-  serait  en  équilibre  d' elle-même  sur  un  con- 
ducteur plein  limité  extérieurement  par  la  surface  S. 

Les  égalités  (i4)  et  (i6)  donnent  encore  cette  proposition  : 

5°  L'action  électrostatique  exercée  soit  en  unpoint  de  l'espace 
clos  que  renferme  le  conducteur  creux,  soit  en  un  point  de 
l'espace  qui  lui  est  extérieur,  se  réduit  à  l'action  des  charges 
inductrices. 

§  4.  —  Une  classe  particulière  de  condensateurs. 

Les  propriétés  des  couches  de  niveau  vont  nous  permettre  éga- 
lement d'étudier  d'une  manière  complète  un  problème  particulier 
de  la  condensation  électrique  (').  , 

Si  l'électricité  était  en  équilibre  d'elle-même  sur  la  masse  con- 
ductrice G  {fig.  62),  elle  admettrait  certaines  surfaces  de  niveau; 
soient  S,  S'  deux  de  ces  surfaces  de  niveau,  la  surface  S'  entou- 
rant la  surface  S  ;  entre  ces  deux  surfaces  S,  S',  coulons  une 
matière  conductrice  C.  Nous  aurons  un  système  de  deux  conduc- 

(')  J.  MouTiKU,  Cours  de  Physique,  t.  I;  1881. 
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leurs  dont  l'un,  C,  porte  le  nom  ([''armature  interne,  l'autre,  C, 
d^ armature  externe.  La  bouteille  de  Lejde  sphérique  réalise  un 
semblable  système  ;  une  bouteille  de  Lejde  cylindrique  et  très 
longue  le  réalise  approximativement. 

En  mettant   une  des  armatures  en    communication   avec   une 

Fis.  62. 


source  à  un  niveau  potentiel  constant  (')  et  l'autre  armature  en 
communication  avec  le  sol,  nous  aurons  un  condensateur;  ce  con- 
densateur prendra  deux  formes  différentes  selon  que  l'on  mettra 
en  communication  avec  la  source  l'armature  externe  ou  l'armature 
interne. 

i"  L armature  interne  est  en  communication  avec  la  source 
au  niveau  potentiel  A,.  L'armature  externe  est  en  communi- 
cation avec  le  sol. 

Pour  déterminer  la  distribution  électrique  sur  le  système,  dési- 
gnons par  V  le  niveau  potentiel  auquel  serait  porté  le  conducteur 
C  par  une  charge  égale  à  l'unité  en  équilibre  d'elle-même  à  sa 
surface.  Les  surfaces  S,  2'  seraient  des  surfaces  de  niveau  de  cette 
charge,  et  elles  correspondraient  à  des  valeurs  u  et  u'  de  la  fonc- 
tion potentielle. 

Gela  posé,  distribuons  sur  le  conducteur  C  une  charge  a  en 


C)  L'armature  interne  ne  peut  être  mise  en  communication  avec  la  source  ou 
avec  le  sol  que  si  l'armature  externe  présente  un  petit  orifice.  Nous  négligerons 
l'influence  perturbatrice  de  ce  petit  orifice. 
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équilibre  d'elle-même  ;  sur  la  surface  S  vme  couclie  de  niveau 
changée  de  signe  de  masse  —  6  =  —  a  ;  sur  la  surface  ^'  ne  pla- 
çons aucune  électricité. 

Soit  Via  fonction  potentielle  de  la  charge  «5  soit  U  la  fonction 
potentielle  de  la  charge  b.  Si  l'on  remarque  que  la  fonction  V 
prend  la  valeur  av  en  un  point  de  la  surface  C  et  une  valeur  au 
en  uu  point  de  la  surface  S,  on  verra  facilement,  d'après  les  pro- 
priétés des  couches  de  niveau,  que  la  fonction  potentielle  totale  a 
pour  valeur  o  en  tout  point  compris  entre  les  surfaces  2  et  S',  et 
a(v  —  u)  en  tout  point  du  conducteur  C.  Si  donc  on  a  eu  soin  de 
déterminer  la  charge  a  par  l'égalité 

,  .% 

(17)  a  = > 

i^  —  u 

on  aura  obtenu  la  distribution  électrique  sur  le  condensateur. 

Le  premier  coefficient  de  Gaugain  [Liv.  II,  Ghap.  XI]  est  dé- 
fini par  l'égalité  ;;?  :=   -•  On  a  donc,  dans  le  cas  actuel, 

(18)  m  —  i. 

Pour  obtenir  le  coefficient  m' ,  il  nous  faut  isoler  l'armature 
externe  avec  une  charge  —  b,  égale  ici  à  —  a,  et  mettre  l'arma- 
ture interne  en  communication  avec  le  sol.  Gelle-ci  prendra  une 

ciiarge  «i  et  m'  sera  le  rapport  -j-'  Nous  pouvons  aisément  déter- 
miner a,. 

Sur  la  surface  du  corps  G,  distribuons  une  charge  a,  en  équi- 
libre d'elle-même;  sur  la  surface  S,  une  couche  de  niveau  changée 
de  signe  de  masse  totale  — a,  ;  sur  la  surface  S',  une  couche  en 
équilibre  d'elle-même,  de  masse  totale  —  6 +  «).  On  voit  sans 
peine  que  l'équilibre  sera  établi  sur  le  système  ;  que  le  conduc- 
teur G'  portera  une  charge  totale  —  b\  qu'à  l'intérieur  du  conduc- 
teur C,  la  fonction  potentielle  totale  aura  une  valeur 

«i  c  —  ttiU  —  {b  —  ai)u  . 

On  déterminera  «,  en  égalant  cette  valeur  à  o.  On  aura  donc 

(19)  m    —    -y    = ; j 
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La  force  condensante  de  l'appareil  a  pour  valeur 

I  —  mm 
ou  bien,  d'après  les  égalités  (18)  et  (19), 

(20)  F  =  n ^• 

V  —  u 

■.i°  u  armature  externe  est  en  communication  avec  la  source 
au  niveau  potentiel  =1.  ;  V armature  interne  est  en  communica- 
tion avec  le  sol. 


On  aura  alors 

(  17  OIS  )  a  =^  — , , 

II 

(18  /jis  )  m  =  r > 

v  -^  u  —  u 

(196/.V)  m'.^i, 

{10  fjis)  r  —  I  H . 

V  —  u 

La  force  condensante  de  l'appareil  est  la  même  dans  les  deux 
cas.  Mais  la  charge  prise  par  le  collecteur  n'est  pas  la  même. 

Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  l'armature  interne 
est  une  sphère  de  rajon  R  et  les  surfaces  2,  S'  des  sphères,  con- 
centriques à  la  première,  de  rayons  p,  p'.  On  a  alors 

La  force  condensante  de  l'appareil  a  pour  valeur 


I        I 

ÏÏ~p 

Lorsqu'on   prend  l'armature   interne    pour   collecteur,   elle  se 
charge  d'une  quantité  d'électricité 

a  =  • 

I         I 

ÏÏ-p 


I 

1 

u  =  -, 

u  - 

=:    - 

p 

P 
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Si  l'on  prend  au  contraire  l'armature  externe  pour  collecteur, 
elle  se  charge  d'une  quantité  d'électricité 

a  —  pM,. 


§5. 


Electromètre  absolu  de  Sir  "W.  Thouison. 


On  peut  rapprocher  l'électromèlre  de  Sir  W.  Thomson  des 
condensateurs  dont  nous  venons  de  parler.  Toutefois,  nous  expo- 
sei^ons  directement  la  théorie  de  cet  appareil  comme  dernière 
application  des  propriétés  des  surfaces  de  niveau. 

Deux  conducteurs  C,  F  sont  en  présence  (//^.  63).  Ces  deux 

Fig.  63. 


conducteurs  sont  en  partie  situés  dans  une  région  de  l'espace 
limitée  par  une  surface  S,  mais  ils  s'étendent  à  des  distances  de  la 
surface  S  très  grandes  par  rapport  aux  dimensions  de  cette  sur- 
face. 

Non  seulement  à  l'intérieur  de  la  surface  S,  mais  encore  à  une 
grande  distance  de  cette  surface,  la  surface  qui  limite  le  conduc- 
teur C  a  la  forme  de  deux  plans  parallèles  P  et  P',  la  surface  qui 
limite  le  conducteur  F  a  la  forme  de  deux  plans  II,  II',  parallèles 
à  ces  deux-là. 

Le  conducteur  F  est  mis  en  communication  avec  le  sol  et  le 
conducteur  C  avec  une  source  au  niveau  potentiel  a.  Il  est  facile 
de  trouver  la  distribution  électrique  sur  ces  deux  conducteurs  -, 
la  distribution  sur  le  conducteur  F  nous  intéresse  seule. 

A  l'intérieur  de  la  surface  S,  les  surfaces  de  niveau  ne  peuvent 
évidemment  différer  que   très  peu  de  plans  parallèles.  Soit  x  la 


CUAP.    IV.    —    LES   COUCHES   DE   MVE.VU.  3  KJ 

dislance  d'un  point  au  plan  P.  L'équation  de  Laplace,  que  la  fonc- 
tion potentielle  doit  vérifier  en  dehors  des  masses  agissantes,  se 
réduit  alors,  pour  ceux,  de  ces  points  qui  sont  intérieurs  à  la  sur- 
face S,  à  la  forme 

dyy  _ 

Si  l'on  désigne  par  D  la  distance  OA  des  deux  plans  P,  Il  ;  par 
E  l'épaisseur  1111'  du  plateau  F,  on  voit  sans  peine  que,  dans  l'es- 
pace compris  entre  les  plans  P  et  D,  on  a 

(21)  \  =—  -x^o. 

Dans  l'espace  situé  au  delà  du  plan  II',  on  voit  aisément  que 

(29.)  V  =  0. 

Soit  N  la  normale  extérieure  au  conducteur  F  en  un  point  du 
plan  n.  Soit  N'  la  normale  extérieure  au  même  conducteur  en  un 
point  du  plan  n'.  L'égalité  (21)  donnera 

5N  ~  1)' 
et  l'égalité  (22), 

dy_  _ 
dN'  ~  ^' 

Le  plateau  F  ne  porte  pas  d'électricité  sur  sa  face  II'.  Sur  sa 
face  n,  il  porte  une  couche  électrique  dont  la  densité  en  chaque 
point  a  pour  valeur 

(7 

Supposons  qu'un  cylindre  MM'NN',  normal  aux  plans  II,  II', 
divise  le  conducteur  F  de  façon  à  isoler  un  disque  mobile.  Pour 
que  ce  disque  et  la  partie  restante  du  conducteur  F  (anneau  de 
garde)  continuent  à  ne  former  qu'un  seul  conducteur,  électrisé 
comme  nous  venons  de  l'indiquer,  un  fil  F  réunit  le  disque  à 
l'anneau  de  garde.  Soit  2  la  surface  de  base  du  disque  mobile.  Ce 
disque,  ne  portant  d'électricité  que  sur  sa  base  inférieure,  est 
soumis  à  une  force,  dirigée  suivant  N,  et  ayant  pour  grandeur 
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En  d'autres  termes,  le  disque  mobile  est  attiré  par  le  disque 
fixe,  et  l'attraction  a  pour  valeur 


^^8^ïï^"' 


Il  suffira  de  faire  équilibre  à  cette  attraction  par  une  force 
connue,  pour  obtenir  la  détermination  de  la  valeur  absolue  du 
niveau  potentiel  «. 
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CHAPITRE  V. 

LE  PROBLÈME  DE  GREEN  ET  LES  THÉORÈMES  DE  FARADAY. 


§  1 .  —  Le  problème  intérieur  de  Green.  —  Solution  de  Green. 

Les  propriétés  des  couches  de  niveau  donnent  la  solution  immé- 
diate, dans  un  cas  étendu,  du  problème  suivant  : 

Étant  données  des  masses  électrisées  et  une  surface  qui  en- 
toure ces  niasses,  distribuer  sur  cette  surface  une  couche  élec- 
trique exerçant,  en  tout  point  extérieur  à  la  surface,  la  même 
action  que  les  masses  données. 

Ce  problème  a  été  pour  la  première  fois  abordé  par  Green  ('); 
Green  a  montré  que  ce  problème  pouvait  être  résolu  lorsqu'on 
savait  trouver,  pour  l'espace  intérieur  à  la  surface  donnée,  la  fonc- 
tion à  laquelle  Riemann  a  donné  le  nom  àe  fonction  de  Green. 

Démontrons,  tout  d'abord,  que  le  problème  qui  vient  d'être 
énoncé  ne  peut  admettre  plusieurs  solutions. 

maginons,  en  effet,  que,  sur  la  même  surface,  on  ait  distribué 
deux  couches  distinctes,  ayant  pour  densité  au  point  M  l'une  a-, 
l'autre  t'.  Soient  V  la  fonction  potentielle  delà  première  distribu- 
tion et  V  la  fonction  potentielle  de  la  seconde. 

Les  deux  distributions  exercent  la  même  action  en  un  point  ex- 
térieur à  la  surface;  donc,  à  l'extérieur  de  la  surface,  les  deux 
fonctions  V  et  V  admettent  les  mêmes  dérivées  partielles.  Si  l'on 
ajoute  qu'elles  sont  toutes  deux  égales  à  o  à  l'infini,  on  voit  qu'en 
tout  point  extérieur  à  la  surface,  on  a 

V-V'=o. 


(' )  G.  Green ,  An  Essay  on  the  application  of  mathematical  Analysis  to 
the  théories  of  Electricity  and  Magnetism.  Arl.  5.  Nottingham  ;  1828  {Green's 
Mathematical  Papers,  p.  3i). 

D.  -  I.  21 
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Les  deux  fonctions  V  et  V  ajant  la  même  valeur  sur  la  surface 
en  question  et  étant  toutes  deux  harmoniques  à  l'intérieur  de  cette 
surface  sont  identiques  entre  elles  à  l'intérieur  de  cette  surface. 
On  a  donc,  dans  tout  l'espace,  l'identité 

V  —  V  =  o. 

Soient  N/,  Ne  les  directions  intérieure  et  extérieure  de  la  nor- 
male en  M  à  la  surface  donnée.  Nous  aurons 

OU  bien,  en  vertu  de  l'égalité  précédente, 


c'est  ce  que  nous  avions  annoncé. 

Assurés  ainsi  de  l'équivalence  de  toutes  les  solutions  du  pro- 
blème de  Green  qui  pourront  être  obtenues  par  divers  procédés, 
exposons  tout  d'abord  la  solution  de  Green. 

Proposons-nous,  en  premier  lieu,  de  résoudre  le  problème  de 
Green  pour  le  cas  où  la  surface  S  ne  renferme  qu'un  seul  point 
électrisé  P  {/ig'-  64  )  portaat  une  charge  /?z. 

Fig.  64. 


Soit  G(M/)  la  valeur  au  point  M/,  intérieur  à  la  surface  S,  de  la 
fonction  de  Green  de  pôle  P.  Nous  savons  que,  si  /*  désigne  la  dis- 
tance M/P,  on  peut  écrire  (Liv.  II,  Chap.  VI,  §2) 

G(M,-)  =  r(M,)  +  ;J:, 

r(M/)  étant  une  fonction  harmonique  à  l'intérieur  de  la  surface  S 
et  égale  à  ( )  sur  la  surface  S. 
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Cela  étant,  considérons  une  fonction  V(M)  ainsi  définie  : 
1°  En  tout  point  M/,  intérieur  à  la  surface  S,  on  a 

V(M,)=-/nr(M,); 

2°  en  tout  point  M^,  intérieur  à  la  surface  S,  on  a 

La  fonction  V(M)  est  continue  dans  tout  l'espace,  égale  à  o  à  l'in- 
fini, harmonique  à  l'extérieur  de  la  surface  S,  harmonique  à  l'in- 
térieur de  la  surface  S  ;  c'est  donc  la  fonction  potentielle  d'une 
couche  électrique  distribuée  sur  la  surface  S  avec  la  densité 


Cette  couche  ayant,  aux  points  extérieurs  à  la  surface  S,  la  même 
fonction  potentielle  que  la  masse  m,  résout  le  problème  de  Green 
pour  le  cas  où  la  surface  S  renferme  une  seule  masse  agis- 
sante. 

Si  la  surface  S  renferme  plusieurs  masses  agissantes,  on  résoudra 
le  problème  de  Green  en  superposant  les  distributions  qui  résou- 
draient ce  problème  pour  chacune  des  masses  prise  en  parti- 
culier. 

On  voit  donc  que  l'on  sait  résoudre  le  problème  de  Green  si 
l'on  sait  trouver  la  fonction  de  Green  pour  l'espace  intérieur  à  la 
surface  S.  Il  est  bien  aisé  de  reconnaître  l'exactitude  de  la  réci- 
proque. 

§  2.  —  Solution  de  Gauss. 

Sans  connaître  le  Mémoire  de  Green,  Gauss  fut  amené,  de  son 
côté,  à  se  poser  le  même  problème  (');  il  proposa  le  premier  une 
démonstration  générale  de  l'existence  d'une  et  d'une  seule  solution 
de  ce  problème;  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  c'est  là,  par 


(')  Gauss,  Allgemeine  Lehrsâtze  ùber  die  im  verkehrten  Verhàltnisse  des 
Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte,  Art.  29-34  [Magnetische  Verein, 
1889  {Gauss  Werke,  Bd.  V,  p.  281)]. 
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contre-coup,  une  démonslralion  de  Texistence  de  la  fonction  de 
Green  et  de  l'exactitude  du  principe  dit  de  Lejeune-Dirichlet. 
Cette  démonstration  de  Gauss  n'est  pas  exempte  de  toute  critique  ; 
néanmoins,  elle  présente  moins  de  points  litigieux  (')  que  la  dé- 
monstration de  Lejeune-Dirichlet,  rapportée  au  Livre  II,  Chap.  V, 
§  2.  Nous  allons  donc  exposer  ici  celte  démonstration. 

Théorème  I.  —  Une  surface  S  {fi g-  65)  renferme  à  son  inté- 
rieur des  charges  électriques  dont  la  fonction  potentielle  est  U. 
On  peut  toujours,  sur  la  surface  S,  distribuer  une  couche  mo- 


nogène de  masse  totale  donnée  011,  de  telle  manière  que  la 
différence  entre  la  fonction  potentielle  V  de  cette  couche  et  la 
fonction  U  ait  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face S. 

Considérons,  en  effet,  une  distribution  monogène,  de  masse 
donnée  31i,  sur  la  surface  S;  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 
cette  distribution  soit  positive.  Soit  u  la  densité  qu'offre  cette  dis- 
tribution au  point  M  de  la  surface  S. 

La  quantité  V  sera  certainement  positive  en  tout  point  de  la 
surface  S.  Il  en  sera  de  même  de  la  quantité 


Cette  quantité  est  donc  limitée  inférieurement.  Il  en  est  de  même 
de  la  quantité 

—  CaUcrcfô, 


(')  Voir,  à  ce  sujet,  Carl  Neumann,  Untersuchungen  iiber  das  logarithmische 
und  Newton'sclie  Potential,  p.  XI  et  p.  107;  Leipzig,  1877. 
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car  cette  dernière  ne  peut  jamais  devenir  inférieure  à 

X  étant  la  plus  grande  des  valeurs  de  U  sur  la  surface  S. 
La  quantité 

Q=  C(V  — 2U)c7</S 

est  donc  une  quantité  limitée  inférieurement.  Gauss  admet,  et 
c'est  le  seul  point  douteux  de  sa  démonstration ,  que,  parmi  toutes 
les  couches  monogènes  de  masse  totale  DUL^  distribuées  sur  la  sur- 
face S,  il  en  est  une  pour  laquelle  la  quantité  Q  atteint  sa  limite 
inférieure  et  devient  par  conséquent  minimvim. , 

Ce  point  admis,  la  démonstration  du  théorème  énoncé  ne  souffre 
plus  de  difficulté. 

Imaginons  que  la  densité  t  ait  pris  en  tout  point  la  valeur  qui  tf^ 
correspond  à  ce  minimum  de  Q  ;  puis  imposons-lui  une  variation 
infiniment  petite  compatible  avec  la  condition  de  laisser  invariable 
la  masse  donnée  DFl,  condition  qui  s'exprime  par  l'égalité 

(i)  V  Sa  ^S  =  0. 

12  doit  éprouver  une  variation  nulle  ou  positive.  Or  on  a 

ÔÛ=  Q8VacfS-hC(V-2U)03(fS.  . 

Mais  3V  peut  être  regardé  comme  la  fonction  potentielle  d'une 
couche  distribuée  sur  la  surface  S  avec  la  densité  St.  La  célèbre 
identité  de  Gauss  donne  donc 


C8Vc7^S  =  C  Vt^cr^S 


et,  par  conséquent, 


0Û  =  2C(V-U)ÔC 


^S. 


Ainsi,  pour  toutes  les  variations  8t  qui  vérifient  l'égalité  (i),  on 
doit  avoir 

(2)  C(V-U)oj^S^o. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  condition  ne  peut  être  remplie  si  la 
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quantité  (V  —  U)  n'a  pas  la  même  valeur  en  tout  point  de  la  sur- 
face S. 

Supposons,  en  effet,  que  la  quantité  [W  —  U)  ait  des  valeurs  va- 
riables d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  S.  Soit  A  une  valeur  com- 
prise entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  de  (V  —  U). 
Comme  les  deux  quantités  V  et  U  varient  d'une  manière  continue 
sur  la  surface  S,  on  pourra  toujours  diviser  cette  surface  en  deux 
régions  :  l'une,  acdb^  en  tout  point  de  laquelle  (V  —  U)  a  une  va- 
leur égale  ou  supérieure  à  A 5  l'autre,  ac'd'  b,  en  tout  point  de  la- 
quelle (V —  U)  a  des  valeurs  inférieures  à  A.  Prenons,  en  ces 
deux  régions,  deux  aires  égales  entre  elles,  cd^  d d! .  Divisons 
l'aire  cd  en  éléments,  et  l'aire  c' d'  en  éléments  correspondants 
aux  précédents,  deux  éléments  qui  se  correspondent  étant  égaux 
entre  eux.  En  un  point  de  l'élément  ofS  de  l'aire  cd^  la  densité 
électrique  diminuera  de  Sa;  en  un  point  de  l'élément  correspon- 
dant de  l'aire  d  d' ^  elle  augmentera  de  la  même  quantité;  elle  ne 
variera  pas  sur  le  reste  de  la  surface  S.  Une  semblable  variation 
«era  évidemment  soumise  à  la  condition  (i),  et  cependant,  contrai- 
rement à  ce  qui  a  été  démontré,  elle  donnera  une  valeur  négative 
au  premier  membre  de  l'inégalité  (2). 

Donc,  comme  nous  l'avions  annoncé,  parmi  toutes  les  distribu- 
lions  monogènes  de  masse  totale  OTl,  il  en  est  évidemment  une 
pour  laquelle  (V  —  U)  prend  une  même  valeur  en  tous  les  points 
de  la  surface  S.  Cette  valeur,  évidemment  fonction  de  0]L,  sera 
'désignée  par  G(31L).  La  densité  de  cette  distribution  en  un  point  P 
sera  (t(D1L). 

Théorème  II.  —  On  peut,  sur  la  surface  S,  trouver  une  dis- 
tribution monogène,  de  masse  totale  égale  à  i,  dont  la  fonc- 
tion potentielle  ait  une  valeur  constante  sur  la  surface  S. 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  de  celui  qui  précède, 
en  supposant  que  la  surface  S  ne  renferme  aucune  masse  élec- 
trique. 

Soit  Q  la  densité  de  cette  distribution  au  point  P  ;  soit  K  la  va- 
leur constante  de  la  fonction  potentielle  sur  la  surface  S. 

Il  est  maintenant  aisé  de  résoudre  le  problème  de  Green. 

Formons,  sur  la  surface  S,  une  distribution  dont  la  densité  au 
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point  P  ait  pour  valeur 

(3)  2  =  a(aiL)-^^. 

Soit  W  la  fonction  potentielle  de  cette  distribution.  La  fonction 
(W  —  U),  harmonique  à  l'extérieur  de  la  surface  S,  sera  égale  à  o 
sur  la  surface  S  et  à  l'infini,  et,  par  conséquent,  dans  tout  l'espace 
extérieur  à  la  surface  S.  La  distribution  définie  par  l'égalité  (3) 
a,  à  l'extérieur  de  la  surface  S,  la  même  fonction  potentielle  que 
les  masses  que  renferme  la  surface  S  ;  elle  résout  le  problème  de 
Green. 

A  cette  solution,  Gauss  a  joint  le  théorème  suivant  : 

Théorème  IIL  —  La  couche  électrique  qui,  distribuée  sur  la 
surface  S,  exerce  à  Vextérieur  de  cette  surface  des  actions 
égales  à  celles  des  charges  que  la  surface  renferme  a  même 
masse  totale  que  ces  charges. 

Entourons  la  surface  S  d'une  surface  fermée  S'  {fig.  66),  dont 

FiK.  66. 


/S' 


N^  est  la  normale  extérieure  5  soient  U  la  fonction  potentielle  des 
charges  G  contenues  à  l'intérieur  de  la  surface  S  et  W  la  fonction 
potentielle  des  charges  réparties  sur  cette  surface.  Ges  deux  fonc- 
tions étant  identiques  en  tout  point  extérieur  à  la  surface  S,  on  a 

Or  le  premier  membre  représente,  d'après  les  lemmes  de  Gauss, 
la  masse  électrique  intérieure  à  la  surface  S  et  le  second  membre 
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la  masse  de  la  couche  répandue  sur  la  surface  S  ;  ces  deux  masses 
sont  donc  égales  entre  elles. 

§  3.  —  Solution  de  Lejeune-Dirichlet. 

Le  problème  de  Green  peut  être  étudié  directement,  comme  l'a 
fait  Gauss,  ou  être  ramené  à  la  détermination  de  la  fonction  de 
Green  pour  l'espace  intérieur  à  la  surface  donnée.  On  peut  encore 
le  ramener  à  la  résolution  du  problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour 
l'espace  intérieur  à  la  surface  donnée.  C'est  ce  qu'a  fait  Lejeune- 
Dirichlet  (<). 

Gardons  les  notations  du  paragraphe  précédent.  Soient  ni 
{fig-  6j)  un  point  de  la  surface  S  et  w(m)  la  valeur  que  prend  U 

Fig.  67. 


•M, 


au  point  m.  Déterminons  une  fonction  V,  harmonique  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  S  et  prenant  sur  la  surface  S  les  valeurs  u[m). 
Déterminons  ensuite,  dans  tout  l'espace,  une  fonction  W(M)  par 
les  conditions  suivantes  : 

En  tout  point  M,,  intérieur  à  la  surface  S,  on  a 

W(M,-)  =  V(M,-). 
En  tout  point  M^,  extérieur  à  la  surface  S,  on  a 

W(M,)  =  U(M,). 

La  fonction  W,  continue  dans  tout  l'espace,  harmonique  à  l'in- 
térieur de  la  surface  S,  harmonique  à  l'extérieur  de  cette  surface, 
est  la  fonction  potentielle  d'une  couche  électrique  distribuée  sur 
la  surface  S.  Cette  couche  a  pour  densité,  en  chaque  point  de  la 


(')  Lejeune-Dirichlet,  Vorlesungen  iiber  die  im  umgekehrten  Verhâltnisse 
des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Kràfte,  rédigées  par  F.  Grube, 
Ch.  VI;  Leipzig,  1876. 
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surface  S, 

l_/ày_        d{J_\ 

Elle  résout  évidemment  le  problème  de  Green. 

§  4.  —  Application  aux  questions  d'influence  électrique. 
Premier  théorème  de  Faraday. 

Des  corps  G,  C,  G",  . . .  portent  une  quantité  totale  Q  d'élec- 
tricité. On  les  entoure  de  deux  surfaces  fermées,  S,  S'  {fig-  68), 
cette  dernière  enveloppant  la  première.  Ges  deux  surfaces  limitent 
un  conducteur  creux. 

Soit  0-  la  densité  de  la  couche  qui,  répandue  sur  la  surface  S, 
résoudrait,  pour  les  corps  électrisés  G,  G',  G",  . . . ,  le  problème 

Fis.  68. 


de  Green.  Soit  o-'  la  densité  d'une  couche,  de  masse  totale  (Q  +  ^), 
en  équilibre  d'elle-même  sur  un  conducteur  limité  par  la  surface 
S'.  Soit  A  la  valeur  constante  que  prend  la  fonction  potentielle  de 
celte  dernière  couche  aux  divers  points  de  la  surface  S'  et  à  son 
intérieur. 

Distribuons  sur  la  surface  S  une  couche  de  densité  —  a-,  et  sur 
la  surface  S'  une  couche  de  densité  t'. 

En  un  point  compris  entre  les  surfaces  S  et  S',  les  charges  dis- 
tribuées sur  les  corps  G,  G',  G",  . . .  auront  une  fonction  potentielle 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  fonction  potentielle  de  la  couche 
distribuée  sur  la  surface  S.  La  couche  distribuée  sur  la  surface  S' 
aura,  en  ce  point,  une  fonction  potentielle  égale  à  A. 

Le  conducteur  compris  entre  les  deux  surfaces  S  et  S'  sera.donc 
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en  équilibre  électrique.  Son  niveau  potentiel  sera  A.  Sa  charge 
totale  sera  </,  car,  d'après  le  théorème  III  du  §  2,  la  masse  totale 
de  la  couche  distribuée  sur  la  surface  S  a  pour  valeur  ( —  Q). 

Nous  obtenons  donc  ainsi  l'état  d'équilibre  d'im  conducteur 
creux  soumis  à  l'influence  de  charges  contenues  dans  sa  cavité, 
que  ce  conducteur  soit  isolé  et  porte  une  charge  donnée  d'électri- 
cité, où  qu'il  soit  maintenu  à  un  niveau  potentiel  donné. 

Les  lois  de  cet  équilibre  sont  les  suivantes  : 

1°  Les  parois  de  la  cavité  se  recouvrent  d'une  couche  élec- 
trique dont  la  masse  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme 
des  masses  agissantes. 

2°  La  surface  externe  du  conducteur  se  recouvre  d'une 
couche  qui  serait  en  équilibre  d'elle-même  sur  un  conducteur 
plein  limité  par  cette  surface  et  soustrait  à  toute  influence. 

Si  le  conducteur  creux  est  maintenu  à  un  certain  niveau  poten- 
tiel, la  masse  de  cette  couche  est  la  même  que  celle  de  la  couche 
qui  porterait  le  conducteur  plein  à  ce  niveau  potentiel. 

Si  le  conducteur  creux  porte  une  charge  donnée,  la  masse  de 
cette  couche  est  la  somme  de  cette  charge  et  des  charges  qui  exer- 
cent l'influence. 

3°  A  l'extérieur  du  conducteur  creux,  Vaction  exercée  se 
réduit  à  celle  de  la  couche  qui  recouvre  la  surface  externe  de 
ce  conducteur. 

Les  deux  premières  propositions  permettent  d'expliquer  l'expé- 
rience suivante,  qui  est  due  à  Faraday  (  '  ). 

Une  cloche  conductrice  C,  étroite  et  creuse  {fig.  69),  est  reliée 
à  un  électroscope  à  feuille  d'or  E.  Dans  la  cloche  C,  descend  une 
boule  éleclrisée  B.  Lorsque  cette  boule  est  assez  loin  de  l'ouver- 
ture de  la  cloche,  on  peut  regarder  cette  cloche  comme  formant 
sensiblement  un  conducteur  fermé.  A  partir  de  ce  moment,  la  di- 
vergence des  feuilles  de  l 'électroscope  ne  variera  plus  si  la  boule 
descend  davantage  dans  la  cloche  ;  car  la  surface  externe  de  la  cloche 


(  '  )  Faraday,  On  static  electrical  inductive  action  (  London  and  Edinburgh 
Philosophical  Magazine,  Vol.  XXII;  i843.—  Réimprimé  dans  Faraday's  Ex- 
périmental researches  on  Electricity,  t.  II,  p.  279). 
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Cl  l'électroscope  portent  une  charge  totale  égale  à  celle  de  la  boule  B 
et  cette  charge,  en  équilibre  d'elle-même,  a  une  distribution  indé- 
pendante de  la  position  de  la  boule  B. 

Si  la  boule  B  vient  à  toucher  la  surface  interne  de  la  cloche,  sa 


Fig.  Gg. 


ô 


charge  neutralisera  exactement  la  charge  de  cette  surface  interne, 
et  la  surface  externe  conservant  une  charge  égale  à  celle  de  la 
boule  B,  en  équilibre  d'elle-même,  la  divergence  des  feuilles  de 
l'électroscope  demeurera  ce  qu'elle  était  avant  le  contact  de  la 
boule  B  avec  les  parois  de  la  cloche. 


§  5.  —  Le  problème  extérieur  de  Green.  —  Le  second  théorème 
de  Faraday.  —  Les  écrans  électriques. 

Le  problème  que  nous  venons  d'étudier  sous  le  nom  de  pro- 
blème intérieur  de  Green  est  corrélatif  d'un  autre  problème,  que 
nous  nommerons  problème  extérieur  de  Green  et  qui  peut  s'é- 
noncer de  la  manière  suivante  : 

Etant  données  une  surface  fermée  S  et  des  charges  élec- 
triques qui  sont  toutes  situées  à  V extérieur  de  cette  surface, 
distribuer  sur  cette  surface  une  couche  électrique  qui,  aux 
points  intérieurs  à  la  surface  S,  exerce  même  action  que  les 
masses  données. 

Soient  U  la  fonction  potentielle  de  la  masse  donnée  et  V  la  fonc- 
tion potentielle  de  la  distribution  cherchée.  Pour  que  le  problème 
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soit  résolu,  il  faut  et  il  suffit  qu'en  tout  point  intérieur  à  la  sur- 
face S  ou  situé  sur  la  surface  S  on  ait 

A  étant  une  constante  arbitraire.  On  voit  sans  peine,  d'après  cela, 
que  le  problème  admettra  une  infinité  de  solutions,  chacune  des 
valeurs  de  A  correspondant  à  une  et  une  seule  solution.  Une  so- 
lution étant  donnée,  on  en  déduira  toutes  les  autres  en  superpo- 
sant à  la  couche  trouvée  une  couche  quelconque  en  équilibre, 
d'elle-même  sur  un  conducteur  limité  par  la  surface  S. 

Pour  trouver  une  solution  de  ce  problème,  celle  par  exemple 
qui  correspond  à  la  valeur  o  de  la  constante  A,  formons  une  fonc- 
tion W,  harmonique  dans  tout  l'espace  extérieur  à  la  surface  S, 
égale  à  o  à  l'infini  et  égale  à  U  sur  la  surface  S.  En  tout  point  M/, 
intérieur  à  la  surface  S,  prenons 

V(M,)-U(M,), 
et  en  tout  point  M^,  extérieur  à  la  surface  S,  prenons 

V(M,)-W(M,). 

La  fonction  V,  continue  dans  tout  l'espace,  égale  à  o  à  l'infini, 
harmonique  à  l'extérieur  de  la  surface  S,  harmonique  à  l'intérieur 
de  la  surface  S,  est  la  fonction  potentielle  d'une  couche  électrique 
distribuée  sur  la  surface  S  avec  la  densité 
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Celte  distribution  résout  le  problème  posé. 

La  solution  de  ce  problème  est  ainsi  ramenée  à  la  solution  du 
problème  de  Lejeune-Dirichlet  pour  l'espace  extérieur  à  la  sur- 
face S. 

Y  a-t-il  lieu  de  chercher  à  simplifier  celte  solution  dans  le  cas 
où  la  surface  S  serait  une  surface  de  niveau  pour  les  charges  don- 
nées? Si  la  fonction  potentielle  avait  une  valeur  constante  sur  la 
surface  S,  elle  aurait  aussi  une  valeur  constante  à  l'intérieur  de 
cette  surface,  car  elle  ne  peut,  à  l'intérieur  de  cette  surface,  pré- 
senter ni  maximum  ni  minimum.  Les  charges  données  exerceraient 
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une  action  nulle  à  l'intérieur  de  la  surface  S  et  le  problème  précé- 
dent serait  immédiatement  résolu  en  distribuant  sur  la  surface  S 
une  couche  de  densité  nulle. 

Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  chercher,  dans  le  cas  actuel,  de  théo- 
rèmes analogues  à  ceux  qui  ont  été  développés  au  Chapitre  pré- 
cédent. 

Il  est  à  peine  besoin  de  remarquer  que  si  un  conducteur,  plein 
ou  creux,  limité  à  la  surface  S,  est  soumis  à  l'action  des  charges 
données,  extérieures  à  la  surface  S,  il  se  recouvrira  d'une  couche 
électrique  résolvant  le  problème  posé  au  début  de  ce  paragraphe. 
Cela  est  évident,  s'il  n'existe  aucune  charge  électrique  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  S.  Dans  le  cas  où  le  conducteur  est  plein,  nous 
savons  qu'il  en  est  ainsi.  Il  reste  à  examiner  si,  dans  le  cas  où  le 
conducteur  est  un  conducteur  creux,  compris  entre  les  deux  sur- 
faces S  et  S',  la  paroi  S'  de  la  cavité  peut  être  électrisée. 

Or,  entre  les  deux  surfaces  S  et  S',  d'après  la  loi  fondamentale 
de  l'équilibre  électrique,  la  fonction  potentielle  a  une  valeur  con- 
stante. Comme  elle  ne  peut  présenter  ni  maximum  ni  minimum 
à  l'intérieur  de  la  surface  S',  elle  aura  à  l'intérieur  de  cette  surface 
la  même  valeur  constante.  La  surface  S',  séparant  deux  régions 
de  l'espace  en  lesquelles  la  fonction  potentielle  a  la  même  valeur 
constante,  est  à  l'état  neutre. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  nous  montre  qu'à  l'intérieur  d'une 
cavité  entourée  par  des  parois  conductrices  isolées  ou  mises  en 
communication  avec  une  source  à  un  niveau  potentiel  fixe,  aucune 
action  électrostatique  ne  peut  être  exercée  par  des  charges  élec- 
triques quelconques  placées  à  l'extérieur.  La  paroi  conductrice 
jouera  le  rôle  à^ écran  interceptant  les  actions  électrostatiques.  En 
tout  point  intérieur  à  la  cavité,  un  électromètre  demeurera  au 
repos.  C'est  ce  que  Faraday  a  démontré  par  la  célèbre  expérience 
de  la  cage. 

L'usage  a  prévalu  de  donner  le  nom  de  théorèmes  de  Faraday 
aux  lois  fondamentales  de  l'électrisation  par  influence  des  conduc- 
teurs creux.  On  doit  cependant  remarquer  que,  dès  1824,  Pois- 
son (  '  )  qui,  par  le  moyen  des  fonctions  de  Laplace,  savait  résoudre 

(')  Poisson,  Mémoire  sur  la  distribution  de  l'électricité  dans  une  sphère 
creuse,  électrisée  par  influence  (Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  p.  49; 
1824). 
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le  problème  de  Lejeune-Dii'ichlet  pour  les  espaces  limités  par  une 
surface  sphérique,  avait  étudié  complètement  le  problème  de  l'é- 
lectrisation  d'une  sphère  creuse  sous  l'action  de  charges  données, 
tant  intérieures  qu'extérieures.  Il  avait  énoncé  les  théorèmes  de 
Faraday  pour  ce  cas,  restreint  il  est  vrai,  avec  une  grande  pré- 
cision. Citons  ici  ces  énoncés  : 

«  ...  La  distribution  de  l'électricité  sera  connue  sur  les  deux 
faces  de  la  sphère  creuse.  On  peut  remarquer  :  i°  que  l'épaisseur 
de  la  couche  électrique  sur  la  surface  intérieure  est  indépendante 
des  forces  extérieures. . .  et  du  rajon  a  de  la  surface  extérieure; 
2°  que  l'épaisseur  relative  à  celte  dernière  surface  ne  dépend  que 
de  son  rayon,  des  forces  extérieures,  et  de  la  totalité  E  +  E'  du 
fluide  appartenant  à  la  partie  pleine  de  la  sphère  et  aux  corps 
compris  dans  son  intérieur.  Si,  par  exemple,  les  forces  extérieures 
étaient  toutes  nulles,  on  aurait...,  de  sorte  qu'elle  resterait  la 
même  quelles  que  fussent  l'épaisseur  de  la  sphère  creuse,  et  la 
disposition  des  corps  électrisés  placés  dans  son  intérieur;  elle  ne 
changerait  pas  si  l'électricité  passait  par  étincelle  de  l'un  de  ces 
corps  dans  un  autre,  ou  dans  la  partie  pleine  de  la  sphère.  » 

«  ...  Les  actions  totales  exercées  sur  les  points  extérieurs  ne 
dépendront,  comme  l'épaisseur  de  la  couche  électrique  à  la  sur- 
face extérieure,  que  du  rayon  de  celte  surface,  des  forces  exté- 
rieures, et  de  la  totalité  du  fluide  appartenant  à  la  sphère  et  aux 
corps  placés  dans  son  intérieur;  elles  seront  indépendantes  de  la 
distribution  de  l'électricité  dans  ces  corps,  et  les  mêmes,  abstrac- 
tion faite  des  forces  extérieures,  que  si  les  deux  fluides  étaient 
réunis  au  centre  de  la  sphère  creuse.  » 

«...  L'action  exercée  sur  les  points  situés  dans  l'intérieur  de 
la  sphère  creuse  ne  dépendra  que  de  son  rayon  intérieur  et  des 
forces  intérieures.  Si  toutes  ces  forces  étaient  nulles,  il  n'y  aurait 
aucune  action  exercée  sur  ces  points;  de  manière  qu'un  électro- 
mètre, placé  quelque  part  que  ce  soit  dans  l'intérieur  de  la  sphère 
creuse,  n'indiquerait  aucun  signe  d'électricité,  quelles  que  soient 
d'ailleurs  l'épaisseur  de  cette  sphère  et  la  grandeur  des  forces 
extérieures.  Comme  un  plan  peut  être  regardé  comme  une  sphère 
d'un  rayon  infini,  il  en  résulte  qu'une  feuille  métallique  d'une 
très  grande  étendue,   et  d'une  épaisseur  quelconque  et  partout  la 
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même,  doit  empêcher  l'action  de  ces  corps  de  se  transmettre;  ou, 
pour  parler  plus  exactement,  son  action  devra  neutraliser  celle  de 
ces  corps;  de  telle  sorte  que  des  corps  légers  n'éprouveront  ni 
attraction  ni  répulsion  lorsqu'une  feuille  métallique  sera  interpo- 
sée entre  eux  et  des  corps  électrisés,  pourvu  que  les  uns  et  les 
autres  soient  très  éloignés  du  bord  de  cette  feuille.  » 

«  Il  serait  à  désirer  que  les  théorèmes  que  nous  venons  de  dé- 
montrer fussent  vérifiés  par  l'expérience.  Pour  que  les  résultats 
relatifs  aux  points  intérieurs  soient  conformes  à  l'observation,  il 
suffira  que  la  surface  intérieure  du  corps  que  nous  avons  considéré 
soit  sphérique,  quelle  que  soil  d'ailleurs  sa  forme  extérieure  ;  et 
réciproquement  les  propositions  qui  se  rapportent  aux  points  ex- 
térieurs devront  s'accorder  avec  l'expérience,  lorsque  ce  corps  sera 
une  sphère  renfermant  un  espace  vide  de  forme  quelconque.  » 

Les  restrictions  indiquées  par  Poisson  lui  étaient  imposées  par 
ce  fait  qu'il  ne  savait  résovidre  le  problème  de  Lejeune-Dirichlet 
que  pour  l'espace  terminé  à  une  sphère.  Elles  disparaissaient  aus- 
sitôt que  l'on  admettait  l'existence  générale  d'une  solution  de  ce 
problème.  Green  indiqua  sommairement,  en  1828,  comment  on 
pouvait  traiter  l'électrisation  par  influence  d'un  conducteur  creux. 
Faradaj  n'a  donc  fait  que  vérifier  expérimentalement  les  prévi- 
sions de  Poisson  et  de  Green. 


\ 


LIVRE  IV. 


LE   POTENTIEL  THERMODYNAMIQUE  INTERNE 
D'UN  SYSTÈME  ÉLECTRISÉ. 


CHAPITRE  PREMIER. 

QUELQUES  NOTIONS  DE  THERMODYNAMIQUE. 


§  1.  —  Du  potentiel  thermodynamique. 

La  théorie  de  la  distribution  électrique  a  été  fondée  par  Coulomb 
et  Poisson  sur  quelques  hypothèses  fort  arbitraires  ;  l'étude  des 
conséquences  de  ces  hypothèses  a  amené  les  géomètres  à  créer 
l'une  des  plus  belles  et  des  plus  fécondes  branches  de  l'Analyse 
moderne.  Parmi  les  conclusions  auxquelles  ont  conduit  ces  re- 
cherches mathématiques,  il  en  est  qui  ont  reçu  de  l'expérience  vine 
pleine  confirmation;  mais  il  en  est  d'autres  qui  ne  s'accordent  pas 
avec  l'expérience. 

La  proposition  fondamentale  de  la  théorie  de  l'équilibre  élec- 
tiùque  est  celle-ci  :  lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  un 
corps  conducteur,  la  fonction  potentielle  a  la  même  valeur  en  tous 
les  points  à  l'intérieur  de  ce  corps.  Or,  cette  proposition  fonda- 
mentale n'est  exacte,  on  le  sait  aujourd'hui,  que  si  l'on  ajoute  les 
restrictions  suivantes  :  le  conducteur  sur  lequel  l'équilibre  élec- 
trique est  établi  est  homogçne;  il  a  la  même  température  en  tous 
les  points;  l'électricité  peut  s'y  mouvoir  sans  provoquer  aucune 
décomposition  chimique. 

La  théorie  de  Coulomb  et  de  Poisson  ne  peut,  d'aucune  ma- 
nière, nous  faire  comprendre  la  nécessité  de  ces  restrictions.  La 
représentation  qu'elle  fournit  des  phénomènes  électrostaliquee 
donne  une  image  satisfaisante  des  propriétés  des  conducteurs  ho- 
mogènes, mais  pas  des  propriétés  des  autres  conducteurs.  Cette 
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théorie  doit  donc,  d'après  les  principes  qui  dominent  la  Physique 
théorique,  être  remplacée  par  une  autre.  Celte  substitution,  heu- 
reusement, n'affaiblira  en  rien  l'importance  des  développements 
mathématiques  auxquels  la  théorie  de  Poisson  a  donné  lieu. 

Les  propositions  fondamentales  de  la  Thermodynamique  nous 
seront  d'un  grand  secours  dans  l'établissement  de  la  nouvelle 
théorie. 

Rappelons  brièvement  ces  propositions. 

La  Thermodynamique  repose  sur  deux  principes  expérimen- 
taux :  le  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail 
et  le  principe  de  Carnot-Clausius.  L'énoncé  de  chacun  de  ces 
deux  principes  peut  être  donné  de  la  manière  suivante  pour  un 
système  dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température. 

Soit  Q  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  un  système  durant 
une  modification  quelconque;  sa  force  vive  a  augmenté  durant 
cette  modification,  et  les  forces  extérieures  qui  lui  sont  appli- 
quées ont  effectué  un  travail  5^.  Entre  ces  quantités  on  a  la  rela- 
tion 

E  étant  une  constante  positive,  V équivalent  mécanique  de  la 
chaleur,  et  (Uj  —  Uq)  la  variation  subie  par  une  certaine  quan- 
tité U,  fonction  uniforme  des  paramètres  qu'il  est  nécessaire  et 
suffisant  de  connaître  pour  toute  valeur  du  temps  pour  que  l'état 
du  système  soit,  à  chaque  instant,  déterminé  sans  ambiguïté.  On 
donne  à  cette  fonction  le  nom  à^ énergie  interne  du  système. 

Tel  est  l'énoncé  du  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et 
du  travail. 

Pour  énoncer  le  principe  de  Carnot,  désignons  par  T  la  tempé- 
rature absolue  qui  est  commune  à  tous  les  points  du  système,  pen- 
dant que  ce  système  subit  une  modification  qui  dégage  une  quan- 
tité de  chaleur  <iQ.  Lorsque  le  système  passe  d'un  état  initial  o  à 
un  état  final  i,  on  a 

(2)  J  ^-i-S,-So=P; 

(S,  —  So)  est  la  variation  subie  par  une  certaine  fonction  uni- 
forme de  l'état  du  système  à  laquelle  on  donne  le  nom  à^ entropie 
du  système.  P  est  une  quantité  essentiellement  positive  à  laquelle 
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on  donne  le  nom  de  transformation  non  compensée  relative  à  la 
modification  considérée.  Si  la  modification,  au  lieu  d'être  une  mo- 
dification réalisable,  est  une  modification  réversible,  on  a 

P  =  o. 

Le  principe  de  l'équivalence  de  la  chaleur  et  du  travail  semble 
absolument  général.  Au  contraire,  l'énoncé  qvie  nous  avons  donné 
du  principe  de  Carnot  et  Glausius  n'est  valable  que  moyennant 
certaines  restrictions.  Il  importe,  pour  la  suite  de  ce  cours,  de  si- 
gnaler les  suivantes  (');  les  travaux  de  M.  Brillouin  ont  montré 
l'importance  de  la  seconde;  la  première  jouera  un  grand  rôle  eu 
Electrodynamique  : 

1°  Le  système  étant  pris  dans  un  certain  état,  défini  par  une 
certaine  valeur  de  la  température  T  et  par  certaines  valeurs  des 
paramètres  a,  ^,  ...,  )v  qui  le  caractérisent,  étant  placé  dans  une 
enceinte  de  température  égale  à  la  sienne,  il  existe  un  système  de 
forces  extérieures  qui,  lui  étant  appliqué,  est  susceptible  de  le 
maintenir  dans  cet  état. 

2"  Ce  système  de  forces  est  défini  d'une  manière  uniforme  lors- 
(ju'on  connaît  les  quantités  a,  jS,  . . .,  )v,  T. 

Posons 

c?T  =  ETc?P, 

d^  étant  la  transformation  non  compensée  relative  à  une  modifi- 
cation infiniment  petite  accomplie  à  la  température  absolue  T. 
Cette  quantité  ctz^  positive  comme  c?P,  est  ce  que  nous  nomme- 
rons le  travail  non  compensé  relatif  à  la  modification  consi- 
dérée. 

Si  la  modification  est  isothermique,  le  travail  non  compensé  est 
susceptible  d'une  expression  très  simple.  On  a,  en  effet,  dans  ce 
cas, 

Posons 

(3)  J  =  E(U— TS). 


(')  Nous  avons  montré  comment  ces  restrictions  s'introduisent  dans  la  dé- 
monstration du  principe  en  question,  dans  une  étude  sur  la  Tiiermodynamique 
professée  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  en  1888.  Cette  étude  est  encore  iné- 
dite. Il  nous  est  impossible  de  reprendre  ici  cette  longue  démonstration. 
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La  fonction  ^  est  une  fonction  uniforme  des  paramètres  qui  dé- 
finissent l'état  du  système;  nous  lui  donnerons  le  nom  àe potentiel 
thermodynamique  interne  du  système. 

La  raison  de  cette  dénomination  se  trouve  dans  les  propositions 
que  nous  allons  énoncer  et  qui  rapprochent  les  propriétés  du  po- 
tentiel thermodynamique  interne  des  propriétés  que  présente,  en 
Mécanique,  dans  l'étude  d'un  système  soumis  à  des  forces  inté- 
rieures, le  potentiel  de  ces  forces  intérieures  (Liv.  I,  Chap.  VIII). 

D'après  l'expression  de  §^  on  a,  en  général,  pour  valeur  du  tra- 
vail non  compensé  qui  accompagne  une  modification  isother- 
mique, 

(  4  )  ^T  =  —  oj'  -*-  d^g. 

Si  les  forces  extérieures  admettent  un  potentiel  Q,  on  aura 

d^e  ——IQ. 
et  alors  le  travail  non  compensé  di  aura  pour  valevir 

(5)  f/x=  — o(J  +  Û). 

Dans  toute  transformation  isothermique,  di  doit  être  positif. 

Donc,  pour  qu'un  système  soit  en  équilibre,  il  est  nécessaire  el 
suffisant  que,  dans  toute  modification  isothermique  virtuelle  de  ce 
système,  on  ait 

(6)  S^  — o?Ec>o. 

Si  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système  admettent  un 
potentiel,  cette  proposition  pouri^a  se  transformer  en  la  suivante  : 

Pour  V équilibre  du  système,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  la  valeur  du  potentiel  thermodynamique  total 

soit  un  minimum  parmi  toutes  les  valeurs  que  cette  quantité 
peut  prendre  à  la  même  température. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  présente  un  grand 
nombre  de  propriétés  dont  quelques-unes  nous  seront  utiles  par 
la  suite. 

i"  Supposons  l'état  du  système  défini  par  la  température  T  et 
par  un  certain  nombre  de  paramètres  indépendants  a, ,  ao,  . . .,  a^^. 
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Posons 

Pour  maintenir  le  système  en  équilibre  dans  l'état  défini  par  le 
système  de  valeurs 

ai,     (Xo,     ...,     %n,     T, 

il  est,  par  hypothèse,  nécessaire  et  suffisant  de  le  placer  dans  une 
enceinte  à  la  même  température  que  lui  et  de  lui  appliquer  cer- 
taines forces  extérieures.  Ces  forces  doivent  être  telles  que  le  tra- 
vail effectué  par  elles  dans  une  modification  isothermique  quel- 
conque du  système  ait  pour  valeur 

Pi  5ai  -f-  P2  072  -H . . .  -^-  P«  02t«- 

En  particulier,  pour  maintenir  en  équilibre  un  corps  homogène 
dont  le  volume  spécifique  est  r,  il  faut  lui  appliquer  une  pression 
normale  et  uniforme  dont  la  valeur  est 

2°  Supposons  les  paramètres  a,,  ao,  ...,  a^  choisis  de  façon 
que,  si  T  varie,  ai,  ao,  . . .,  a«  demeurant  constants,  aucun  travail 
extérieur  ne  soit  effectué,  et  aucune  force  vive  prise  par  le  sys- 
tème. C'est  ce  qui  aura  lieu  si  tous  les  paramètres  dont  dépend 
la  forme  du  système  figurent  parmi  les  ai,  ao,  ...,  a„.  Nous  au- 
rons alors 

(9)  ^=-^^' 

(10)  ,:?-T^  =  EU. 

3°  Dans  ces  conditions,  soit  g?Q  la  quantité  de  chaleur  dégagée 
par  le  système  durant  une  modification  isothermique  quelconque. 
Nous  aurons 

(„)  ErfQ  =  -3(.f-T^f)+^5.-S2=^- 

Dans  le  cas  particulier  où  la  modification  est  réversible,  on  a 

8>  =  o,        oj  +  c?fce=o. 
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et  l'égalité  précédente  devient  simplement 

(,.)  E«rQ  =  a(T^). 

4*^  Nous  donnerons  souvent  le  nom  de  travail  compensé  ac- 
compli dans  une  modification  à  la  quantité 

(i3)  t^&  =  — ET8S. 

Si  nous  posons 
(i4)  H=ETS, 

dans  toute  modification  isothermique,  nous  aurons 
(i5)  <ar  =  — 8H. 

D'après  l'égalité  (9),  nous  aurons 

(16)  H=_T^. 

Telles  sont  les  principales  propositions  de  Thermodynamique 
générale  dont  nous  aurons  à  faire  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 
Ces  principes  sont  dus,  pour  la  plupart,  à  M.  Massieu,  à  M.  Gibbs 
et  à  M.  H.  von  Helmhollz  ('). 

§  5.  —  Propriétés  des  déplacements  sans  changement  d'état. 

Dans  la  détermination  du  potentiel  thermodynamique  interne 
d'un  système,  nous  aurons  à  faire  usage  d'un  lemme  fondamental 
qui  joue  un  grand  rôle  dans  l'étude  des  relations  de  la  Thermo- 


(')  F.  Massieu,  Sur  les  fondions  caractéristiques  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXIX,  p.  858  et  1067;  1869).  —  Mémoire 
sur  les  fonctions  caractéristiques  des  divers  fluides  et  sur  la  théorie  des  va- 
peurs {Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  XXII;  1876. — Journal  de  Physique, 
t.  VI,  p.  216;  1877). 

J.  WiLLARD  Gibbs,  On  the  equilibrium  of  heterogeneous  substances  {  Trans- 
actions Connecticut  Acad.,  t.  III,  pp.  108  et  343;  1875  à  1878.  —  Sillimann's 
Journal,  t.  XVI,  p.  44^5  1878.  —  American  Journal  of  Arts  and  Sciences, 
t.  XVIII;  1879). 

H.  VON  Helmholtz,  Zur  Thermodynamik  chemischer  Vorgànge  {Sitzungs- 
berichte  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  p.  23;  1882). 

P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications;  Paris,  1886. 
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djnamique  et  de  la  Mécanique  (').  Donnons  l'énoncé  et  la  dé- 
monstration de  ce  lemme  : 

Imaginons  un  système  décomposé  en  un  nombre  limité  ou  illi- 
mité de  corps  finis  ou  infiniment  petits,  susceptibles  d'être  dé- 
placés les  uns  par  rapport  aux  autres.  Imaginons  qu'à  chacun  de 
ces  corps  on  ait  invariablement  lié  un  système  d'axes  de  coordon- 
nées rectangulaires.  Pour  connaître  complètement  l'état  du  sys- 
tème, il  faudra  connaître  la  position  de  l'origine  de  chacun  de 
ces  systèmes  d'axes  et  l'orientation  des  axes.  En  général,  il  faut 
aussi  connaître  un  certain  nombre  d'autres  quantités  :  forme  et 
volume  de  chacun  des  corps,  état  physique  et  chimique  dans 
lequel  il  se  trouve,  température,  charge  électrique,  aimantation 
en  ses  divers  points,  etc.  Lorsque  les  premiers  paramètres  varie- 
ront seuls,  les  autres  demeurant  invariables,  nous  dirons  que  Von 
déplace  les  uns  par  rapport  aux  autres  les  divers  corps  du 
système  sans  changer  leur  état. 

Pour  un  semblable  déplacement,  les  propositions  données  par 
la  Thermodynamique  doivent  être  compatibles  avec  les  propo- 
sitions établies  par  la  Mécanique  rationnelle  pour  les  déplacements 
d'un  système  de  solides  invariables. 

Dans  un  déplacement  sans  changement  d'état,  le  potentiel 
thermodynamique  interne  du  système  éprouve  une  variation  8cf. 
En  même  temps,  les  actions  mécaniques  internes  [données)  que 
les  divers  corps  du  système  exercent  les  uns  sur  les  autres  effec- 
tuent un  certain  travail  û?C/,  et  l'on  a 

égalité  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Dans  toute  modification  qui  déplace  les  uns  par  rapport 
aux  autres  les  divers  corps  qui  constituent  un  système  sans 
changer  leur  état,  le  travail  effectué  par  les  actions  méca- 
niques internes  du  système  est  la  variation  changée  de  signe 
d'un  potentiel,  et  ce  potentiel  ne  diffère  du  potentiel  thermo- 


(')  P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  p.  ig^  ; 
Paris,  1886.  —  Sur  l'aimantation  par  influence,  p.  4  {Annales  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse;  1887). 
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dynamicjue  interne  que  d\ine  quantité  qui  peut  bien  dépendre 
de  l'état  des  divers  corps,  mais  qui  ne  dépend  pas  de  leur 
position. 

La  démonstration  de  celte  proposition  est  extrêmement  simple. 

Imposons  à  chacun  des  corps  qui  constituent  le  système  la 
liaison  de  demeurer  dans  un  élat  invariable,  et  appliquons  au 
système,  devenu  ainsi  incapable  d'éprouver  aucune  modification 
autre  que  les  déplacements  qvie  nous  avons  en  vue  d'étudier  : 

1°  Des  forces  égales  et  directement  opposées  aux  forces  exté- 
rieures données  qui  agissent  sur  lui  5 

2°  Des  forces  qui,  dans  tout  déplacement  du  genre  de  ceux  que 
nous  considérons,  effectuent  un  travail  d^\  égal  ou  inférieur  à 

8.f  =  Eo(U  — TS), 

de  telle  façon  que,  pour  tout  déplacement  de  ce  genre,  on  ait 

(18)  ES(U  — TS)  — ^g;-^o. 

Soit  r  l'énergie  interne  du  système  ainsi  modifié  ;  soit  ^  son 
entropie;  soit  dQ  le  travail  effectué  dans  un  déplacement  du  genre 
de  celui  que  nous  considérons  par  les  forces  extérieures  qui  agis- 
sent maintenant  sur  le  système.  Dans  un  semblable  déplacement, 
le  travail  non  compensé  effectué  a  pour  valeur,  d'après  l'éga- 
lité (4), 

(19)  t^-c  =  — Eo(U  — TS)  +  ^e. 

Mais,  par  hypothèse,  l'état  du  système  a  été  maintenu  le  même 
avant  et  après  l'addition  des  nouvelles  forces  ;  on  a  donc 

r  =  u,       S  =  S. 

D'autre  part,  les  forces  extérieures  données  qui  agissent  sur  le 
système  après  l'addition  des  nouvelles  forces  se  composent  : 

1°  Des  forces  extérieures  données  qui  agissaient  auparavant  sur 
le  système  ;  dans  la  modification  considérée,  elles  effectuent  un 
travail  d^e  | 

2°  Du  premier  groupe  de  forces  ajoutées  ;  dans  la  modification 
considérée,  ces  forces  effectuent  le  travail  —  d^e  '■> 

3"  Du  second  groupe  de  forces  ajoutées  ;  dans  la  modification 
considérée,  ces  forces  effectuent,  par  hypothèse,  le  travail  d^]. 
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On  a  donc 

f/8  =  d<£e  —  divg  -+-  dxB'i  =  d(E'i, 

et  l'égalité  (19)  devient 

dz  =  — E  0(1]  —  TS) -h  dS'i. 

D'après  l'inégalité  (18),  cette  quantité  est  nulle  ou  négative; 
dès  lors,  d'après  les  propositions  de  Thermodynamique  que  nous 
rappelions  au  commencement  de  ce  paragraphe,  la  modification 
correspondante,  entraînant  un  travail  non  compensé  nul  ou  néga- 
tif, ne  peut  se  produire  ;  le  système,  soumis  aux  actions  mécani- 
ques qui  agissent  réellement  sur  lui  et  à  celles  que  nous  y  avons 
adjointes,  ne  peut  subir  aucun  déplacement  qui  n'altère  pas  l'état 
de  ses  diverses  parties  ;  les  liaisons  qui  lui  interdisent  toute  modi- 
fication autre  que  des  déplacements  de  ce  genre  assurent  l'équi- 
libre du  système. 

Mais,  grâce  à  ces  liaisons  par  lesquelles  chacun  des  corps  qui 
constituent  le  système  est  supposé  maintenu  dans  un  état  inva- 
riable, les  propositions  de  la  Mécanique  rationnelle  relatives  aux 
systèmes  formés  de  corps  solides  sont  applicables  au  système  pré- 
cédent. On  peut,  en  particulier,  lui  appliquer  le  principe  des 
vitesses  virtuelles. 

D'après  ce  qui  précède,  le  système  est  en  équilibre  sous  l'action 
de  quatre  systèmes  de  forces  données  : 

1°  Les  forces  mécaniques  extérieures,  qui  agissaient  primitive- 
ment sur  lui  ; 

2°  Les  actions  mécaniques  intérieures,  que  les  divers  corps  qui 
le  constituent  exercent  les  uns  sur  les  autres  ; 

3"  Des  forces  égales  et  directement  opposées  aux  forces  exté- 
rieures ; 

4°  Des  forces  effectuant,  dans  tout  déplacement  virtuel,  un 
travail  cKb'^  égal  ou  inférieur  à  Eô(U  —  TS). 

Le  premier  et  le  troisième  système  de  forces  se  détruisent.  On 
peut  donc  dire  que  le  système  est  en  équilibre  sous  l'action  du 
second  et  du  quatrième  groupe  de  forces. 

Mais,  dans  toute  modification  du  système  où  ses  diverses  parties 
changent  de  position  sans  changer  d'état,  les  forces  du  second 
groupe  effectuent  un  travail  virtuel  d(Ei;  les  forces  du  quatrième 
groupe  eff'ectuent  un  travail  virtuel  d(B'^  ;  en  vertu  du  principe  des 
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vitesses  virtuelles,  le  système  ne  peut  être  en  équilibre  sous  l'ac- 
tion de  ces  deux  groupes  de  forces  si  l'on  n'a 

d(s>i  -+-  d^'i  le. 

Cela  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  d^\  vérifie  l'inégalité 
(i8).  On  doit  donc  avoir 

6/S,-^— E8(U  — TS). 

Si  l'on  suppose  maintenant  qu'à  tout  déplacement  virtuel  des 
diverses  parties  du  système  on  puisse  faire  correspondre  le  dé- 
placement inverse,  on  verra  aisément  que  l'inégalité  précédente  se 
réduit  à  l'égalité  (17), 

<f  5/  =  —  0.1' . 

On  remarquera  que  cette  proposition  et  celles  qui  en  décou- 
leront sont  soumises  aux  mêmes  restrictions  que  l'existence  du 
potentiel  tliermodynamique  interne.  C'est  une  remarque  dont 
nous  verrons  l'importance  en  étudiant  l'ÉIectrodjnamique. 

Ce  théorème  fondamental  entraîne  quelques  conséquences  qui 
en  dérivent  immédiatement  et  que  nous  pouvons  indiquer  ici  : 

Corollaire  1.  —  L'égalité  (4) 

dz  ~  —  0^  -^-  d(Se 

devient,  en  vertu  de  l'égalité  (17), 

dz  —  d<s>i  -\-  dise, 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Lorsqu'un  système  subit  un  déplacement  sans  changement 
d'état  de  ses  di^'crses  parties,  le  travail  non  compensé  produit 
dans  le  système  est  égal  au  travail  produit  par  les  actions 
mécaniques  données,  tant  externes  qu'internes,  qui  agissent 
sur  les  diverses  parties  du  système. 

CorollaireW.  —  Nous  avons  vu  que  l'entropie  du  système  était 
liée  à  son  potentiel  tliermodynamique  interne  par  l'égalité  (9), 

ES  — — . 

Si  donc  d^  désigne  le  travail  compensé  qui  accompagne  une 
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modification  sans  changement  d'état,  on  aura 

Mais  ( —  ùj)  peut,  dans  ce  cas,  être  remplacé  par  la  variation 
que  subit  le  potentiel  des  actions  mécaniques  internes  du  système. 
Si  ces  actions  mécaniques  sont  indépendantes  de  la  température, 
il  en  sera  de  même  de  leur  potentiel  et  l'on  aura,  par  conséquent, 

<f2r  =  o, 
ce  qui  peut  encore  s'écrire 

SS  =  o. 

Ainsi,  lorsque  les  actions  mécaniques  qu3  les  diverses  par- 
lies  d' un  système  exercent  les  unes  sur  les  autres  ne  subissent 
aucune  variation  pendant  un  écJiauffement  du  système  qui 
laisse  invariable  le  volume,  la  forme  et  la  position  des  diverses 
parties,  un  déplacement  sans  changement  d'état  des  diverses 
parties  de  ce  système  n'engendre  aucun  travail  compensé  et  ne 
fait  pas  varier  l'entropie  du  système. 

Corollaire  III.  —  Dans  une  modification  isothermique  quel- 
conque, on  a 

c?x  =  —  8^  +  ^Ge  =  -  E  au  +  ET  8S  +  d^e- 

Dans  les  conditions  moyennant  lesquelles  le  théorème  précédent 

est  exact,  on  a 

d'z  =  d^i  4-  c?Ge, 

8S  =  o. 
On  a  donc 

fl?5,=  — E8U, 

ce  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Dans  les  conditions  précédentes,  le  travail  exercé  par  les 
actions  mécaniques  internes  est  égal  à  la  variation  changée 
de  signe  du  produit  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur 
par  l'énergie  interne  du  système. 

Ces  divers  théorèmes  constituent  le  véritable  lien  de  la  Ther- 
modynamique avec  la  Mécanique. 
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CHAPITRE  II. 


DETERMINATION  DU  POTENTIEL  THERMODYNAMIQUE  INTERNE 
D'UN  SYSTÈME  ÉLECTRISÉ. 


§  1.  —  Comment,  dans  l'étude  d'un  système,  on  peut  tenir  compte 
de  la  disposition  mutuelle  de  ses  parties. 

Nous  allons,  en  nous  appuyant  sur  les  principes  exposés  dans  le 
Chapitre  précédent,  reprendre  l'étude  des  systèmes  électrisés  et, 
en  particulier,  déterminer  la  forme  du  potentiel  thermodynamique 
d'un  semblable  système.  Pour  effectuer  cette  détermination,  nous 
ne  retiendrons  de  ce  qui  a  été  exposé  dans  les  trois  Livres  précé- 
dents que  les  lois  et  les  définitions  contenues  au  premier  Chapitre 
du  Livre  I,  d'une  part,  et,  d'autre  part,  les  théorèmes  purement 
analytiques  que  renferment  les  autres  Chapitres. 

Considérons  un  système  dans  un  état  donné.  Découpons  ce  sys- 
tème en  une  infinité  de  parcelles  infiniment  petites,  égales  ou  iné- 
gales, de  forme  quelconque.  Soient  Pi,  c^25  •  •  •  5  ^n  les  volumes  de 
ces  parcelles. 

Par  la  pensée,  éloignons  infiniment  les  unes  des  autres  toutes 
ces  parcelles,  tout  en  maintenant  invariable  l'état  de  chacune  d'elles. 
Chacune  d'elles  admettra  un  potentiel  thermodynamique  interne. 
Soient/*,,  f2,  .  . . ,  fn  ces  potentiels.  Le  système  formé  par  toutes 
ces  parcelles  ainsi  dispersées  aura  un  potentiel  thermodynamique 
interne  que  l'on  peut  prendre  égal  à 

fl  +  A  +  '-,-^fn' 

fi  dépend  des  paramètres  qui  déterminent  l'état  de  la  parcelle  ç, 
supposée  prise  isolément.  Si  l'on  suppose  cette  parcelle  formée 
Dar  une  substance  isotrope,  ces  paramètres  seront  les  suivants  : 

1°  Le  volume  de  la  particule; 

2°  La  forme  de  la  surface  qui  la  limite; 

3°  La  température  qui  y  règne  ; 
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4"  Les  paramètres,  tels  que  les  densités,  qui  définissent  l'état 
physique  et  chimique  de  cet  élément; 

5"  L'état  d'électrisation  de  la  particule.  L'électricité  peut  être 
distribuée  avec  une  densité  solide  finie  dans  toute  la  masse  de  ce 
petit  cube  5  ou  avec  une  densité  superficielle  finie  sur  certains  élé- 
ments de  sa  surface,  ou  sur  certains  éléments  superficiels  contenus 
à  son  intérieur.  On  pourrait  admettre  que,  pour  définir  l'état  d'é- 
lectrisation de  la  particule  Vt,  il  est  nécessaire  de  connaître  com- 
plètement cette  distribution.  C'est  donc  une  hypothèse  nullement 
nécessaire  que  nous  ferons  en  admettant  que,  pour  définir  l'état 
d'électrisation  d'un  élément  infiniment  petit  v^,  il  suffit  d'in- 
diquer la  charge  électrique  totale  q^  qu'il  porte,  sans  préciser 
de  quelle  manière  elle  y  est  distribuée. 

Si  l'état  d'un  système  ne  dépendait  pas  de  la  disposition  mu- 
tuelle de  ses  parties,  le  potentiel  thermodynamique  interne  du 
système  donné  serait  le  même  que  si  les  diverses  parcelles  en  les- 
quelles on  l'a  décomposé  étaient  infiniment  éloignées  les  unes  des 
autres.  Il  aurait  donc  pour  valeur 

Mais  on  doit  admettre  que  ce  potentiel  dépend  de  la  disposition 
mutuelle  des  difTcrenles  parties  en  lesquelles  on  a  décomposé  le 
système,  en  sorte  qu'il  a  pour  valeur 

(1)  ^  =  /l  +  /2  +  -  ••-+-/«+  5"^', 

^'  dépendant  de  l'arrangement  des  diverses  parcelles  et  devenant 
égal  à  o  lorsqu'on  les  éloigne  infiniment  les  unes  des  autres. 

ISous  fonderons  la  détermination  de  É'  sur  V hypothèse  fonda- 
mentale qi!*^  voici  : 

i'  est  décomposable  de  la  manière  suivante  en  une  somme  de 
termes 

H-  *23-t--.  •+ *2n 

(2) 


-t-  *«-!«, 


$/y  dépendant  uniquement  des  paramètres  qui  déterminent  le 
système  des  deux  éléments  vi  et  iy. 
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Ces  paramètres  comprennent  non  seulement  ceux  qui  définissent 
chacun  des  éléments  i  et  y  considérés  isolément  et  qui  sont  énu- 
mérés  sous  les  chiffres  i  à  5,  mais  encore  : 

6"  La  distance  rij  des  deux  éléments  vi^  Vj\ 

^°  L'orientation  des  surfaces  qui  limitent  ces  deux  éléments 
l'une  par  rapport  à  l'autre. 

La  quantité  $/y  ne  dépend  pas  de  la  distribution  électrique  sur 
le  volume  Vi\  elle  ne  dépend  que  de  la  charge  électrique  totale  qi 
que  renferme  ce  volume;  nous  pouvons  donc,  pour  déterminer  <I> /y, 
supposer  cette  charge  distribuée  uniformément  dans  le  volume  vi. 
Gela  posé,  il  est  aisé  de  démontrer  que  la  quantité  <I>/y  ne  dépend 
ni  de  la  forme  de  la  surface  qui  limite  le  volume  Vi,  ni  de  l'o- 
rientation de  cette  surface  par  rapport  à  celle  qui  limite  le 
volume  Vj. 

Quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  qui  limite  le  volume  p/, 
q,uelle  que  soit  l'orientation  de  cette  surface  par  rapport  à  celle 
qui  limite  le  volume  Vj^  nous  pouvons  toujours  subdiviser  le  vo- 
lume vi  en  un  nombre  illimité  k  de  cubes  infiniment  petits  «, 
b,  . . . ,  l,  tous  égaux  entre  eux  et  à  un  cube  infiniment  petit  pris 
pour  type,  ayant  tous,  par  rapport  à  la  surface  qui  limite  Vj,  une 
même  orientation  indépendante  de  l'orientation  de  la  surface  qui 
limite  vj. 

Soit  (^aj  la  quantité  analogue  à  ^ij  relative  au  cube  a  et  au  vo- 
lume çj.  Il  est  évident  que  nous  devons  avoir 

*/y  =  ^aj  H-  Ç/v  +  •..-+-  O/j. 
La  quantité  d'électricité  que  renferme  chacun  des  petits  cubes  a, 
b,  . . .  ^  /a  pour  valeur  ^-  Elle  est  la  même  pour  tous.  Les  para- 
mètres qui  définissent  respectivement  les  systèmes 

a,     /;     b,    j;     ...;     l,     / 

ont  donc  la  même  valeur  ou  sensiblement  la  même  valeur  pour 
chacun  d'eux;  partant,  on  a  sensiblement 

et 

11  est  facile  de  voir  que  le  second  membre  ne  dépend  ni  de  la 
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forme  de  la  surface  qui  limite  le  volume  P/,  ni  de  l'orientatioa  de 
cette  surface  par  rapport  à  la  surface  qui  limite  çj;  la  proposition 
énoncée  est  donc  démontrée. 

On  verrait  de  même  que  $/y  ne  dépend  ni  de  la  forme  de  la  sur- 
face qui  limite  t'y,  ni  de  l'orientation  de  cette  surface  par  rapport 
à  la  surface  qui  limite  c/. 

Soient  /;//,  nij  les  masses  des  deux  parcelles  ç^/,  vj;  soit  T  leur 
température;  soient  a,  [3,  ...  les  paramètres,  tels  que  les  densités, 
qui  fixent  leur  état  physique  et  chimique.  D'après  ce  qui  précède, 
nous  aurons 

«ï>/y=  *(m,,  /n;,  Ci,  qj,  nj,  T,  a,  p,  . . .). 

Nous  allons  montrer  que  la  quantité  ^ij  est  une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  la  niasse  nii  de  la  parcelle  vi  et  de  la 
charge  électrique  qi  qu'elle  porte. 

Divisons  le  volume  Vi  d'une  manière  quelconque  en  un  certain 
nombre  de  volumes  égaux  ou  inégaux  «,6,  . . . ,  /.  Soient  m^, 
m^,  . . . ,  m/  les  masses  de  ces  éléments  ;  soient  qa-,  qt-,  •  •  • ,  <7^  les 
charges  électriques  qu'ils  portent.  Pour  tous  ces  éléments,  les  pa- 
ramètres ï,  a,  p,  ...  sont  sensiblement  les  mêmes;  on  a  sensible- 
ment aussi 

raj  =  r/,j  —  ...=  nj  =  rtj. 

On  doit  donc  avoir 

*(m/,  qi)  =i^(/na,  qa)-i-^{mb,  q/,)  H-... -H  ^{ni/,  q/), 

égalité  dans  laquelle  nous  avons  mis  seulement  en  évidence  les 
paramètres  qui  n'ont  pas  la  même  valeur  pour  tous  les  éléments. 
Mais  : 

1°  Les  masses  ma-,  mi,,   ...,  mi  sont  assujetties  à  cette  seule 

condition  que 

nia -{-  ntb-r. .  .-+■  mi=  mi; 

2°  Comme  la  distribution  de  la  charge  qi  sur  l'élément  Vi  a  pu 
être  choisie  arbitrairement,  on  voit  que  </a,  qi,,  . . . ,  qi  sont  assu- 
jettis à  cette  seule  condition  que 

L'égalité  précédente  prouve  donc  la  proposition  énoncée. 

On  verra  de  même  que  4>/y  est  une  fonction  linéaire  et  homo- 
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£>ène  de  la  masse  mj  de  l'élément  py,  et  de  la  charge  électrique  qj 
qu'il  porte. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  s'expriment  par  la 
formule  suivante 

(3)     *,y=  mimjOijirij)  -\-  mjgi'i^ij{rij)  -+-  miqj^ji{rij)  +  q/gjyjjirij), 

dans  laquelle  il  faut  remarquer  : 

i"  Que  les  fonctions  cp,  y,  «];  peuvent  changer  de  forme  lors- 
que les  paramètres  T,  a,  ^,  • .  .  changent  de  valeur  ; 

2"  Que  l'on  a  bien,  par  raison  de  symétrie, 

mais  non  pas 

Il  est  facile  de  voir  que,  pour  former  la  quantité  ^^',  donnée  par 
l'égalité  (2),  on  pourra,  en  vertu  de  l'égalité  (3),  opérer  de  la 
manière  suivante. 

On  formera  d'abord,  pour  le  volume  Cj,  la  quantité 

[§\=      - /ni[»ï2  9i2(''i2)-i- "Î3  ?i3(^i3)  +  - .-4- /n„çi„(/-,„)] 

(4)  I  +       qiV'n^'^iiirii)-^  nii<]^],z{rii)-^.  ..-^m,i<]/ui{rin)] 

f  ■-+- -  9'i[5'2Xi2(''i2)  +  S^s/isC^'ia) -H...+  ^«Xi/i(ri„)]. 

Puis  on  formera  de  même  pour  les  volumes  c'2,  <';;,  ...,  v,,  les 
quantités  §'^,  ^'^,  . . . ,  éF)^.  On  aura  alors 

(5)  .r=  #1  + J'2  +  ---+^/r 

Supposons  que  l'élément  de  volume  Vi  fasse  partie  d'un  corps 
dont  A'  est  la  densité  au  point  de  coordonnées  {x\y,  z').  Suppo- 
sons en  outre  que  l'électricité  soit  répandue  à  l'intérieur  du  corps 
et  que  p'  soit  sa  densité  solide  au  point  {x\  y\  z').  Nous  aurons, 
en  vertu  de  l'égalité  (4), 

♦ 

,fi=      Wi    /   /  /    àJ  oi^r)  dx'  dy  dz' -^     Çi  f    I  f  ^' '^ {r)  dx'  dy'  dz' 


\^^JJj  ?' X{'') dx' dy  dz' . 
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Chacune  des  trois  intégrales 

\]   ^  Ç  f  Ç \'o{r)dx' dy'dz', 
(6)  i  \   =  f  Ç  f  i^' <^  {r)  dx' dy' dz\ 

f  W  =  f  f  fp'y.ir)  dx'  dy'  dz\ 

dans  lesquelles  /•  désigne  la  distance  du  point  [x',y',z')  à  un 
point  de  l'élément  <,,  doit  exister-,  ce.  qui  exige  que  chacune  de 
ces  intégrales,  étendue  à  un  volume  injîniment  petit  quel- 
conque comprenant  un  point  M  à  son  intérieur  tende  vers  o 
lorsque  ce  volume  vient,  d'une  manière  quelconque,  s'éva- 
nouir au  point  M. 

Gela  posé,  venons  à  la  détermination  des  quanti tésy*),y2,  ...,y„, 
qui  figurent  dans  l'égalité  (i). 

La  quantité  fx  ne  dépend  pas  de  la  Jorme  de  la  surface  qui 
limite  le  volume  t^j. 

Pour  démontrer  cette  première  proposition,  nous  nous  appuie- 
rons sur  un  lemme  qui  résulte  immédiatement  de  la  proposition 
que  nous  venons  d'établir. 

Imaginons  qu'on  divise  l'élément  t'i  d'une  manière  quelconque 
en  une  infinité  d'autres  éléments  «,  b,  . . . ,  /,  de  volumes  «a, 
Ubi  •  •  •  1  ui.  Soit/rt  ce  que  devient  la  quantité  y,  pour  l'élément  a. 
Soient  Ua,  \ai  Wa  les  valeurs,  en  un  point  de  l'élément  a,  des 
intégrales  données  par  les  égalités  (6),  ces  intégrales  s'étendant  au 
volume  V).  II  est  facile  de  voir  que  nous  aurons 

-^  qaya-\-  qb^  b-'r  .  .  .-^  qi\  t-^  7  (<7a\Va  +  C'A  Wô-t- .  .  . -+- 5-/ W/)  ; 

mais 

Ua,        U,,        ...       U/, 

V«,      V,,      ...     V/, 
W„,    W/„     ...     W/ 

sont,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  des  quantités  infini- 
D.  —  I.  »3 
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ment  petites  comme  <).  On  peut  donc  écrire 

(7)  /i  =  /a  +  /^.  +  ...  +  //. 

Ce  lemme  posé,  démontrons  la  proposition  énoncée. 

La  distribution  de  la  charge  q^  sur  le  volume  V\  étant  indiffé- 
rente, supposons-la  uniforme  et  divisons  le  volume  V\  en  A"  petits 
cubes  «,  ^,  .  . . ,  /  égaux  entre  eux  et  à  un  cube  pris  d'avance 
comme  type.  Ces  cubes  seront  identiques.  Nous  aurons  donc 

et,  en  vertu  de  l'égalité  (7), 

Le  nombre  k  dépend  du  volume  de  l'élément  (^,,  mais  point  de  sa 
forme;  il  en  est  de  même  de  /«;  donc,  de  même  dey*,,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

La  quantité  f^  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  la- 
masse  mt  et  de  la  charge  q^  de  Vêlement  p,. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  divisons  d'une  manière 
quelconque  l'élément  C)  en  k  autres  éléments  a,  ^,  ...,/,  ayant 
des  masses  m^,  m^,  . . . ,  m/  et  portant  des  charges  ^a,  qi,^  . . . ,  qi. 
L'égalité  (7)  nous  donnera,  en  mettant  seulement  en  évidence, 
parmi  les  paramètres  dont  dépend  y, ,  ceux  qui  varient  d'un  élé- 
ment à  l'autre, 

/i(m,,  qx)^fx{ma,  qa)^fï{r)ib,  Qh)  ^ • .  .-^  fi{>n,,  g/). 

Mais  on  remarquera  : 

i"  Que  les  masses  m„,  mi,,  . . . ,  nii  sont  assujetties  à  cette  seule 
condition  que  l'on  ait 

0.°  Que  la  distribution  de  la  charge  ^,  sur  l'élément  ç,  étant 
arbitraire,  on  pourra  tovijours  disposer  des  charges  qa-,  qb,  -  •  -  -,  qi-, 
en  les  assujettissant  à  cette  seule  condition 

<7a-+-  ^6-*-----H  qi—  q\- 

Dès  lors,  l'égalité  obtenue  démontre  la  proposition  précédemment 
énoncée. 
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En  résumé,  on  a 

(8)  /i=  niiFi-hqiGu 

F,,  G)  dépendant  de  la  température  de  l'élément  c,,  de  sa  densité 
et  des  paramèti^es  qui  fixent  son  état  physique  et  chimique. 

L'ensemble  des  égalités  (i),  (4),  (s),  (8)  détermine  la  forme  du 
potentiel  thermodynamique  d'un  système  électrisé. 

§  2.  —  Introduction  de  l'hypothèse  fondamentale 
relative  à  la  compressibilité. 

Nous  avons  vu  que,  si  l'on  déplaçait  les  unes  par  rapport  aux 
autres  les  diverses  parties  qui  composent  un  système  sans  altérer 
l'état  de  chacune  de  ces  parties,  les  forces  données  intérieures  au 
système  effectuaient  un  travail  d^i  lié  à  la  variation  du  potentiel 
thermodynamique  interne  par  l'égalité 

(9)  d(Bi^  —  Brf. 

Appliquons  ici  ce  théorème.  Déplaçons  les  uns  par  rapport  aux 
autres  les  éléments  de  volume  Pj,  (^25  -  ■  •-,  ^n  en  lesquels  on  a  dé- 
composé un  système  électrisé,  sans  modifier  l'état  de  ces  divers 
éléments.  Nous  aurons,  d'après  les  égalités  (i),  (4),  (5), 

8^  =  8#'i  -t-  S^'j  + . . .  -f-  8 j; 
et 

2    L  '''■lî  ^'13  ^''in  J 

L'égalité  (9)  entraîne  alors  la  couséquence  suivante  : 

Les  forces  intérieures  données  qui  agissent  dans  un  système 
dont  les  diverses  parties  sont  électrisées  se  rangent  en  trois 
classes  : 

\°  Deux  masses  matérielles  /??,,  m^,  électrisées  ou  non, 
exercent  l'une  sur  l'autre  une  attraction 

/«i  nii     '  .  

orn 
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proportionnelle  au  produit  des  deux  masses,  dépendant  de  leur 
distance  et  de  leur  état  physique  et  chimique  ;  cette  force  est 
soumise  à  la  règle  de  Inégalité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

1°  Deux  masses  électrisées,  portant  des  charges  ^,,  ^o, 
exercent  V une  sur  Vautre  une  attraction 

<i\  (Ji  — -, 

proportionnelle  au  produit  des  deux  charges,  dépendant  de 
leur  distance  et  de  leur  état  physique  et  chimique;  cette  force 
est  soumise  à  la  règle  de  l'égalité  entre  l'action  et  la  réac- 
tion. 

3°  Une  masse  matérielle  m^  exerce  sur  un  élément  de  vo- 
lume portant  une  charge  électrique  </,  une  attraction 

proportionnelle  au  produit  de  la  masse  par  la  charge  élec- 
trique, dépendant  de  la  distance  des  deux  éléments  et  de  leur 
état  physique  et  chimique;  cette  force  est  soumise  à  la  règle  de 
l'égalité  entre  l'action  et  la  réaction. 

Considérons,  d'une  part,  l'élément  de  volume  p,,  et,  d'autre 
part,  tous  les  corps  qui  composent  l'univers,  moins  cet  élément  de 
volume. 

Il  est  évident  que,  pour  définir  complètement  les  propriétés  de 
l'élément  v^  à  un  instant  donné,  il  faut  connaître  complètement 
l'état  et  la  position  relative  de  tous  les  corps  qui  composent  l'u- 
nivers. 

Mais,  en  Thermodynamique,  on  admet  en  général  que,  pour 
que  la  densité  d'un  élément  de  volume  soit  déterminée,  il 
suffit  de  connaître  : 

i"  Les  autres  paramètres  qui  définissent  l'état  de  cet  élé- 
ment supposé  isolé  par  la  pensée  de  tous  les  autres  corps  qui 
composent  l'univers; 

2°  Les  forces  données  que  les  autres  corps  de  l'univers  exer- 
cent sur  lui; 

3°  Les  liaisons  que  lui  imposent  les  corps  qui  l'avoisinent. 
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Cela  posé,  imaginons  que  l'élément  (^i,  que,  pour  abréger,  nous 
supposerons  à  l'état  neutre,  et  un  certain  nombre  d'éléments 
v-i,  ...,  Çfi  qui  l'avoisinent  forment  un  système;  les  parties  de 
l'univers  exclues  de  ce  système  exercent  sur  lui  des  forces  ex- 
térieures. Imaginons  que  l'élément  f,  se  dilate  de  ùVi.  Les  autres 
éléments  du  système  sont  déplacés  sans  que  le  volume  et  l'état  de 
chacun  d'eux  subisse  aucune  variation.  La  densité  A,  en  un  point 
(le  l'élément  k\  varie  de  oA,.  Le  potentiel  thermod^^namique  in- 
terne du  système  augmente  de 

tj  =  nix  — ^f^-^  Sa, 

</t  désignant  le  travail  effectué  par  celles  des  forces  intérieures  au 
système  qui  ont  leur  point  d'application  aux  divers  éléments  de 
volume  du  corps  autres  que  P( . 

Les  forces  extérieures  appliquées  au  système  effectuent  en 
même  temps  un  travail  d^e-  Si  le  système  est  en  équilibre,  on  doit 
avoir 

d^e —  5-7  =  o. 

Soit/?,  la  pression  en  un  point  de  l'élément  V\.  On  verra  sans 
peine  que  l'on  doit  avoir 

dz  -+-  d^e  =  —  Pi  3pi' 
Les  égalités  précédentes  nous  donnent 

oi  Oi'i-f-  mi  — —^^ — -  oAi 
c/A, 

Cette  égalité  définit  la  pression  p  qu'il  faudrait  appliquer  à  la 
particule  Vi  pour  lui  conserver  la  densité  A,,  si,  supprimant 
toutes  les  forces  données  qui  agissent  sur  elle,  on  supprimait  les 
liaisons  que  lui  impose  la  présence  des  corps  voisins. 
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Nous  avons  obtenu  celle  égaillé  en  supposant  que  la  molécule 
m<i  fît  partie  du  système;  mais  nous  aurions  aussi  bien  pu  consi- 
dérer la  molécule  a/îo  comme  ne  faisant  pas  partie  du  système  et 
les  forces  qu'elle  exerce  comme  extérieures  au  système.  D'après 
l'hypothèse  indiquée,  les  propriétés  de  la  molécule  p,  devraient 
être  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent;  la  pression  nécessaire 
pour  lui  garder  la  densité  A,  devrait  garder  la  valeur  />,. 

Or  cette  pression  est  maintenant  donnée  par  l'égalité 


nii 

.P.,..),, 

nii 

{-'t-- 

771 1 

i^'t--' 

oAi 

SA]  =  G. 

Pour  qu'elle  ait  la  même  valeur  que  dans  le  cas  précédent,  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

'"^Ir-^^^/AT^"' 

quelles  que  soient  les  quantités  m^  et  ^2«  Lies  deux  fonctions  'fi^, 
<i^2i  sont  donc  indépendantes  de  A). 

On  arrive  ainsi  aux  conclusions  suivantes  : 

i"   Deux   masses   matérielles  m,,    m2   exercent   V une   sur 
Vautre  une  attraction 

'^?I2(''l2) 

mi7?i2 — —, •  > 

(^7-12 

la  fonction  cp,2  pouvant  changer  de  forme  avec  la  nature 
physique  et  chimique  et  avec  la  température  des  deux  molé- 
cules m,  et  mi^  mais  ne  pouvant  pas  dépendre  de  leur  den- 
sité. 

1°   Une  masse  matérielle   nit    et   un  élément  portant   une 
charge  électrique  q^  exercent  une  attraction  mutuelle 

la  fonction  <hn  pouvant  changer  de  forme  avec  la  nature  phy- 
sique et  chimique  et  avec  la  température  des  deux  molécules, 
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avec  la  densité  de  la  molécule  qui  pot  te  ta  èharge  q^-,  mais  ne 
dépendant  pas  de  la  densité  de  la  masse  nii. 

Si  l'on  répétait  les  mêmes  raisonnements  sans  supposer  v,  à 
l'état  neutre,  on  trouverait  encore  : 

3°  Que  la  fonction  -io»  ne  peut  dépendre  de  la  densité  Aa  de 
Vêlement  qui  porte  la  charge  q<i. 

4°  Que  la  fonction  '/to  ne  peut  dépendre  des  densités  A,,  Ao 
des  éléments  qui  portent  les  charges  </),  «72- 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ont  ,  indiquons-le  en 
passant,  une  première  application  à  la  Mécanique  céleste. 

Pour  expliquer  la  forme  de  la  queue  des  comètes,  M.  Faye  a 
supposé  que  l'aclion  mutuelle  de  deux  particules  matérielles  s'ex- 
primait par  une  formule  renfermant  un  terme  de  plus  qu'on  ne 
l'avait  cru  jusqu'à  ce  jour.  Ce  terme  représenterait  une  force  ré- 
pulsive dont  la  grandeur  dépendrait  du  volume  spécifique  des 
particules  entre  lesquelles  elle  agit;  très  petite  pour  les  corps 
dont  la  densité  est  mesurable  par  les  moyens  qu'emploie  le  phy- 
sicien, cette  force  deviendrait  grande  pour  les  gaz  très  raréfiés  qui 
composent  la  queue  des  comètes.  M.  Resal,  dans  son  Traité  de 
Mécanique  céleste,  a  développé  la  théorie  de  semblables  forces. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  supposition  d'une  sem- 
blable force  est  incompatible  avec  l'hypothèse  généralement  ad- 
mise que,  pour  connaître  la  densité  d'un  corps,  il  est  permis  de 
remplacer  la  connaissance  des  autres  corps  par  la  seule  connais- 
sance des  forces  données  qu'ils  exercent  et  des  liaisons  qu'ils  im- 
posent. Il  resterait  à  connaître  celle  de  ces  deux  suppositions  qui 
doit  être  rejetée. 

Nous  avons  indiqué  l'importance  de  l'hypothèse  généralement 
admise  sur  la  compressibilité  des  corps.  Nous  aurons  plus  tard  à 
revenir  sur  cette  hypothèse.  Mais,  pour  le  moment,  les  résultats 
que  nous  avons  à  établir  en  sont  indépendants. 

§  3.  —  Introduction  de  la  loi  de  la  gravitation  universelle 
et  de  la  loi  de  Coulomb. 

Nous  allons  maintenant,  pour  achever  la  détermination  du  po- 
tentiel thermodynamique  interne  d'un   système  électrisé,  intro- 
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duire  la  proposition  suivante  qui  résume  les  lois  de  la  gravitation 
universelle  et  de  Coulomb  : 

Si  deux  particules  de  masse  lUx-,  '>i2i  portant  des  charges 
électriques  Çi,  q-y,  sont  situées  à  une  distance  /■^2  supérieure  à 
une  certaine  longueur  très  petite  \  que  nous  nommerons  le 
rayon  d'' activité  moléculaire,  leur  attraction  mutuelle  se  ré- 
duit à 

Il  en  résulte  que,  lorsque  /"ja  surpasse  )>,  la  quantité  ^(2  ne  dif- 
fère de 


que  par  un  terme  indépendant  de /(o,  et  ce  terme  est  nul,  puisque 
d/,2  doit  s'annuler  lorsque  /(o  devient  infini.  Nous  avons  ainsi 

Xl2(''l2)=  ;r-®i2(/-12), 

'12 

les  quantités  Si2i  ^a,  '^{2  dépendant  de  l'état  physique  et  chi- 
mique, de  la  température  des  éléments  Ci,  Co,  mais  point  de  leur 
densité  dans  le  cas  où  l'on  admet  l'hypothèse  indiquée  au  para- 
graphe précédent.  Ces  quantités  deviennent  égales  à  o  lorsque  /'la 
surpasse  1. 

Ajoutons  enfin  cette  hypothèse  : 

La  somme 

©12(/'l2)'/2-i-  <!5l3(''l3)5'3  +  -  •  •  +  <!5i  „( /-j»  )  S'/M 

étendue  à  toutes  les  charges  situées  à  une  distance  inférieure 
à  ).  de  Vélém.ent  V\  est,  en  général,  une  quantité  très  petite  de 
r ordre  de  \. 

En  d'autres  termes,  les  choses  se  passent  en  toutes  circon- 
stances comme  si  l'action  mutuelle  de  deux  particules  électrisées 
était  donnée  par  la  loi  de  Coulomb  même  aux  distances  infini- 
ment petites.  C'est  encore  une  hypothèse  purement  gratuite;  on 
pourrait  parfaitement  supposer  que  la  somme  précédente  a  une 
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valeur  finie  comme  les  sommes  analogues 

^i2(rii)mi-{-£i3(ri3)m3-i-. . .-+- ii«( /•!„)/«„, 

iléunlssons  les  résultats  contenus  dans  les  égalités  (i),  (4),  (5), 
((S)  et  dans  celles  que  nous  venons  d'obtenir.  Posons 

(lo)  i2|  — i H. ..H > 

''12  ''13  f'in 

les  sommes  étant  étendues  à  tous  les  éléments  du  système  autres 
que  l'élément  Vt.  Posons  ensuite 

(i2)  Pi=  2Fi  +  £i(rn)m2-^£n{ri3)ni3-i-...-h£in{rin)>nn, 

(i3)         01=     Gi-+- t{^i(ri2)m2-4-<j>i3(/'i3)/«3-t-----i-4'i»(''i«)"^«» 

les  sommes  s'étendant  à  tous  les  éléments  situés  dans  une  sphère 

de  rayon   A  ayant  son  centre  en  un  point  de  l'élément  (^|.  Nous 

aurons,  en  vertu  des  égalités  (i),  (4),  (5),  (8), 

£  =  —  -  ( mi  iii  -f-  «12 i22  +  •  •  •  -+"  "^n^n ) 

,  ,,  ,         + -(g-i  Vi-(-72  V2-+-...+  ^,i  V„) 

(>4)  i  -^ 

+  -  (  mi  Pi  H-  /?l2  P2  +  .  .  .  -r-  nin  P/i  ) 

Chacune  des  quatre  sommations  qui  figurent  au  second  membre 
s'étend  au  système  tout  entier. 

Chacun  des  quatre  termes  du  second  membre  a  une  significa- 
tion remarquable. 

Les  actions  intérieures  qui  s'exercent  dans  un  système  électrisé 
sont,  en  vertu  des  hypothèses  faites,  de  quatre  sortes  : 

1°  Deux  masses  matérielles  exercent  l'une  sur  l'autre  une  at- 
traction donnée  par  la  loi  de  la  gravitation  universelle;  le  potentiel 
de  ces  actions  est  le  terme 

(niiQi  -\-  m^Qi-h . . .  +  mn^n)- 

L'étude  de  ce  terme  constitue  la  Mécanique  céleste. 
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2°  Deux  masses  matérielles,  situées  à  une  distance  inférieure 
au  rayon  d'activité  moléculaire,  exercent  Tune  sur  l'autre  une  at- 
traction qui  dépend  de  leur  état  physique  et  chimique  et  de  leur 
température.  Ces  forces,  dites  Jorces  capillaires,  ont  pour  po- 
tentiel le  terme 

-  (miPi  -\-  m2P2  +  .  .  .-I-  /n„P„). 

2 

L'étude  de  ce  terme  constitue  l'étude  de  la  capillarité,  au  sens 
général  que  l'on  peut  aujourd'hui  donner  à  ce  mot.  Nous  avons 
esquissé  ailleurs  (^)  comment  la  Thermodynamique  pouvait  faire 
sortir  de  ce  point  de  départ  toute  l'étude  de  la  capillarité. 

3"  Deux  masses  électrisées  exercent  l'une  sur  l'autre  une  ré- 
pulsion donnée  par  la  loi  de  Coulomb.  Ces  forces  ont  pour  po- 
tentiel le  terme 

-(g-iVi-^-  <72V2-t-...H-gr„V„). 

4°  Deux  masses  «^^,  m^,  portant  des  charges  électriques  ^,,  ^2? 
et  situées  à  une  distance  inférieure  au  rayon  d'activité  molécu- 
laire, exercent  l'une  sur  l'autre  une  attraction 

()4^i2(ri2)  à<]t.2i{ri<i,) 

qui  dépend  de  leur  état  physique  et  chimique  et  de  leur  tempéra- 
ture. Ces  forces  ont  pour  potentiel  le  terme 

0]  5^1  +  625^2-1-..  .H-  e„^„. 

Nous  allons,  aux  Livres  suivants,  étudier,  en  partie  seulement, 
les  propriétés  de  ce  potentiel.  Nous  laisserons  de  côté  les  consé- 
(juences  que  l'on  peut  déduire  de  son  étude  dans  les  recherches 
relatives  à  la  pression  électrique  et  aux  phénomènes  électrocapil- 
laires, nous  bornant  à  renvoyer  le  lecteur  au  Mémoire  que  nous 
avons  publié  à  ce  sujet  (2). 

Les  forces  dont  nous  venons  de  parler  ont  été  pour  la  première 


(  '  )  P.  DuHEM,  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes  ca- 
pillaires {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  i"  série,  t.  II,  p.  207;  i885). 

(")  P.  DuHEM,  Sur  la  pression  électrique  et  les  phénomènes  électrocapillaires 
{Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  3°  série,  t.  V,  p.  97;  1888.  —  T.  VI, 
p.  i83;  1889). 
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fois  considérées  par  M.  H.  von  Helmholtz  ;  «  En  effet,  dit-il  ('  ), 
tous  les  phénomènes  qui  se  passent  dans  les  conducteurs  de  la 
première  classe  (c'est-à-dire  dans  ceux  oii  le  courant  a  lieu  sans 
éleclrolyse)  peuvent  évidemment  se  déduire  de  l'hypothèse  que 
les  différentes  substances  chimiques  exercent  des  attractions  diffé- 
rentes sur  les  deux  électricités,  et  que  ces  attractions  n'agissent 
qu'à  des  distances  inappréciables,  tandis  que  les  deux  électricités 
agissent  aussi  l'une  sur  l'autre  à  de  plus  grandes  distances.  » 

Soient  r  et  S  l'énergie  interne  et  l'entropie  qu'aurait  le  sys- 
tème si,  le  ramenant  à  l'état  neutre,  on  conservait  la  disposition, 
la  densité,  la  température  et  l'état  physique  ou  chimique  de  ses 
diverses  parties.  Nous  aurons  évidemment 

E(V— T2)=—  -{niiiîi-h  //i2l>2  +  ...-+-/n«a„) 
-I-  -  (m,  Pi -i-  m,P,+...H-m„P„). 

D'autre  part,  soit  W  le  potentiel  électrostatique  du  système; 
nous  aurons 

Moyennant  ces  notations,  l'égalité  (i4)  deviendra 
(i5)  i  =  E(r  — TS)H-\v+e,^,+  e2^2  +  -.-  +  Q«7«.    ■ 

C'est  la  forme  du  potentiel  thermodynamique  interne  d'un  sys- 
tème électrisé  à  laquelle  nous  étions  parvenus  dès  1886  (^). 

Les  formules  (9)  et  (10)  du  Chapitre  précédent  nous  donnent 
immédiatement  l'énergie  interne  et  l'entropie  d'un  système  élec- 
trisé. Si  nous  posons 

AU 

(•7)  K^e-T^, 


(')  II.   Hklmholtz,  Ueber  die  Erhaltung   der  Kraft,  p.  4?  (Berlin,  1847- 
Helmholtz,  Wissenschaftliche  Abhandlutïgen,  t.  I,  p.  48). 
(')  P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  p.  209. 
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nous  aurons 

(i8)  ES  =ES-i-IIi^,-f-Il2  5'2H--..+  H„^„, 

(19)  EU=  Er  +  W-4- K,^i-i-K2^2 +  ...-(- K„^„. 

ISous  aurons  souvent,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  faire  usage  de 
ces  formules  (i5),  (18),  (19). 

§  4.  —  De  la  continuité  de  la  quantité  e. 

En  nousappujant  sur  les  principes  que  nous  venons  d'exposer, 
nous  arriverons,  au  prochain  (chapitre,  à  cette  conséquence  : 

La  quantité 

(i3)  e,  =  Gi+ 4/12(^12)  m2-+-4'i3(n3)»î3-)-.  ■.  +  ^\n{rxn)inn 

varie  d\ine  manière  continue  avec  les  coordonnées  x^^  j^,,  z^ 
d'un  point  de  Vêlement  v^^  même  lorsque  ce  point  franchit 
la  surface  de  discontinuité  qui  sépare  deux  corps  de  nature 
différente. 

Voyons,  dès  maintenant,  ce  que  l'exactitude  d'une  semblable 
])roposition  fait  supposer  des  quantités  G  et  <^^^. 

JNous  avons  vu  (§  1)  que,  si  A'  est  la  densité  de  l'élément 
dx'dy'dz'^  l'intégrale 


/// 


A'  (^  (  /')  dx'  dy  dz' , 

dans  laquelle  /•  désigne  la  distance  d'un  point  de  l'élément 
dx' dy' dz'  k  un  point  de  l'élément  (',,  et  qui  est  étendue  à  un  vo- 
lume infiniment  petit  comprenant  l'élément  Vi,  doit  être  infini- 
ment petite  quelle  que  soit  la  forme  de  ce  volume. 

En  s'appuyant  sur  ce  lemme,  on  montrera  facilement  que  la 
proposition  précédente  est  en  effet  exacte  si  l'on  admet  les  deux 
hypothèses  que  voici  : 

1**  La  quantité  G,  est  une  constante  absolue  qui  ne  dépend 
d'' aucune  des  propriétés  particulières  de  l'élément  Vi. 

1"  La  quantité  (|>,2,  tout  en  dépendant  de  l'état  physique  et 
chimique  de  la  température  de  la  masse  m2,  ne  dépend  d'au- 
cune des  propriétés  de  Vêlement  Vt  qui  porte  la  masse  q^ . 
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Nous  admettrons  ces  hypothèses,  dont  la  seconde  est  conforme 
à  la  manière  de  voir  d'Hehnholtz  exposée  à  la  fin  du  paragraphe 
précédent. 

Nous  admettrons  aussi,  dans  ce  qui  va  suivre  : 

i"  Que  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  la  quan- 
tité 6  varient  d'une  manière  continue  dans  tout  l'espace; 

2°  Que  les  dérivées  du  second  ordre  de  la  quantité  6  n'éprou- 
vent de  discontinuité  quaux  points  où  la  matière  est  discon- 
tinue. 

Il  est  aisé  de  montrer  que  l'on  peut  faire  sur  la  fonction  (]/(2  des 
hypothèses  qui  entraînent  les  deux  résultats  que  nous  venons 
d'énoncer  (  '  )  ;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 


(')  P.  DuHEM,  Sur  la  pression  électrique  et  les  phénomènes  électrocapillaires. 
i"  Partie  :  De  la  pression  électrique,  Chap.  I,  §  II  {Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  3"  série,  t.  V,  p.  io3;  1888). 


LIVRE  V. 

L'ÉQUILIBRE  ÉLECTRIQUE  ET  LES  COURANTS  PERMANENTS 
SUR  LES  CONDUCTEURS  MÉTALLIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

LOIS  FONDAMENTALES  DE  L'ÉQUILIBRE  ÉLECTRIQUE 
SUR  LES  CONDUCTEURS  MÉTALLIQUES. 


§  1.  —  Condition  de  l'équilibre  électrique. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  d'un  système  électrisé 
est  donné  par  l'égalité  (i 5)  du  Chapitre  précédent 

(0  ,f  =  E(r  — TS)  +  w  +  0ig',+  e25r2-f-...  +  e„^„. 

Supposons  que  l'on  se  donne  la  disposition  des  diverses  parties 
du  système,  leur  état  physique  et  chimique,  et  proposons-nous  de 
savoir  suivant  quelle  loi  se  distribuera  sur  un  semblable  système 
une  charge  électrique  donnée. 

Imaginons  pour  cela  que  l'on  fasse  varier  la  distribution  élec- 
trique sans  déplacer  les  diverses  parties  du  système  ;  une  sem- 
blable modification  n'engendrant  aucun  travail  externe,  on  voit 
que  l'on  obtiendra  la  condition  d'équilibre  électrique  en  écrivant 
que,  pour  toute  modification  de  ce  genre, 

c'est-à-dire 

(■j.)  E8(r  — T2)-+-8W -1-0(01 5-1-1-02  5f2  +  ...+  e„gr„):=  o. 

Supposons  que  le  système  soit  formé  de  conducteurs  sur  les- 
quels on  peut  modifier  la  distribution  électrique  sans  modifier 
l'état  physique  et  chimique  d'aucun  d'entre  eux,  ce  que  nous 
exprimerons  brièvement  en  disant  qu'il  est  formé  de  conducteurs 
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métalliques.  Alors,  dans  tout  changement  de  distribution  élec- 
trique, nous  pourrons  supposer  invariable  l'état  physique  et  chi- 
mique des  diverses  parties  du  système,  ce  qui  nous  donnera 

8(r  — TS)  =  o, 

801   =  O,  §02  =  0,  ...,  O0„  =  0, 

et  réduira  l'égalité  (2)3 

(3)  8W-+- ©1  og-i-i- 02  8g'2-^-- .-HÔraSçr,,  =  o. 

Imaginons  en  premier  lieu  la  modification  suivante  : 
La  charge  ùq  passe  de  l'élément  C)  en  un  point  de  l'élément  t'2. 
Nous  aurons 

(4)  8^1=  — ogr,  oq^  =  ^q\  8^3  =  0,  ...,  85-,^  =  o. 

Calculons  8W. 

La  valeur  initiale  de  W  est 


L         \''12  ''13  n/i/ 


?.(?+••-?" 


La  valeur  finale  est 

L  \         ^^12 


''13  ''!« 


.^■23  "2rt 


+  . 


,     Qn- 


1n-\qn'\ 


Nous  avons  donc 


8W  =  -s^^+sS^^^  +  il+...4--il 

''12  \''21  ''23  ''in 

Soient  V|,  Vo  les  niveaux  potentiels  respectifs   des   éléments 
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,  P2-  Nous  aurons 

'"12          fl»                      fin 

'•21            ''23                            ^2/1 
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ce  qui   donnera,    en  négligeant  les  infiniment  petits   du   second 
ordre, 

(5)  8W  =  £(V,-V,)S^. 

En  vertu  des  égalités  (4)  et  (5),  l'égalité  (3)  devient 

La  modification  particulière  que  nous  venons  de  considérer  en- 
traîne donc  la  conséquence  suivante  : 

Pour  que  V électricité  soit  en  équilibre  sur  un  conducteur 
métallique  dont  tous  les  points  sont  à  la  même  température, 
il  faut  que  la  quantité  (eV-f-B)  ail  la  même  valeur  en  tous 
les  points  du  conducteur. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que  cette  condition  est  suf- 
fisante, c'est-à-dire  que,  si  elle  est  remplie,  l'égalité  (3)  a  lieu 
pour  une  variation  quelconque  de  distribution  électrique. 

Pour  le  prouver,  remarquons  en  premier  lieu  que,  dans  une 
modification  quelconque  de  la  distribution  électrique,  on  a 

(6)  8W  =  £(Vi  ^^  -H  V2  05-2  +  • . .+  V„  8^„), 

égalité  qui  se  démontre  comme  on  a  démontré  l'égalité  (5).  L'éga- 
lilé  (3)  devient  alors 

(s  V,  +  e,  )  8^1 -t- (s  V2-i- 62)  8^2 -^ . . .  +  (e  V„  4- e„)  Sgr,,  :^  o. 

Supposons  que  les  éléments  c,,  ...,  vi,  forment  un  premier 
conducteur  C,  en  tout  point  duquel  (e  V-j-  0)  a  une  même  va- 
leur A  \  que  les  éléments  i'A+i,  •  • .,  ^-t  forment  un  second  conduc- 
teur C,  isolé  du  premier,  en  tout  point  duquel  (s  V  +  0)  a  une 
même  valeur  A',  etc. 

L'égalité  précédente  deviendra 

A(85ri-f-.  . .  -{-  Zqk)  -+-  A'(8^A-(-i-f-. .  .-H  og-/)  -H. . .  —  o. 
D.  -  I.  24 
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Or,  d'après  la  loi  de   la  conservation  de  l'électricité  (Liv.  I, 
Chap.  1),  on  a 

8g'i  +  -  •  •-+-  ^qk  =  0, 


l'égalité  précédente  est  donc  démontrée. 
Ainsi  l'égalité 

(7)  £  V  -t-  6  =  consl. 

constitue  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l'équilibre  élec- 
trique sur  un  conducteur  métallique  dont  tous  les  points  sont  à  la 
même  température. 

Peut-on  trouver  une  distribution  électrique  ayant  aux  divers 
points  des  conducteurs  une  densité  solide  finie,  sauf  sur  certaines 
surfaces  en  tout  point  desquelles  elle  aurait  une  densité  super- 
ficielle finie,  et  satisfaisant  à  cette  condition?  Cela  serait  impos- 
sible si  la  fonction  8  n'était  pas  une  fonction  continue  dans  toute 
l'étendue  d'un  même  conducteur;  si,  de  plus,  elle  n'était  pas 
régulière  dans  tout  l'espace  occupé  par  ce  conducteur,  sauf  peut- 
être  sur  certaines  surfaces.  On  est  ainsi  condpit  à  faire  sur  la 
quantité  0  la  première  des  hypothèses  indiquées  au  §  4  du  Cha- 
pitre précédent. 

Si  l'on  admet,  sur  la  quantité  0,  les  hypothèses  indiquées  au 
paragraphe  en  question,  on  verra  sans  peine  que  l'égalité  (7) 
entraîne  les  conséquences  suivantes  : 

1°  A  l'intérieur  d'un  conducteur  sur  lequel  l'équilibre 
électrique  est  établi,  il  n'existe  pas  de  surface  électrisée  ; 

2°  En  tout  point  à  l'intérieur  d'un  tel  conducteur,  V élec- 
tricité a  une  densité  solide  finie  et  donnée  par  V égalité 

(8)  ■  p=7^Ae. 

Cette  densité  dépend  uniquement  de  la  constitution  du  con- 
ducteur au  voisinage  du  point  considéré  ;  elle  ne  varie  d'une 
manière  discontinue  que  si  ce  point  traverse  une  surface  de 
discontinuité  de  la  substance  conductrice. 
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Considérons  une  région  d'un  conducteur  remplie  par  une  sub- 
stance homogène.  0  aura  alors  la  même  valeur  en  tout  point  dont 
la  distance  aux  limites  de  cette  région  sera  supérieure  au  rajon 
d'activité  moléculaire.  Les  égalités  (y)  et  (8)  deviendront  alors 

V  =  const.,         p  =  o. 

C'est  donc  seulement  dans  une  région  Jormée  par  une  sub- 
stance homogène  que  la  fonction  potentielle  a  une  valeur 
constante  et  la  densité  électrique  une  valeur  nulle.  Nous  re- 
trouvons ainsi  les  lois  fondamentales  de  la  théorie  de  Poisson, 
mais  nous  les  retrouvons  entourées  de  restrictions  que  la  théorie 
de  Poisson  n'aurait  pu  nous  faire  prévoir. 

§  2.  —  Stabilité  de  l'éq[uilibre  électrique. 

L'équilibre  électrique  est-il  toujours  stable?  En  d'autres  termes, 
une  distribution  électrique  qui  satisfait  à  la  condition  {'j)  corres- 
pond-elle a  un  minimum  de  potentiel  thermodynamique  interne? 
Pour  résoudre  cette  question,  cherchons  le  signe  de  8-J. 

Nous  avons 

Comme  <y,,  q-^,  ...,  q,i  sont  les  variables  indépendantes,  nous 
aurons 

Cherchons  donc  l'expression  de  o^W. 
L'égalité  (6)  nous  donne 

32W  =  £(oV,  oqi-h  0V2  05'2+-.--+  oYnOqn)' 

D'ailleurs,  nous  avons 

oVj  ^ 1 -(-...  H- > 

fil  r^s  fin 


0  V  ,j  =   - — -    -1 1-  .  .  .  H ; ' 

fnl  rni  l'n—in 


(9)        {  ■  '^^..3 
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Nous  trouvons  donc  aisément  l'égalité 

l  L         Vn2         f'is  ri,J 

'2,1  / 

>'ll-}ll      .1 

Imaginons  que  l'on  place,  en  l'élément  r,,  une  charge  5^,  ;  en 
l'élément  Ç21  wne  charge  0^25  •  •  -,  en  l'élément  (^«,  une  charge  oq,i  ; 
cette  distribution  électrique  admettra  un  potentiel  électrosta- 
tique ^,  et  l'on  verra  sans  peine  que  l'égalité  (9)  peut  s'écrire 

Or  nous  avons  vu  [Liv.  I,  Ghap.  IX]  que  le  potentiel  élec- 
trostatique de  tout  système  électrisé  était  positif  ;  la  quantité 
o^W  est  donc  positive;  il  en  est  de  même  de  t'^§^  et,  toute  dis- 
tribution d'équilibre  rendant  nécessairement  minimum  le  potentiel 
thermodynamique  interne,  l' équilibre  électrique  sur  un  système 
de  conducteurs  métalliques  dont  tous  les  points  sont  à  la  même 
température  est  assurément  un  équilibre  stable. 
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CHAPITRE  II. 

L'ÉQUILIBRE  ÉLECTRIQUE  SUR  LES  CONDUCTEURS  HOMOGÈNES. 
LOIS  DE  LA  DÉCHARGE  ÉLECTRIQUE. 


§  1.  —  L'équilibre  électrique  sur  les  conducteurs  homogènes. 

Nous  n'entendrons  pas  ici  par  conducteur  homogène  un  conduc- 
teur ajant  la  même  constitution  physique  et  chimique  et  la  même 
densité  en  tous  ses  points.  Nous  admettrons  que  les  corps  qui 
nous  semblent  homogènes  ont  sensiblement  la  même  densité  en 
tous  les  points  dont  la  distance  aux  surfaces  terminales  est  supé- 
rieure à  une  quantité  [x  qui  est  de  l'ordre  du  rayon  d'activité  molé- 
culaire; mais  si  un  point  M  se  trouve  à  l'intérieur  d'un  pareil 
corps  A  à  une  distance  /,  inférieure  à  [jl,  de  la  surface  qui  sépare 
le  corps  A  d'un  autre  corps  B,  homogène  en  apparence,  nous  ad- 
mettrons que  la  densité  au  point  M  dépend  : 

i"  De  la  nature  du  corps  A,  de  sa  température,  de  la  densité 
(|u'il  présente  loin  des  surfaces  terminales; 

2"  De  la  nature  du  corps  B,  de  sa  température,  de  la  densité 
(|u'il  présente  loin  des  surfaces  terminales; 

?)"  De  la  distance  /  du  point  M  à  la  surface  qui  sépare  les  deux 
corps  A  et  B. 

Ces  hypothèses  sont  celles  que  Poisson  a  introduites  en  i83o 
dans  la  théorie  de  l'action  capillaire. 

Nous  allons  nous  proposer  de  chercher  les  lois  de  l'équilibre 
électrique  sur  un  système  de  conducteurs  métalliques  constitués 
comme  nous  venons  de  l'indiquer.  Dans  le  présent  Chapitre,  nous 
nous  limiterons  au  cas  où  tous  les  conducteurs  sont  formés  du 
même  métal  i  et  confinent  au  même  isolant  o. 

Soit  un  point  M,  situé  à  une  distance  /,  inférieure  à()v  -f-  jx),  de 
la  surface  qui  limite  un  semblable  conducteur.  Il  est  bien  aisé  de 
voir,  en  se  reportant  à  la  définition  de  la  quantité  0,  que  0  aura 
en  ce  point  une  valeur  6  (/),  variable  avec  /.  La  forme  de  la  fonc- 
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lion  S(l)  dépend  de  la  nature  du  conducteur  i  et  de  Tisolant  o, 
de  leurs  densités,  de  leur  température. 

D'après  l'égalité  (8)  du  Chapitre  précédent,  nous  aurons  en  ce 
point  une  densité  électrique  solide  donnée  par  la  formule 

(,)  p=:^A0(O. 

D'après  cette  égalité,  p  est  une  fonction  de  /  qui  s'annule  lorsque  / 
devient  supérieur  à  ()^+  [x)  et  qui  dépend  de  la  nature  du  con- 
ducteur (i)  et  de  l'isolant  (o)  sans  dépendre  des  actions  élec- 
triques auxquelles  ils  sont  soumis.  Nous  arrivons  donc  aux  propo- 
sitions suivantes  : 

Lorsque  Véquilibre  électrique  est  établi  sur  un  conducteur 
homogène,  il  n^ existe  pas  d'électricité  aux  points  intérieurs  à 
ce  conducteur  dont  la  distance  aux  surfaces  terminales  sur- 
passe {\  -\-  [x). 

Les  points  dont  la  distance  aux  surfaces  terminales  est  infé- 
rieure à  ().-f-[JL)  sont  électrisés.  La  densité  électric^ue  est  la 
même  en  tous  les  points  dUine  surface  parallèle  à  la  surface 
terminale. 

La  loi  suivant  laquelle  varie  Vélectrisation,  lorsque  Von 
passe  d'une  surface  parallèle  à  la  surface  terminale  à  une 
autre  semblable  surface,  dépend  seulement  de  la  nature  et  de 
l'état  du  conducteur  et  de  l'isolant  loin  des  surfaces  termi- 
nales ;  mais  non  de  leur  forme  ni  des  actions  électriques  parti- 
culières auxquelles  le  conducteur  est  soumis. 

Prenons  un  point  M  sur  la  surface  qui  sépare  le  conducteur  de 
l'isolant;  en  ce  point,  la  normale  à  la  surface  vers  l'intérieur  du 
conducteur  a  la  direction  N,  et  la  normale  vers  l'extérieur  la  direc- 
tion Ne.  Si  V  est  la  fonction  potentielle,  la  densité  superficielle 
au  point  M  a  pour  valeur 

\    (  d\         àN\  _     y      de(o)  I     dN 


Si  nous  posons 
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la  densité  au  point  M  aura  pour  valeur 

(4)  (T  =  2  +  A. 

La  densité  électrique  superficielle  en  un  point  de  la  surface 
d'un  conducteur  homogène  en  équilibre  est  la  somme  : 

i"  D'une  densité  S,  donnée  par  V égalité  (2),  qui  dépend 
seulement  de  la  nature  que  le  conducteur  et  l'isolant  présentent 
loin  des  surfaces  terminales,  mais  non  de  leur  forme  et  des 
actions  électriques  particulières  auxquelles  le  conducteur  est 
soumis  ; 

1°  D'une  densité  A,  donnée  par  l'égalité  (3),  qui  dépend 
des  actions  électriques  qui  s'exercent  dans  le  système  et  de  la 
forme  des  conducteurs  qui  le  composent. 

Nous  donnerons  à  l'ensemble  de  la  couche  de  densité  2  répandue 
d'une  manière  uniforme  à  la  surface  du  conducteur  et  des  couches 
électrisées  qui  se  succèdent  dans  l'intérieur  de  ce  conducteur  jus- 
qu'à une  distance  ().  +  {x)  de  la  surface  le  nom  à^ électricité  natu- 
relle du  conducteur.  La  couche  électrique  de  densité  A  sera  Vé- 
lectricilé  communiquée. 

Étudions  les  propriétés  de  l'électricité  naturelle  du  conduc- 
teur. 

Prenons,  sur  la  surface  S,  un  élément  <iS  {fig-  70).  Par  tous 


les  points  M,  M 4,  ...  du  contour  de  cet  élément,  menons  des 
normales  à  la  surface  S.  Prolongeons-les,  vers  l'intérieur  du  con- 
tour, d'une  même  longueur  MM',  M,  Mj,  . . .  infiniment  peu  supé- 
rieure à  ()v-|-  pi)  et,  vers  l'extérieur  du  conducteur,  d'une  même 
longueur  infiniment  petite  MN,  M,N,,  —  Par  les  points  M',  M',,  ... 
d'une  part  et  les  points  N,  N, ,  ...  d'autre  part,  menons  deux  sur- 
faces parallèles   à    la   surface    S.    Cherchons   la  quantité    totale 
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d'électricité  contenue  dans  la   petite  surface  fermée  N Ni  M' M',. 
Si  l'on  observe  : 

1°  Que  les  faces  latérales  de  ce  petit  cylindre  sont  normales  aux 
surfaces  d'égal  niveau  potentiel; 

2°  Que  la  surface  M'M'j  est  située  dans  une  région  oii  la  fonc- 
tion potentielle  a  la  valeur  constante ©(Xh-  p.);  on  trouvera 

sans  peine,  d'après  les  lemmes  de  Gauss,  que  la  quantité  totale 
d'électricité  contenue  dans  la  surface  fermée  dont  il  s'agita  pour 
valeur 

De  là,  on  conclut  aisément  la  proposition  suivante  : 

Si,  par  un  cylindre  normal  à  la  sur/ace  du  conducteur,  on 
découpe  une  portion  de  la  région  naturellement  électrisée  du 
conducteur,  V électricité  naturellement  répandue  dans  cette 
région  renferme  toujours  autant  de  fluide  positif  que  de  fluide 
négatif. 

Nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que  V électricité  naturelle 
du  conducteur  forme  une  couche  double  ('). 

Soit  U  la  fonction  potentielle  de  cette  couche  double  prise  iso- 
lément. La  fonction  U  vérifie,  comme  on  le  voit  aisément,  les 
propriétés  suivantes  : 

1°  Elle  est  continue  dans  tout  l'espace; 

2"  Elle  est  régulière  dans  tout  l'espace,  sauf  sur  la  surface  qui 
limite  le  conducteur; 

3"  Elle  est  égale  à  zéro  à  l'infini; 

4°  Elle  est  harmonique  dans  tout  l'espace  extérieur  au  conduc- 
teur ; 


(')  Le  nom  de  double  couche  ou  couche  limite  {Doppelschicht,  Grenzschicht) 
a  été  donnéjpar  M.  H.  von  Helmholtz  à  l'ensemble  de  deux  couches  de  même  densité 
superficielle,  mais  de  signes  contraires,  distribuées  sur  deux  surfaces  parallèles 
infiniment  voisines  [H.  Helmholtz,  Ueber  einige  Gesetze  der  Vertheilung  elek- 
trischer  Strome  in  kôrperlichen  Leitern  mit  Amvendung  auf  die  thierisch- 
elektrischen  Versuche  {Pogg.  Ann.  Bd  LXXXIX,  p.  226;  i853).  —  Helmholtz, 
Wissenschaftliche  Abhandlungen,  t.  I,  p.  489.  — Studien  iiber  elektrische 
Grenzschichten  (Wiedemann's  Annalen,  Bd  VII,  p.  887;  1879).  —  Helmholtz, 
Wiss.  Abhàndl.,  t.  I,  p.  855].  Ce  nom  est  pris  ici  dans  un  sens  peu  différent. 
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5"  En   tout  point  intérieur  au  conducteur,  on  a,  d'après  l'éga- 

lité(.), 

AU  =^-  ^  Ae; 

6°  En  tout  point  de  la  surface  (|ui  limite  le  conducteur,  on  a, 
d'après  l'égalité  (a), 

^  _  AI  _  _  i  ^Q(") 

On  démontre  sans  peine  que  ces  conditions  définissent  une  seule 
fonction  U  et  que  c'est  la  fonction 

(5)  u=-i[e-e(o)] 

à  l'intérieur  du  conducteur  et 

(6)  U-o 

à  l'extérieur  du  conducteur. 

Si  l'on  désigne  par  P  la  fonction  potentielle  de  la  seule  électri- 
cité communiquée,  on  aura 

La  condition  de  l'équilibre  électrique  sur  le  conducteur,  donnée 
par  la  condition 

(7)  £V-^e  =  C, 
deviendra,  en  vertu  de  l'égalité  (5), 

(8)  £P  =  c-e(o), 

tandis  qu'à  l'extérieur  du  conducteur  on  aura,  en  vertu  de  l'éga- 
lité (6), 

(9)  •  V  =  P. 

Ainsi  la  couche  électrique  communiquée  à  la  sur/ace  d'un 
conducteur  serait  en  équilibre,  dans  la  théorie  de  Poisson, 
su/'  ce  conducteur.  Elle  porte  l'intérieur  de  ce  conducteur  au 
niveau  potentiel  constant 

c  — e(o) 

s 

Les  actions  extérieures  de  ce   conducteur  se  réduisent  aux 
actions  de  l^ électricité  communiquée. 
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Ces  propositions  ont  une  importance  capitale  puisqu'elles  nous 
prouvent  : 

i"  Que  les  actions  qu'exerce  dans  l'espace  isolant  un  système 
de  conducteurs  homogènes,  tous  du  même  métal,  se  réduisent  aux 
actions  de  l'électricité  communiquée  à  leur  surface); 

2"  Que  la  distribution  de  cette  électricité  est  donnée  par  la 
théorie  de  Poisson. 

Par  là,  toutes  les  méthodes  analytiques,  exposées  aux  Livres  II 
et  III,  qui  résolvent  le  problème  de  la  distribution  électrique  dans 
la  théorie  de  Poisson,  reprennent  l'importance  physique  que  la 
ruine  de  la  théorie  de  Poisson  semblait  devoir  leur  faire  perdre. 

§  2.  —  Théorie  de  la  décharge  électrique.  —  Théorème  de  Clausius. 

Considérons  un  système  de  conducteurs  métalliques,  tous  formés 
du  même  métal,  tous  rigides.  Supposons  que  l'on  prenne  ce  sys- 
tème dans  un  état  d'équilibre,  puis  qu'on  fasse  subir  aux  conduc- 
teurs qui  le  composent  certains  déplacements,  aux  charges  élec- 
triques qu'il  porte  certaines  modifications  de  distribution,  de 
manière  à  faire  passer  le  système  à  un  autre  état  d'équilibre. 
Cherchons  la  variation  que  subit,  dans  une  semblable  transforma- 
tion, le  potentiel  thermodynamique  interne. 

Cette  variation  est  donnée  par  la  formule  générale 

([o)        83'^  =  Eo(r— T2)  +  oW  +  o(0l5'l-^e25'2  +  •••^-©«^«)• 
Évaluons  successivement  les  divers  termes  qui  figurent  au  second 
membre  de  cette  égalité. 

Si  le  système  avait  été  au  préalable  ramené  à  l'état  neutre  et 
maintenu  dans  cet  état  pendant  toute  la  durée  de  la  modification, 
celle-ci  eût  constitué  pour  le  système  un  déplacement  sans  chan- 
gement d'état.  Si  donc  on  désigne  par  SS,-  le  travail  qu'effectue- 
raient, durant  le  déplacement  imposé  au  système,  les  actions  qui 
s'exerceraient  entre  les  diverses  parties  du  système  ramenées  à 
l'état  neutre,  nous  aurons 

(ri)  E8(r  —  T2)=— 8S^ 

La  quantité 

pourra,  d'après  les  égalités  (i),  (2),  (4),  s'écrire  de  la  manière 
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suivante  : 

(,„        .L-g9A9*.--LSe(o)''-^>rfSH-Se(o)i</s. 

h;  premier  signe  ^  s'élendant  à  lous  les  éléments  de  volume  des 

conducteurs  qui  composent  le  système,  et  les  deux  autres  à  tous 
les  éléments  des  surfaces  qui  limitent  ce  système. 

La  quantité  0  aura,  pour  chacun  des  points  du  système,  la  même 
valeur  au  commencement  de  la  modification  et  à  la  fin  ;  les  deux 
premiers  termes  de  l'expression  précédente  auront  donc  aussi  la 
même  valeur  au  commencement  de  la  modification  et  à  la  fin. 

Comme  tous  les  conducteurs  sont  formés  du  même  métal  plongé 
dans  le  même  isolant,  0(o)  a  la  même  valeur  pour  tous  les  élé- 
ments c/S.  Le  dernier  terme  de  l'expression  (12)  peut  donc  s'é- 
crire 


.(o)S 


\dS. 


Or  V  AdS  représente  la  quantité  totale  d'électricité  communi- 
quée au  système;  comme  l'électrisation  naturelle  est  composée 
uniquement  de  couches  doubles,  la  quantité  totale  d'électricité 
naturelle  répandue  sur  le  système  est  égale  ào;  on  peut  donc  dire 

que  W  Ao^S  représente  la  quantité  totale  d'électricité,  tant  natu- 
relle que  communiquée,  répandue  sur  le  système;  cette  quantité 
étant  essentiellement  invariable,  le  troisième  terme  de  l'expres- 
sion (12)  a  la  même  valeur  au  commencement  de  la  modification 
et  à  la  fin.  On  a  donc 

Calculons  enfin  la  variation  du  potentiel  électrostatique  du  sys- 
tème. 

Nous  aurons  évidemment 

(.4)       W=i§Uprf.-i-J§USrfS-s§UArfS-î§PArfS, 

le  premier  signe  C  s'étendant  à  tous  les  éléments  de  volume  du 

système  et  les  trois  autres  à  lous  les  éléments  des  surfaces  qui 
limitent  les  conducteurs. 
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Les  égalités  (i),  (2),  (5),  (6)  donnent 


S 


V  U  A  ^S  =  o. 

Les  trois  premiers  termes  de  l'expression  de  W  donnée  par  l'é- 
galité (i4)  ont  donc  la  même  valeur  au  commencement  et  à  la  fin 
de  la  modification  et  l'on  a 


(,5)  °^^=|°S 


PA^S. 


Les  égalités  (10),  (11),   (i3)   et  (i5)   donnent  celle  égalité  très 
simple 


(16)  8#  =  — SS,--!-  -  oQ 


P  \dS. 


Lorsqu'on  change  la  disposition  d\in  certain  nombre  de 
conducteurs  métalliques  homogènes  tous  formés  du  même  mé- 
tal et  la  distribution  électrique  sur  ces  conducteurs,  la  varia- 
tion subie  par  le  potentiel  thermodynamique  interne  du  système 
pendant  que  ce  système  passe  d'un  état  d'équilibre  à  un  autre, 
augmentée  du  tra^^aildes  forces  intérieures  qui  agiraient  dans 
le  système  à  l'état  neutre,  donne  Ic^  variation  subie  par  le  po- 
tentiel électrostatique  de  la  seule  électricité  communiquée. 

Supposons  les  conducteurs  tous  immobiles;  la  modification 
qui  change  la  distribution  sur  ces  conducteurs  sera  alors  une  dé- 
cliarge.  L'égalité  (16)  deviendra 

(17)  8|=-8QPA^S, 

et  pourra  s'énoncer  ainsi  : 

Lorsqu'une  décharge  électrique  se  produit  entre  des  con- 
ducteurs immobiles  tous  formés  du  même  métal,  elle  engendre 
un  travail  non  compensé  égal  à  la  diminution  du  potentiel 
électrostatique  de  la  seule  distribution  communiquée  au  sys- 
tème. 
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Ij'entropie  S  cl  l'énergie  interne  U  du  système  sont  liées  au  po- 
tentiel thermod)'namique  interne  parles  relations  [Liv.  lV,Chap.  I, 
égalités  (9)  et  (10)] 

On  déduit  alors  de  l'égalité  (17) 

(18)  oS  —  o, 

EaU-=  -  oC  PArfS. 

Si  l'on  désigne  par  ofQ  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  le  sys- 
U'nie  immobile,  la  dernière  égalité  devient 

(19)  ErfQ=- îoC  PAc^S. 

Les  égalités  (18)  et  (19)  équivalent  aux  propositions  suivantes  : 

Lorsqu'une  décharge  électrique  se  produit  entre  des  conduc- 
teurs immobiles  tous  formés  du  même  métal,  elle  n'engendre 
aucun  travail  compensé. 

Elle  engendre  une  quantité  de  chaleur  qui  équivaut  à  la 
diminution  subie  par  le  potentiel  électrostatique  de  la  seule 
électricité  communiquée  au  système. 

Cette  dernière  proposition,  préparée  par  les  idées  de  M.  H.  von 
Helmholtz  ('),  a  été  obtenue  sous  sa  forme  générale  par  Clau- 
sius  (-)  en  1802. 

§  3.  —  Thermomètre  de  Snow  Harris. 

Le  théorème  de  Clausius,  très  important  par  sa  généralité,  ac- 
quiert une  importance  plus  grande    encore    en  ce   qu'il  fournit 


(')  H.  VON  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft  (Berlin,  1847.  — 
Helmholtz,  Wissenscha/tliche  Abhandlungen,  t.  I,  p.  40- 

(')  R.  Clausius,  Ueber  das  mechanische  Œquivalent  einer  elektrischen  Ent- 
ladung  und  die  dabei  statt/indende  Erwàrniung  des  Leitungsdrahtes  [Pog- 
gendorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd  LXXWI,  p.  33-;  ;  i852.  — 
Théorie  mécanique  delà  chaleur.  Traduction  F'olie  (i"  édition),  p.  4i]- 
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une  belle  vérification  expérimenlalc   des  lois  de  la  disLribulion 
éleclrique. 

L'explication  des    expériences   dont   résulte    cette  vérification 
repose  sur  quelques  remarques. 

Première   remarque.    —   Deux    conducteurs    fixes   A    et   A' 
kfiS'  7O  ^^^^  chargés  d'une  distribution  communiquée.  Si  cette 

Fig.  71. 


distribution  existait  seule,  elle  porterait  le  premier  au  niveau 
potentiel  V,  le  second  au  niveau  potentiel  V.  Le  premier  conduc- 
teur renferme  une  charge  totale  M  et  le  second  une  charge  to- 
tale M'.  Un  troisième  conducteur  E,  de  petites  dimensions  [Vex- 
citateur),  est  à  l'état  neutre  et  infiniment  éloigné.  Le  potentiel 
électrostatique  de  l'électricité  communiquée  au  système  a  pour 
valeur  initiale 

Wo=  -(MV+  M'V). 
2 

On  approche  l'excitateur  de  manière  qu'il  touche  les  deux  con- 
ducteurs. La  distribution  électrique  est  modifiée  sur  chacun  d'eux  : 
le  conducteur  A  prend  une  charge  DIL  ;  le  conducteur  A',  une 
charge  OÏL';  l'excitateur  E,  une  charge  m.  On  éloigne  infiniment 
l'excitateur;  les  niveaux  potentiels  des  trois  conducteurs  devien- 
nent 'C?,  tp',  p.  La  valeur  finale  du  potentiel  électrostatique  de 
l'électricité  communiquée  est 

Wi  =  -  (ont?  -f-  dWÇ'-^  mv). 

2  ' 

Nous  avons  supposé  l'excitateur  de  petite  dimension.  Par  consé- 
quent, la  masse  m  est  très  petite.  L'égalité 

M  +  M'=01L  +  01L'-+-m, 
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qui  exprime  que  la  charge  communiquée  est  demeurée  invariable 
pendant  toute  la  durée  du  phénomène,  se  réduit  sensiblement  à 

Les  niveaux  potentiels  des  deux  conducteurs  A  et  A',  après  que 
l'excitateur  a  été  éloigné,  sont  sensiblement  les  mêmes  qu'au 
moment  où  l'excitateur  les  touchait  tous  deux.  Or,  à  ce  moment, 
ils  étaient  égaux  entre  eux.  On  a  donc  sensiblement 

et 

Wi=  -(MH-M')tp. 

Si  le  système  était  ramené  à  l'état  neutre,  les  forces  intérieures 
à  ce  système  n'efifectueraient,  dans  le  déplacement  considéré,  au- 
cun travail.  On  aurait  donc 


/' 


8^=^  Wi— Wo=  -[MCC>  — V)-(-M'("(?-V')] 

et,  partant, 

E  Au=  ^[MCC?  — V)  +  M'(9- V')]. 

L'excitateur  n'ayant  jamais  porté  que  des  charges  faibles,  il  a 
suffi  d'un  très  petit  travail  extérieur  pour  le  mettre  en  mouve- 
ment. D'ailleurs  sa  force  vive  est  nulle  au  commencement  comme 
à  la  fin  de  la  modification.  Si  donc  Q  est  la  quantité  de  chaleur 
dégagée  dans  la  modification  en  question,  nous  aurons 

(20)  EQ=  ^[M(V-\'^)  +  M'(V'--(:;)]. 

Elle  est  la  même  que  la  quantité  de  chaleur  qui  serait  donnée  par 
le  théorème  de  Glausius,  si  l'on  supposait  que  le  système  fût 
demeuré  immobile  et  que  l'électricité  eût  passé  directement  de 
l'un  des  conducteurs  A,  A'  sur  l'autre. 

Seconde  remarque.  —  On  suppose  que  l'un  des  deux  con- 
ducteurs soit  formé  d'une  partie  massive  A  (Jig-.  72),  reliée 
par  un  fil  extrêmement  fm  F,  à  une  boule  de  petites  dimen- 
sions B.  On  met  l'une  des  extrémités  de  l'excitateur  en  contact 
avec  le  conducteur  A',  et  l'autre  avec   la  boule  B.  L'expérience 
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montre  que  la  chaleur  dégagée  par  la  décliarge  est  presque  exclu- 
sivement cédée  au  milieu  qui  avoisine  le  fil  F.  Ce  fait  se  relie 
à  la  loi  de  Joule,  que  nous  étudierons  dans  un  prochain  Chapitre. 

Fig.  7:^. 


Il  permet  de  déterminer  expérimentalement  la  quantité  de  cha- 
leur dégagée  dans  la  décharge. 

11  suffit  pour  cela  d'employer  une  sorte  de    calorimètre  à  air 

Fig.  73. 


inventé  par  Snow  Harris  en  1837  (').  Le  fil  F  {fig-  73)  est  en- 
fermé dans  une  enveloppe  de  verre  terminée  par  un  manomètre  à 


(  '  )  Snow  Harris,  On  the  relative  powers  of  varions  metallic  substances  as 
conductors  of  electricity  { Philosophical  Transactions,  t.  CLVIII,  p.  18;  1827). 
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air  libre.  Au  moment  de  la  décharge,  le  fil,  d'abord  échauffé,  se 
met  rapidement  en  équilibre  de  température  avec  l'air  contenu 
dans  l'enveloppe  de  verre.  Si  l'on  désigne  par  Tq  la  température 
initiale  du  fil  et  de  la  masse  d'air;  par  T,  leur  température  finale; 
par  m  le  poids  réduit  en  eau  du  fil  et  de  la  masse  d'air,  la  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  a  pour  valeur  ci(T,  —  Tq).  Grâce  à  la 
présence  du  manomètre,  l'appareil  forme  un  thermomètre  à  air 
sous  volume  sensiblement  constant.  Si  nous  désignons  par  (P,  —  P^) 
la  variation  de  pression,  nous  aurons 

P.-Po=aPo(T,-To), 

a  étant  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air;  nous  aurons  donc 

La  quantité  m  demeurant  constante  dans  les  diverses  expériences, 
cette  égalité  nous  fera  connaître  des  nombres  proportionnels  aux 
quantités  de  chaleur  dégagées  dans  ces  expériences. 

Riess  ('),  qui  a  perfectionné  le  manomètre  de  Snow  Harris,  en 
a  fait  usage  pour  déterminer,  dans  des  circonstances  variées,  la 
quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  décharge  électrique.  Clausius  (2) 
a  comparé  les  résultats  des  expériences  de  Riess  aux  conséquences 
de  la  théorie.  Nous  allons  indiquer  ici  quelques-unes  de  ces  expé- 
riences. 

§  4.  —  Décharge  complète  d'un  condensateur. 
Expériences  de  Riess. 

Un  condensateur  est  chargé;  l'armature  interne  a  reçu  une 
quantité  d'électricité  a;  l'armature  externe  porte  une  charge  com- 
muniquée —  b.  Le  niveau  potentiel  de  la  distribution  communi- 
quée est  V  sur  le  premier  conducteur  et  o  sur  le  second.  On  a 
d'ailleurs  (Liv.  II,  Chap.  XI,  §  2) 

b  =  ma, 

m  étant  le  premier  coefficient  de  Gaugain. 

Mettons  les  deux  armatures  en  communication  l'une  avec  l'autre  ; 


(')  Riess,  Lehre  der  Reibungs-Elektricitàt;  Berlin,  i863, 
(')  Clausius,  loc.  cit. 

D.  -  I.  25 
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il  se  produira  une  décharge  dégageant  une  quantité  de  chaleur  Q 
qui,  d'après  la  formule  (20),  est  donnée  par  l'égalité 

EQ=  i[aV  +  (a  — 6)t;;] 

=  ia[V  +  (i_m)t;;]. 

Supposons,  en  particulier,  que  l'armature  externe  enveloppe 
complètement  l'armature  interne.  Alors,  d'après  les  principes  expo- 
sés au  Livre  TI,  Chapitre  V,  nous  aurons 

a  =  6,        m  =1 
et,  par  conséquent, 

(21)  EQ==îaV. 

Imaginons  une  batterie  formée  de  n  bouteilles  identiques,  dis- 
posées d'une  manière  quelconque,  chacune  ayant  son  armature 
interne  en  communication  avec  la  source  et  son  armature  externe 
au  sol.  D'après  les  principes  posés  au  Livre  III,  Chapitre  V,  cha- 
cune  de  ces  bouteilles  exerce  une  action  électrostatique  nulle  à 
V  extérieur  ;  par  conséquent,  chacune  d'elles  s'électrisera  comme 
si  elle  existait  seule.  Si  donc  on  décharge  la  batterie,  la  quantité 
de  chaleur  dégagée  aura  pour  valeur 

D'ailleurs,  on  peut  écrire 

«  =  £GV, 

C  étant  une  constante  (capacité  de  la  bouteille)  qui  dépend  de  la 
construction  de  la  bouteille.  On  aura  donc,  en  désignant  par  A  la 
charge  totale,  égale  à  /la,  des  armatures  intérieures, 

„  I       t    A2 

(-)  Q=^G7r- 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  décharge  d'une  bat- 
terie de  jarres  identiques  entre  elles  est  proportionnelle  au 
carré  de  la  charge  totale  prise  par  les  armatures  intérieures, 
et  en  raison  inverse  du  nombre  des  jarres. 

Riess  a  vérifié  cette  loi  par  les  expériences  suivantes.  Il  a   d'ar 
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bord  pris  une  batterie  de  cinq  jarres,  à  laquelle  il  a  communiqué 
des  charges  variables;  il  a  ensuite  comparé  le  nombre  D  de  divi- 
sions dont  le  liquide  du  thermomètre  s'élevait,  à  la  suite  des  dif- 
férentes décharges,  au  nombre  D'  dont  il  devrait  s'élever  d'après 
la  formule  (22);  il  a  trouvé  les  résultats  suivants  : 

A.                                         D  (observé).      D' (calculé). 

3 1,5  1 ,6 

4 3,0  2,8 

5 4,5  4,4 

6 6,5  6,3 

7 8,8  8,6 

8 11,3  11,3 

9 i4,3  14,3 

10 16,7  17,6 

11  a  ensuite  fait  varier  le  nombre  n  des  bouteilles  en  conservant 
à  l'armature  interne  de  la  batterie  une  charge  A  constante,  et  il  a 
trouvé  les  résultats  suivants  : 

n.  D  (observé).  D' (calculé). 

2 i3,4  i5,8 

3 9,7  10,6 

4 7,3  7,9 

5 6,5  6,3 

6 5,5  5,5 

On  voit  que  l'accord  de  la  formule  (22)  avec  l'expérience  est, 
en  général,  très  satisfaisant,  et  de  nature  à  ne  laisser  aucun  doute 
sur  l'exactitude  de  la  loi  que  nous  venons  d'énoncer. 

Nou5  avons  supposé  seulement,  jusqu'ici,  que  l'armature  ex- 
terne de  la  bouteille  de  Lejde  enveloppait  complètement  l'arma- 
ture interne.  Supposons  maintenant,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait  (Liv.  ni,  Ghap.  IV,  §  4),  que  la  surface  intérieure  de  l'ar- 
mature externe  soit  une  surface  de  niveau  de  l'armature  interne. 

Dans  ce  cas,  la  charge  a  de  l'armature  interne  a  pour  valeur 
\loc.  cit.,  équation  (17)] 

V  étant  le  niveau  potentiel  auquel  serait  portée  l'armature  interne 
si  l'on  distribuait  sur  cette  armature,  prise  isolément,  une  charge 
électrique  égale  à  l'unité;    u  étant  la  valeur  qu'aurait  la  fonc- 
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tion  potentielle  de  cette  distribution  en  tout  point  de  la  face  inté- 
rieure de  l'armature  externe. 

Supposons  les  deux  armatures  très  voisines;  soit  M  un  point  de 
l'armature  interne;  soit  N^  la  normale  en  ce  point  à  l'armature 
interne  dirigée  vers  l'extérieur  de  ce  conducteur;  soit  a  la  densité 
que  prend  en  ce  point  une  charge  électrique  égale  à  l'unité  distri- 
buée sur  l'ai-malure  interne;  soit  S  la  distance  très  petite  des 
deux  armatures;  soit  dS  un  élément,  tracé  autour  du  point  M,  de 
la  surface  S  de  l'armature  interne.  Nous  aurons  les  diverses  éga- 
lités 


qui  donnent 


I 

dv 

a  — - 

"4^ 

dN, 

S' 

T^S: 

=  I, 

di^ 

u 

—  V 

àNe 

0 

I 

l 

c- 

dS 


Soit  A  V épaisseur  moyenne  de  la  couche  isolante  comprise 
entre  les  deux  armatures,  épaisseur  donnée  par  l'égalité 

Ë  -  C  - - 


L'égalité  précédente  deviendra 


1    Ë 

471  Â' 


L'égalité  (28)  deviendra  alors 


I    S 

[\-K    A 

et  l'égalité  (21), 

(24)  EQ  =  2Tr£A^'. 

Des  bouteilles  de  Ley de,  formées  comme  nous  venons  de  l'in- 
diquer, dans  lesquelles  les  deux  armatures  sont  à  une  même 
distance  moyenne  très  petite^  donnent,  quelle  que  soit  leur 
forme,  lorsquon  les  décharge,  une  quantité  d'électricité  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  charge  de  V armature  interne,  et 
en  raison  inverse  de  la  surface  de  cette  armature. 
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Celle  loi  a  élé  trouvée  expérimentalement  par  Riess  (  *  )•  M.  Helm- 
holtz  (^)  et  Clausius  (^)  l'ont  établie  théoriquement.  La  démon- 
stration précédente  est  due  à  M.  J.  Moutier  (^). 

§  5.  —  Décharge  d'un  condensateur  par  étincelles  successives. 

On  peut  décharger  un  condensateur  par  des  étincelles  succes- 
sives :  il  suffît  d'isoler  le  condensateur  et  de  mettre  en  communi- 
cation avec  le  sol,  d'abord  l'armature  interne,  puis  l'armature  ex- 
terne, puis  de  nouveau  l'armature  interne,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  décharge  n'a  pas  donné  lieu  à  des  expériences  de  me- 
sure ;  la  théorie  en  est  très  simple  ;  elle  a  été  donnée  par  M.  J.  Mou- 
tier (5). 

Cherchons  les  quantités  d'électricité  qui  s'écoulent  dans  le  sol 
à  chaque  étincelle. 

Soient  A  l'armature  interne  et  B  l'armature  externe. 

Initialement,  le  conducteur  A  possède  une  charge  électrique  a 
et  le  conducteur  B  une  charge  électrique  —  b.  Lorsque  nous  met- 
tons le  conducteur  A  au  sol,  le  conducteur  B  demeurant  isolé, 
nous  réalisons  la  troisième  expérience  de  Gaugain  (Liv.  II, 
Chap.  III,  §  II).  Après  celte  première  décharge,  le  conducteur  A 
demeure  chargé  de  la  quantité  at=  mm! a  d'électricité  positive. 
La  première  étincelle  emmène  donc  au  sol  une  quantité 

<7i  =  (i  —  mm')a 
d'électricité  positive. 

Lorsque  ensuite  nous  isolons  le  conducteur  A,  porteur  de  la 
charge  a,  =  mm' a,  et  que  nous  mettons  le  conducteur  B  en  com- 
munication avec  le  sol,  nous  réalisons  la  deuxième  expérience  de 
Gaugain,  mais  en  j  supposant  la  charge  du  corps  A  réduite  dans 


(')  Riess,  Ueber  die  Erwàrmung  in  Schliessungsbogen  der  electrisclien  Bat- 
terie {Poggendorff's  Annalen,  Bd.  XLIII,  p.  47;  i838).  Lehre  der  Reibungs- 
Elektricitât ;  Berlin,  i853. 

(")  H.  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft,  p.  f\Z  (Berlin,  1847.  — 
Helmholtz  wissenschaftliche  Abhandlungen,  l.  I,  p.  l\b). 

(')  R.  Clausius,  Sur  l'équivalent  mécanique  d'une  décharge  électrique  et 
l 'échauffement  qu'elle  produit  dans  le  fil  conducteur  (  Théorie  mécanique  de 
la  chaleur.  Traduction  Folie,  t.  II,  p.  60). 

(♦)  J.  Moutier,  Cours  de  Physique,  t.  I,  p.  499;  Paris,  i883. 

(')  J.  Moutier,  Cours  de  Physique,  t.  I,  p.  4^9  et  p.  486;  Paris,  i883. 
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le  rapport  mm! .  Une  réduction  pareille  doit  porter  sur  la  charge 
du  conducteur  B,  qui  renferme  ainsi,  après  la  seconde  étincelle, 
une  charge  négative  bi  =  mm'b.  La  seconde  étincelle  emmène 
donc  au  sol  une  quantité  d'électricité 

^2  =  m(i  —  mm')  a 
d'électricité  négative. 

Au  moment  de  produire  la  troisième  étincelle,  on  se  trouve  en 
présence  d'un  état  analogue  à  l'état  initial,  mais  où  toutes  les 
charges  ont  été  réduites  dans  le  rapport  mm' .  La  troisième  étin- 
celle emmène  donc  au  sol  une  quantité  d'électricité  positive 

^3=  mm'  {i  —  mm')  a. 

On  verra  de  la  sorte  que  l'étincelle  d'ordre  (2/^-1-1)  emmènera 
au  sol  une  quantité  d'électricité  positive 

qin+\  —  m"^m'"(i  —  mm')  a, 

tandis  que  l'étincelle  d'ordre  (2/^  +  2)  emmène  au  sol  une  quan- 
tité d'électricité  négative 

Çin+i  =  m"^+^  m''^(i  —  mm'  )a. 

Cherchons  les  quantités  de  chaleur  que  chacune  de  ces  étin- 
celles dégagerait  dans  le  thermomètre  de  Riess. 

Avant  la  première  étincelle,  le  potentiel  électrostatique  a  pour 
valeur 

Wo-  -aY. 
2 

Après  la  première  étincelle,  le  conducteur  B  est  au  niveau  po- 
tentiel \' ;  le  potentiel  électrostatique  a  pour  valeur  W,,  et  l'on  a 

Wi  =  --6V'. 
2 

L'identité  de  Gauss,  appliquée  à  l'état  initial  et  à  l'état  final, 
donne,  en  remarquant  que  «,  est  la  charge  finale  du  conduc- 
teur A, 

aiY  =  —  bY'. 
On  a  donc 

Wo— Wi=  -(i  — m/n')aW. 
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La  quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  première  étincelle  a  pour 


valeur 


Q,=  -^(i  —  mm')a\. 


Pour  trouver  la  quantité  de  chaleur  dégagée  dans  la  seconde 
étincelle,  nous  remarquons  qu'avant  cette  étincelle  le  conduc- 
teur A  est  au  niveau  potentiel  o  et  porte  une  charge  «i  ;  le  conduc- 
teur B  est  au  niveau  potentiel  V  et  porte  une  charge  —  b.  Le  po- 
tentiel électrostatique  a  pour  valeur 

W,  =  --6V'. 
2 

Après  la  décharge,  le  conducteur  A  porte  la  charge  a,  et  est  au 
niveau  potentiel  V".  Le  conducteur  B  porte  une  charge  —  b^  et 
est  au  niveau  potentiel  o. 

La  quantité  ^,  est  donnée  par 

bi  —  mm'  ù. 
Le  potentiel  électrostatique  a  pour  valeur 

W2=-aiV". 
D'ailleurs,  l'identité  de  Gauss  donne 


On  a  donc 


et 


W2  =  --6,V' 
2 


W,-W2  =  - J(^'-^',)V' 


=  -  m7n'{i  —  m.m')aV. 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  deuxième  étincelle  a  pour 
valeur 

Q2  =  — =;  mm'  (  I  —  mm'  )  a  V  =  mw'  Qi . 

2ll> 

On  trouverait  de  même  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par 
la  troisième  étincelle  a  pour  valeur 

Q3=m2m'2Q,. 
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Les  quantités  de  chaleur  dégagées  par  les  étincelles  succes- 
sives décroissent  en  progression  géométrique  de  raison  mm' . 


§6. 


Batteries  montées  en  cascade. 


Supposons  que  nous  ayons  {n-\-\)  bouteilles,  identiques  entre 
elles,  et  assez  éloignées  les  unes  des  autres  pour  n'exercer  les 
unes  sur  les  autres  aucune  influence.  L'armalure  interne  Ao  de  la 


Sol 


première  {Jig-  74)  6st  mise  en  communication  avec  la  source  au 
niveau  potentiel  Vo-  L'armature  externe  Bo  est  mise  en  commu- 
nication avec  l'armalure  A,  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  L'ar- 
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mature  externe  de  la  dernière  est  au  sol.  On  a  ainsi  une  batterie 
chargée  en  cascade. 

La  théorie  de  la  charge  en  cascade  a  fait  l'objet  des  recherches 
de  Green  ('),  Clausius  et  Béer.  M.  J.  Moutier  a  donné  à  cette 
théorie  une  forme  très  élégante  (-),  dans  le  cas  où  les  deux  sur- 
faces S',  S"  qui  limitent  l'armature  externe  de  chaque  bouteille 
sont  des  surfaces  de  niveau  de  l'armature  interne  S. 

Soient  Vo,  V,,  V2,  ...,  V„  les  niveaux  potentiels  des  arma- 
tures Ao,  A,,  A2,  ...,  A„. 

Considérons  en  premier  lieu  la  dernière  bouteille. 

Elle  ne  porte  pas  de  charge  électrique  sur  la  surface  S";  sur  la 
surface  S'  elle  porte  une  charge  —  a,i  et  sur  la  surface  S  une 
charge  On-    ' 

Une  charge  électrique  égale  à  l'unité,  en  équilibre  sur  la  sur- 
face S,  porterait  cette  surface  au  niveau  potentiel  v  ;  une  charge 
égale  à  l'unité,  distribuée  sur  la  surface  2',  porterait  tout  point 
intérieur  à  cette  surface  au  niveau  potentiel  v'  (^);  enfin  une 
charge  égale  à  l'unité,  distribuée  sur  la  surface  S",  porterait  tout 
point  intérieur  à  la  surface  2"  au  niveau  potentiel  v" . 

Moyennant  ces  notations,  nous  pouvons  déjà  écrire 

Pour  la  [n —  iy<'"«  bouteille,  l'armature  interne  porte  une  charge 
a,i-\  ;  la  surface  2'  une  charge  —  ««-4,  et  comme  les  deux  corps 
B„_i  et  A„  forment  un  conducteur  isolé  portant  une  charge  totale 
nulle,  la  surface  2"  porte  une  charge  (««_(  —  ««).  Les  principes 
posées  au  Liv.  III,  Chap.  IV,  donnent  aisément 

a„-iv  —  a„_i (>'-+-  (a„-i  —  a„)t>"  =  V„_i. 
On  arrivera  ainsi  de  proche  en  proche  à  avoir  les  deux  séries 


(')  Green,  An  essay  of  the  application  of  mathematical  analysis  to  the 
théories  of  Electricity  and  Magnetism,  Art.  8  (Nottingham,  1828,  Green's  ma- 
thematical Papers,  p.  47  )• 

(')  J.  Moutier,  Cours  de  Physique,  t.  I,  p.  491;  Paris,  i883. 

(')  Pour  faire  coïncider  les  formules  que  nous  allons  écrire  avec  celles  qui  ont 
été  obtenues  au  Livre  III,  Chap.  IV,  il  faudrait  poser  v'  =  u,  v"  =  u'. 
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d'équations 

ttnV  —  anV'        =Yn, 

aa-i{v —  v'-\-v")  —  a,iv"     =  V,,-,, 
cin-iiv  —  v'-\-  v")  —  a,i-\  v"=  V„_2, 


(25) 


a2{v  —  v'-{-v")  —  a^v"  =¥2, 
ai{v  —  v'-\-v")  —  anv"  =  Vi, 
a^iv  —  v' -^  v")  —  a^v"     =  Vq. 

(a„_i  — a„)p"     =^V„, 
(a,j_2  — ««~i)<^"  =  V„_i, 


(26) 


(«1  —  a<))v"  =  V2, 
(«0— «i)^'"=  Vf 


1     «1 

1    «1  -F-  «3 

= 

v" 

V  ~ 

-  t»'  -r 

-  IV 

V  - 

-  t^'-r 

■IV"' 

Entre  les  égalités  (aS)  et  (26),  on  peut  éliminer  les  fonctions 
potentielles;  on  a  alors 

i(  ao  — -  ai  )  p"  =  «1  (  c  —  v'  -4-  p"  )  —  «2  ^'''j 
(ai  — «2)*^"=  «2(^'  —  c'h-p")  --  «3»^", 

ou  bien 


(28) 


Les  charges  des  armatures  intérieures  des  bouteilles  sont  sou- 
mises à  la  loi  suivante  :  Si  V on  prend  trois  bouteilles  consé- 
cutives, la  somme  des  charges  des  armatures  internes  des  deux 
bouteilles  extrêmes  est  dans  un  rapport  constant  avec  la 
charge  de  V armature  interne  de  la  bouteille  moyenne. 

Les  équations  (aS)  donnent 

Vo-f- V2  =  (ao-H  a2)((^  —  t^'-i-  v")  —  {a^t-^  a^)v\ 

ou  bien,  d'après  les  égalités  (28), 

aip"(p  —  v' -\-  v")  a^v"'^ 


V0+V2- 


=  [ai(v  —  v'-hv")  —  a^v"] 


V  —  V   -{-  IV 


(î9) 
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D'après  les  égalités  (20),  celle-là  peut  s'écrire 


V, 


Les  niveaux  potentiels  des  armatures  internes  suivent  donc 
la  même  loi  que  les  charges. 

Ajoutons  membre  à  membre  la  dernière  des  équations  (aS)  et 
les  équations  (27).  Nous  trouverons 

(3o)  \q  =  (uo-h  ai-h. . .+  an)iv  —v'). 

Cette  égalité,  comparée  à  l'égalité  (aS),  met  en  évidence  le 
théorème  suivant  : 

La  somme  des  charges  des  armatures  internes  d'une  batterie 
chargée  en  cascade  est  égale  à  la  charge  que  prendrait  l'ar- 
mature interne  de  la  première  bouteille  si  on  la  chargeait 
seule. 

(^e  beau  théorème  est  dû  à  Green. 

Supposons  qu'on  laisse  au  sol  l'armature  externe  de  la  dernière 
bouteille  et  que  Ton  mette  l'armature  interne  de  la  première  bou- 
teille en  communication  avec  le  sol.  La  batterie  sera  ramenée  à 
l'état  neutre.  Si  W  désigne  le  potentiel  électrostatique  initial  du 
système,  on  aura,  pour  expression  de  la  chaleur  dégagée  par  cette 
décharge, 

EQ  =  W. 


Or,  la  formule  générale 

w=i2. 

donne  aisément 

W=  -aoVo 
2 

La  chaleur  dégagée  a  donc  pour  valeur 


(3i)  Q:^-^aoVo. 


Si  l'on  avait  chargé  seulement  la  première  bouteille,  et  si  on 
l'avait  déchargée  comme  on  vient  de  le  faire  pour  la  batterie,  la 
décharge  aurait,  d'après  les  égalités  (21),  (23)et(3o),  dégagé  une 


396  LIVRE   V.    —    LES   CONDUCTEURS   MÉTALLIQUES. 

quantité  de  chaleur 

En  comparant  cette  égalité  à  l'égalité  (3i),  on  voit  que  la  cha- 
leur dégagée  par  la  décharge  complète  d^ une  batterie  char gée 
en  cascade  est  d'' autant  plus  petite  que  le  nombre  des  bou- 
teilles est  plus  grand. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  surfaces  S',  S"  diffèrent 
extrêmement  peu,  comme  il  arrive  si  l'armature  externe  est  formée 
par  une  simple  feuille  métallique,  on  a  sensiblement 


On  trouve  alors  sans  peine  les  égalités 

(3-2) 

(33) 

Si  les  armatures  externes  sont  très  minces,  les  charges  des 
armatures  internes  et  leurs  niveaux  potentiels  décroissent  en 
progression  géométrique. 

Béer  (^)  a  énoncé  par  erreur  que,  dans  ce  cas,  les  charges  des 
armatures  internes  étaient  toutes  égales  entre  elles  et  que  leurs 
niveaux  potentiels  décroissaient  en  progression  arithmétique. 

Dans  ce  cas,  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  la  décharge 
complète  de  la  batterie  a  pour  valeur 

Q  =  -^.  — — - — «^ 


«0            CTi 

««-1 

V 

«1             «2 

a,i 

v' 

Vi     v^--' 

V 

v' 

A  =  ao -T-  «1 -I- .  . .  4-  a«. 


Posons 

Nous  aurons 

(34)  A=  -, an. 

On  peut  donc  encore  écrire,  en  désignant  par  Q'  la  quantité  de 
chaleur   que    dégagerait   la    décharge   complète    d'une  bouteille 

C)  Béer,  Einleitung  in  die  Elektrostatik  ...,  p.  102  (Brunswick,  i865). 
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unique, 

(35)  V  '         ^^ 


Q        V  — 1>'  v"^ 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  armatures'sont  très  voisines, 
on  trouve  aisément  que  cette  égalité  devient 

Q'=(n  +  i)Q. 

Si  Von  forme  une  batterie  en  cascade  au  moyen  de  bou- 
teilles dont  r armature  externe  est  très  mince  et  dont  les  deux 
armatures  sont  très  rapprochées,  la  quantité  de  chaleur  dé- 
gagée par  la  décharge  complète  est  en  raison  inverse  du  nombre 
des  bouteilles. 

Cette  loi  a  été  trouvée  expérimentalement  par  Riess  [loc.  cit.) 
et  théoriquement  par  Glausius  {loc.  cit.). 
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CHAPITRE  m. 

L'INTENSITÉ  DES  COURANTS. 


§  1.  —  Courants  circulant  dans  la  masse  d'un  conducteur. 

Lorsqvie,  sur  un  conducteur,  la  distribution  électrique  varie,  il 
ne  suffît  plus,  pour  déterminer  l'état  de  ce  conducteur  à  un  in- 
stant déterminé,  de  connaître  la  distribution  électrique  qu'il  porte 
à  cet  instant;  en  effet,  si  l'état  d'un  conducteur  à  l'instant  t  était 
entièrement  déterminé  par  la  distribution  électrique  qu'il  porte  à 
cet  instant  t^  les  propriétés  de  ce  corps  devraient  demeurer  les 
mêmes,  soit  que  cette  distribution  électrique  restât  après  le 
temps  t  ce  qu'elle  est  au  temps  ?,  soit  qu'elle  subît  des  change- 
ments après  le  temps  t.  Or  il  n'en  est  pas  ainsi.  Le  conducteur 
sur  lequel  la  distribution  varie  exercera  certaines  actions  sur  un 
aimant  que  n'exerce  pas  un  conducteur  sur  lequel  la  distribution 
est  invariable,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette  distribution. 

Il  est  donc  nécessaire,  pour  définir  un  s_ystème  électrisé,  de 
faire  usage  d'une  représentation  plus  compliquée  que  celle  qui 
nous  a  servi  jusqu'ici  ;  d'adjoindre  aux  variables  qui  déterminent 
la  distribution  électrique  de  nouvelles  variables,  ces  dernières  dis- 
paraissant dans  le  cas  particulier  où,  sur  le  conducteur,  la  distri- 
bution demeure  indépendante  du  temps. 

La  définition  de  ces  nouvelles  variables  est  due  surtout  à  G. -S. 
Ohm  ('  ),  à  Smaasen  (2)  et  à  G.  Kirchhoff  (3). 


(')  G.-S.  Ohm,  Die  galvanische  Kette,  mathematisch  behandelt  {Berlin,  1827. 
—  Traduit  en  français  par  Gaugain;  Paris,  1860). 

(")  Smaasen,  Vom  dynamischen  Gleichgewicht  der  Elektricitàt  in  einer 
Ebene  oder  in  einem  Kôrper  {Pogg.  Annalen,  Bd.  LXIX,  p.  i6r;  1846).  —  Vom 
dynamischen  Gleichgewicht  der  Electricitàt  in  einem  Kôrper  und  in  unbe- 
grânztem  Raume{Pogg.  Annal.,  Bd.  LXXII,  p.  /|35;  1847). 

(^)  G.  KiRCHHOFF,  Ueber  den  Durchgang  eines  élektrischen  Stromes  durch 
eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisformige  (  Pogg.  Ann.  Bd.  LXIV,  p.  497; 
1845.  —  Kirchhoff's  Abhandlungen,  p.  i).  —  Nachtrag  zu  dem  vorigen  Auf- 
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Ces  ph3'siciens  ont  été  conduits  à  la  définition  des  variables 
dont  il  s'agit  par  la  comparaison  du  mouvement  de  l'électricité 
avec  le  mouvement  des  fluides  ;  une  comparaison  de  ce  genre  avait 
déjà  conduit  Fourier  à  la  définition  des  principales  quantités  qui 
figurent  dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur. 

Soit  M  un  point  pris  à  l'intérieur  d'un  conducteur.  Nous  sup- 
poserons que  ce  point  M  correspond  à  une  grandeur  géométrique  F 
que  nous  nommerons  \e  flux  électrique  au  point  M  à  l'instant  t. 
Cette  grandeur  est  liée  à  la  variation  que  subit  la  distribution 
électrique  à  l'intérieur  du  conducteur  par  la  convention  suivante  : 

Autour  du  point  M  {fig.  70),  traçons  dans  la  masse  du  con- 

Fig.  7,5. 


ducleur  un  élément  AB  =  i/w.  Soit  N  la  normale  à  cet  élément 
dans  un  sens  déterminé.  Soit  F  le  flux  au  point  M.  La  variation 
subie  par  la  distribution  électrique  sur  le  conducteur  dans  le 
temps  dt  est  la  même  que  si,  pendant  ce  temps,  l'élément  doi 
avait  été  traversé,  dans  le  sens  de  la  normale  N,  par  une 
quantité  d'électricité  positive  dq,  donnée  en  grandeur  et  en 
signe  par 

([)  dq  =  Fcos(F,N)diodt. 

Cette  égalité  (i)  peut  s'écrire  d'une  manière  un  peu  diff'érenle. 


satze  {Pogg.  Ann.  Bd  LXVII,  p.  344;  i846.  —  A'.  Abhandl.,  p.  17).  —  Ueber  die 
Aujlôsung  der  Gleichungen,  auf  welche  man  bei  der  Untersuchung  der  linea- 
ren  Vertheilung  galvanischer  Strômen  gefiihrt  wird  {Pogg.  Ann.,  Bd.  LXXII, 
p.  497;  1847.  —  A".  Abhandl.,  p.  22).  —  Ueber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln 
fur  die  Intensitàten  der  galvanischen  Strômen  in  eineni  Système  linearer Leiter 
auf  Système,  die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leitern  bestehen  {Pogg.  Ann., 
Bd.  LXXV,  p.  189;  1848.  —  K.  Abhandl.,  p.  33).  —  Ueber  eine  Ableitung  der 
Ohm'schen  Gesetze,  welche  sich  an  die  Théorie  der  Elektrostatik  anschliesst 
{Pogg.  Ann.  Bd.  LXXVIII,  p.  5o6;  1849.  —  K.  Abhandl.,  p.  ^9).  —  Ueber  die 
stationàren  elektrischen  Stromungen  in  einer  gekriimmten  leitenden  Fldche 
{Monatsber.  der  Akad.  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  19  juillet  1875.  —  K. 
Abhandl.,  p.  .56). 
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Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires;  soient  m,  ç,  w 
les  composantes  du  flux  F  suivant  ces  trois  axes.  Nous  pourrons 
écrire 

(2)  dq  ~  [acos(N,  x)  -t-  v  cos(N,j)  -t-  w  cos(N,  z)]  dia  dt. 

Cette  égalité  (2)  va  nous  conduire  à  une  formule  qui  mettra  net- 
tement en  évidence  la  relation  entre  le  (lux  et  le  changement  de 
distribution  électrique. 

Traçons,  à  l'intérieur  du  conducteur,  une  surface  fermée  S. 
Soient  M  un  point  de  cette  surface  et  N,-  la  normale  à  cette  sur- 
face au  point  M  ;  cette  normale  est  dirigée  vers  l'intérieur  de  l'es- 
pace limité  par  la  surface  S. 

Le  changement  de  distribution  électrique  sur  le  conducteur  est 
le  même  que  si  chacun  des  éléments  ûfS  de  la  surface  S  laissait, 
dans  le  temps  dt^  pénétrer  à  l'intérieur  de  cette  surface  une  quan- 
tité d'électricité 

dq  =  Yu  cos(N/,  x)  -\-  V  cos(N/,j')  -h  v  cos(  Nj,  z)]  «iS  dt. 

Le  changement  de  distribution  électrique  sur  le  conducteur 
doit  donc  avoir  pour  effet,   pendant  le  temps  dt.,  d'accroître  de 

dt  V  [m  cos(N/,  x)-^  V  cos(N/,  J-)  -+-  «'cos(N,,  z)\  dS 

la  quantité  d'électricité  positive  que  renferme  la  surface  S. 

Mais,  d'autre  part,  si  l'on  désigne  par  p  la  densité  électrique  au 
"poinl  (x,  y,  z)  à  l'instant  t,  densité  que  nous  supposons  finie  en 
tout  point  intérieur  à  la  surface  S,  le  changement  de  distribution 
électrique  pendant  le  temps  dt  accroîtra  la  charge  électrique  to- 
tale renfermée  dans  la  surface  S  de 

dt  I   I   i  Yfdx  dy  dz, 

l'Intégration  s'étendant  à  tout  l'espace  intérieur  à  la  surface  S. 
On  doit  donc  avoir,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  surface  S, 

V  [acos(Nt-,a7)-f-(^cos(N;,jK)-H«^cos(I\;,^)]â?S — /   /   /  j-dx dy  dz  =^  0. 

Cette  égalité  peut  se  transformer.  Supposons  que  les  quantité^ 
M,  V.,  w  soient  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  dans  tout  l'espace  enfermé  par  la  surface  S;  qu'il 
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dû 

en  soit  de  même  de  p  et  de  -r^»  L'égalité  précédente  deviendra 

Moyennant  les  hypothèses  faites,  elle  ne  peut  avoir  lieu  pour 
toute  surface  S,  à  moins  que  l'on  n'ait,  en  tout  point  où  sont  vé- 
rifiées les  conditions  indiquées, 


(3) 


du 
dx 


ày 


dw 


ùt 


Cette  égalité  ne  s'applique  pas  auK  divers  points  d'une  surface 
le  long  de  laquelle  les  quantités  m,  p,  w,  p  peuvent  être  disconti- 
nues. Examinons  ce  cas,  en  supposant  que  cette  surface  puisse 
porter  une  électrisation  superficielle  variable  de  densité  n. 

Une  semblable  surface  S  {fig-  76)  sépare  deux  régions  i  et   -i 

Fig.  76. 


/ 

/ 

■§ 

J 

x^ 

— \ 

du  conducteur.  Sur  cette  surface  prenons  une  aire  et,  par  le 
contour  AB  de  cette  aire,  menons  des  droites  normales  à  la 
surface  S.  Nous  limitons  ces  droites  par  deux  surfaces  Si,  S2,  pa- 
rallèles à  la  surface  S,  situées  l'une  dans  la  région  i,  l'autre  dans 
la  région  2,  toutes  deux  infiniment  voisines  de  la  surface  S. 
Soient  A,  B,,  AoB^  les  aires  découpées  sur  ces  deux  surfaces  par 
la  surface  réglée  considérée. 

Aux  termes  près  de  l'ordre  de  A,Ao,  la  quantité  d'électricité 
positive  qui  entre  dans  la  surface  fermée  A/BiAoBo  pendant  le 
temps  dt  peut  s'écrire 

—  c?/ X     [      Wi  cos(Ni,  a?) -+- t^i  cos(Ni,  y) -t- (V|  cos(N,,  3) 
KJxn 


D.  -  I. 


Ui  cos(N2,  a:)H-  Vi  cos(N2,  j)  -f-  w^  cos(ÎN2,  3)]  rfS 

26 
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et  aussi 

dt^     $dS. 


dt 


En  égalant  ces  deux  quantités,  on  voit  aisément  que  l'on  doit 
avoir,  en  tout  point  de  la  surface  de  discontinuité  S, 

/        i(iCos(Ni,  x)  ■-!-  i'i  cos(Ni,  j)  -H  Wi  cos(N],  z) 
^^'  I  +  «2  cos(N2,  a?) -i- P2  cos(N2,jk) -I- M^a  cos(N2, -z)  =  -7-  • 

Les  égalités  (3)  et  (4)  nous  montrent  jusqu'à  quel  degré  les 
flux  d'une  part  et  les  densités  électriques  d'autre  part  peuvent 
être  regardés  comme  des  variables  indépendantes.  On  peut  tou- 
jours, pour  une  valeur  particulière  de  t,  se  donner  arbitrairement 
la  grandeur  et  la  direction  du  flux  électrique  en  chaque  point  du 
conducteur,  et  la  grandeur  de  la  densité  solide  ou  superficielle  de 
l'électricité  en  chaque  point  du  conducteur.  Mais,  pour  les  va- 
leurs ultérieures  du  temps  t,  il  n'est  plus  permis  de  se  donner 
arbitrairement  autre  chose  que  la  grandeur  et  la  direction  du  flux 
électrique  en  chaque  point  du  conducteur;  car  les  densités,  tant 
solides  que  superficielles,  sont  alors  déterminées,  pour  toutes  les 
valeurs  de  t,  par  les  égalités  (3)  et  (4). 

A  la  surface  qui  sépare  le  conducteur  du  milieu  isolant  qui 
l'environne,  on  a,  d'après  l'égalité  (4), 

(5)  u  cos(N/,  x)  -h  V  cos{Ni,y)  -+-  w  cos(N/,  -z)  =  —  -r-- 

Quelques  auteurs  ont  admis  que  l'on  avait  toujours,  dans  ce 
cas, 

u  cos(N;,  x)  -^  V  cos(i\;,^)  -\-  w  cos(Nj,  ^)  —  o.  • 

Mais  alors  aucun  courant  ne  pourrait  faire  varier  la  distribution 
électrique  à  la  surface  d'un  conducteur;  celle-ci  ne  pourrait  jamais 
changer,  ce  qui  est  inadmissible. 

§  2.  —  Courants  uniformes. 

Si  le  flux  électrique  est  nul  en  tout  point  d'un  corps  conducteur, 
on  dit  que  V équilibre  électrique  est  éLabli  sur  ce  corps  conduc- 
teur. 

D'après  les  égalités  (3),  (4)  et  (5),  la  densité  électrique  solide 
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OU  superficielle  conserve  alors  une  valeur  indépendante  du  temps 
en  tout  point  du  conducteur. 

Mais  la  densité  électrique  solide  ou  superficielle  peut  conserver, 
en  tout  point  du  conducteur,  une  valeur  indépendante  du  temps 
sans  que,  pour  cela,  le  flux  électrique  soit  nul  en  tout  point.  11 
suffit  en  effet,  pour  que  les  courants  n'entraînent  aucune  varia- 
tion de  distribution  à  la  surface  du  conducteur  ou  dans  son  inté- 
rieur, que  l'on  ait  à  tout  instant,  pour  tout  point  intérieur  au  con- 
ducteur, 

-du        ()('        ôiv 

dx        dy        dz  ' 

pour  tout  point  de  la  surface  qui  sépare  le  conducteur  de  l'isolant, 

(7)  u  cos(N,-,  x)  -h  V  cos(N/,^)  -r-  w  cos(N/.  z)  —  o; 

enfin,  pour  tout  point  d'une  surface  de  discontinuité  du  conduc- 
teur, 

(        Ml  cos(Ni,  ip) -H  (^1  cos(Ni,_7) -4- (iPi  cos(Ni,  ^) 

(   -4-  «2  cos(N2,  x)  -T-  t'2  cos(N2,_y)  -f-  «'2  cos(N2,  z)  =  o. 

Un  pareil  courant  qui,  à  chaque  instant,  amène  en  tout  point 
de  l'intérieur  du  conducteur  ou  de  sa  surface  autant  d'électricité 
qu'il  en  emporte,  est  dit  courant  uniforme. 

Lorsqu'en  tout  point  d'un  condvicteur  le  flux  électrique  est  in- 
dépendant du  temps,  le  courant  est  dit  constant. 

Un  courant  qui  est  à  la  fois  uniforme  et  constant  est  dit  perma- 
nent. 

§  3.  —  Courants  linéaires. 

Imaginons  qu'une  aire  plane  infiniment  petite  A  {Jig.  77),  va- 

Kig.  77. 


(8) 


riable  de  grandeur  et  de  forme,  se  déplace  de  manière  à  demeurer 
constamment  normale  à  une  ligne  LL'.  Elle  balaye  un  volume  que 
nous  supposerons  rempli  de  matière  conductrice  et  que  nous  nom- 
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merons  un  fil.  Si  ce  fil  est  parcouru  par  des  flux  électriques 
quelconqvies,  nous  dirons  qu'il  est  parcouru  par  un  courant  li- 
néaire. 

Soit  N  la  normale  à  l'aire  A,  d'un  côté  déterminé  de  cette  aire. 
C'est  en  même  temps  la  tangente  en  L  à  la  courbe  LL'.  L'aire  A 
est  traversée,  dans  le  sens  indiqué  par  la  normale  N,  pendant  le 
temps  dt,  par  une  quantité  d'électricité 

c/Q  =  ^^C  [mcos(N,  37)4-  pcos(N,7)-+-«'cos(N,3)]£/A. 

Si  nous  posons 

(9)  J  =  V  [a  cos(N,  x)  -\-  V  cos(N,^)  -\~  w  cos(N,  z)\dk, 

nous  aurons 

^Q  =  J  dt. 

On  dit  alors  que  J  est  Vintensité  au  point  L  du  courant  linéaire. 

Supposons,  tout  d'abord,  que  le  fil  LL'  ne  présente  aucune  sur- 
face de  discontinuité  entre  les  points  L  et  L'.  11  est  facile  de  voir 
que,  dans  ces  conditions,  l'intensité  J  est  continue  entre  les  deux 
points  L,  L'.  Entre  deux  sections  du  conducteur,  comprenant 
entre  elles  une  longueur  ds  de  la  courbe  LL',  il  s' accumule 
pendant  le  temps  dt  une  quantité  totale  d'électricité 

z-  as  dt. 

ds 

Supposons  maintenant  que  le  fil  présente  une  surface  de  discon- 
tinuité, et,  pour  ne  pas  compliquer  outre  mesure  nos  raisonne- 
ments, imaginons  que  cette  surface  coïncide  avec  une  section 
normale  A.  Cette  section  partage  le  fil  en  deux  régions  i  et  2. 

Lorsqu'on  passe  de  la  première  à  la  seconde,  l'intensité  varie 
brusquement  de  la  valeur  Ji  à  la  valeur  Jo.  Dans  le  temps  dt,  il 
s'accumule  sur  la  surface  A  une  quantité  d'électricité 

(Ji  —i2)dt. 

Si  S  désigne  la  densité  superficielle  moyenne  sur  l'aire  A,  nous 
aurons 

(.0,  g=  ■(,,_,,). 
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Considérons,  d'autre  part,  une  portion  LL'  du  fil,  le  long  de 
laquelle  ne  se  trouve  aucune  surface  de  discontinuité.  Soient  J,  J' 
les  valeurs  de  l'intensité  à  l'origine  et  à  l'extrémité  de  ce  segment, 
dans  le  temps  dt,  ce  segment  acquiert  une  quantité  d'électricité 

{i  —  y)dt. 

Soient  A  la  section  moyenne  du  segment  LL;  G  le  périmètre 
moyen  de  cette  section;  a-  la  densité  électrique  superficielle 
moyenne;  p  la  densité  solide  moyenne.  Nous  aurons 

Si  nous  admettons  que  les  densités  p  et  o-  soient,  en  général,  du 
même  ordre  de  grandeur,  A  étant  négligeable  devant  G,  nous  au- 
rons 

(•0 

Comparons  les  égalités  (lo)  et  (i  i).  A  étant  négligeable  devant 
G,  si  nous  voulons  que  les  densités  électriques  S  et  <t  soient  con- 
stamment du   même  ordre  de  grandeur,  il  faudra  que  (J, — J2) 

soit  négligeable  en  présence  de  -      ,-•  Ainsi,  la  variation  brusque 

que  subit  l'intensité  d'un  courant  linéaire  au  voisinage  d'une  sur- 
face de  discontinuité  du  fil  est  négligeable  en  comparaison  de  la 
variation  que  subit  cette  intensité  d'une  extrémité  à  l'autre  d'un 
segment  de  longueur  finie,  ne  présentant  pas  de  surface  de  dis- 
continuité. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

V intensité  d'un  courant  linéaire  varie  d'une  manière  con- 
tinue tout  le  long  du  fil  conducteur,  lors  même  que  celui-ci 
présente  des  surfaces  de  discontinuité . 

Un  raisonnement  analogue  au  précédent  conduit  aux  proposi- 
tions suivantes  : 

Si  un  fil  conducteur  parcouru  par  un  courant  linéaire  n^est 
pas  Jermé,  l'intensité  du  courant  est  égale  à  O  à  ses  deux  ex- 
trémités. 

Supposons  que  plusieurs  fils  conducteurs  i,  a,  ...,  n  vien- 
nent se  réunir  en  un  même  point  S  ;  désignons  par  Ji ,  J2,  •  •  -, 
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J„  les  intensités  des  courants  qui  les  parcourent ,  chacune  de 
ces  intensités  étant  comptée  positivement  lorsqu'elle  corres- 
pond Cl  un  courant  qui  se  dirige  vers  le  point  S  et  négative- 
ment lorsqu'elle  correspond  à  un  courant  ciui  s'éloigne  du 
point  S;  nous  aurons 

(17.)  Ji-T-  J.2H-.  .  .-r-  J„  —  O. 

La  proposition  exprimée  par  cette  égalité  (12)  porte  le  nom  de 
lemme  de  G.  Kirchhoff.  KirchhofF  (  *  )  l'a  en  effet  énoncée  le 
premier  et  en  a  montré  l'importance  dans  l'étude  des  courants  qui 
parcourent  des  réseaux  de  fils. 

Il  arrivera  souvent,  en  particulier  dans  l'étude  de  l'Electrody- 
namique  et  de  l'Electromagnétisme,  que  nous  parlerons  d'un  élé- 
ment de  courant  linéaire.  Il  ne  faudra  pas  entendre  par  là  une 
longueur  infiniment  petite  de  fil  conducteur  entouré  de  toute 
part  par  l'isolant.  En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  un  semblable 
élément  ne  pourra  jamais  être  parcouru  par  un  courant  fini.  Il 
faudra  seulement  entendre  par  là  que  nous  portons  notre  atten- 
tion sur  la  partie  du  courant  linéaire  qui  se  trouve  comprise  entre 
deux  sections  infiniment  voisines  du  fil,  sans  que  nous  supposions 
pour  cela  cette  partie  réellement  séparée  du  reste  du  courant. 
Cette  remarque  a  une  importance  capitale  pour  l'intelligence  de 
l'Electrodynamique. 

Un  conducteur  en  forme  de  fil  peut  être  parcouru  par  des  flux 
uniformes.  On  a  alors  affaire  à  un  courant  linéaire  uniforme. 
On  voit  sans  peine  que  V intensité  d'un  courant  linéaire  uni- 
forme a  la  même  valeur  en  tous  les  points  du  fil. 

L'intensité  d'un  courant  ouvert  étant  nulle  aux  extrémités.du  fil, 
on  voit  qvCun  courant  linéaire  uniforme  ne  peut  se  présenter 
que  dans  un  fil  fermé,  à  moins  que  son  intensité  ne  soit  identi- 
quement nulle  en  tout  point. 

Ajoutons,  pour  terminer  ce  qui  concerne  la  définition  de  l'in- 
tensité d'un  courant  linéaire,  qu'il  est  possible  de  comparer  entre 
elles  les  intensités  de  courants  linéaires  permanents. 


(')  G.  Kirchhoff,  Ueber  die  Auflôsung  cler  Gleichungen,  auf  welche  man 
bei  der  Untersuchung  der  linearen  Vertheilung  galvanischer  Strôme  gefûhrt 
wird  {Poggendorff's  Annalen,  Bd  LXXII,  p.  497;  «847-  —  Kirchhoff 's  Abhand- 
lungen,  p.  22). 
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On  peut  obtenir  un  courant  linéaire  en  déchargeant  un  con- 
densateur à  travers  un  fîl  métallique;  la  théorie  du  condensateur 
étant  faite,  et  celte  théorie  ayant  ramené  l'étude  des  phénomènes 
produits  par  la  décharge  à  la  détermination  de  certaines  con- 
stantes pour  lesquelles  il  existe  des  appareils  de  mesure,  nous 
pouvons  savoir  quel  est  le  signe  et  la  grandeur  de  la  quantité 
d'électricité  qu'une  armature  du  condensateur  cède  à  l'autre. 

Supposons  que  l'on  efifectue  la  décharge  du  condensateur,  non 
point  au  travers  d'un  fîl  continu,  de  cuivre  par  exemple,  mais  au 
travers  d'un  fîl  coupé  dont  les  deux  bouts  plongent  dans  une  dis- 
solution de  sulfate  de  cuivre.  On  observe  alors  que,  pendant  la 
décharge,  il  y  a,  dans  ce  voltamètre,  une  action  chimique;  un 
des  fîls  de  cuivre  se  dissout,  tandis  que  l'autre  se  recouvre  d'un 
dépôt  de  cuivre. 

En  faisant  varier  de  toutes  les  manières  possibles  les  circon- 
stances de  la  décharge,  on  observe  la  constance  des  deux  lois  sui- 
vantes : 

1°  Le  cuivre  se  dépose  toujours  du  côté  où  se  trouve  l'arma- 
ture qui  reçoit  de  V électricité  positive; 

1°  Le  poids  de  cuivre  déposé  dépend  exclusivement  de  la 
quantité  d'électricité  qui  a  traversé  le  voltamètre;  il  est  exac- 
tement proportionnel  à  cette  quantité. 

Ce  sont  là  des  conséquences  particulières  d'une  loi  générale 
due  à  Faraday,  que  nous  étudions  au  Livre  VI. 

L'appareil  que  nous  venons  de  décrire,  étant  placé  sur  le  trajet 
d'un  courant  linéaire  permanent,  fournit  évidemment  un  moyen  de 
mesurer  l'intensité  de  ce  courant  linéaire. 

Le  galvanomètre  fournit  un  second  moyen  de  mesurer  cette 
intensité.  Un  courant  permanent,  lancé  dans  le  cadre  d'un  galva- 
nomètre, donne  à  l'aiguille  de  cet  instrument  une  déviation  per- 
manente. En  faisant  traverser  à  la  fois  un  galvanomètre  et  un 
voltamètre,  on  pourra  déterminer  l'intensité  du  courant  qui  cor- 
respond à  une  déviation  donnée  de  l'aiguille  et,  par  conséquent, 
graduer  empiriquement  le  galvanomètre. 


,fo8  LIVRE    V.    —    LES   CONDUCTEURS   MÉTALLIQUES. 


CHAPITRE  IV. 

LA    LOI    D'OHM 


,  àT 

j  àT 

k  — , 

(V  =  —  a:-t— 

ôy 

dz 

§  1.  —  Énoncé  de  la  loi  d'Ohm. 

La  loi  d'Ohm  a  pour  but  de  fournir  les  équations  du  mouve- 
ment permanent  de  V électricité  dans  un  conducteur  homo- 
gène. 

Cette  loi  constitue  l'une  des  hypothèses  fondamentales  de  la 
théorie  des  phénomènes  électriques;  c'est  par  voie  d'analogie  que 
les  physiciens  ont  été  amenés  à  l'énoncer. 

Dans  la  théorie  de  la  propagation  de  la  chaleur  à  l'intérieur  d'un 
corps  homogène  bon  conducteur,  les  composantes  w,  f ,  w  du  flux 
calorifique  au  point  (,r,  y,  z)  sont  reliées  à  la  conductibilité  k  et  à 
la  températui'e  T  par  les  relations 

dx 

G. -S.  Ohm  a  admis  (')  que  les  équations  du  mouvement  per- 
manent de  l'électricité  devaient  présenter  une  forme  analogue.  Il 
donnait  au  coefficient  analogue  à  la  conductibilité  calorifique  le 
nom  de  conductibilité  électrique,  et  à  la  fonction  analogue  à  la 
température  les  noms  de  force  électroscopique ,  manifestation 
électroscopique,  pouvoir,  énergie,  état  électrique. 

La  multiplicité  même  de  ces  dénominations  montre  assez  qu'Ohm 
n'avait  aucune  idée  précise  sur  la  nature  de  cette  fonction  dont 
il  admettait  l'existence. 

En  1849,  ^-  K.irchhoff  remarqua  (2)  que,  dans  la  théorie  d'Ohm, 


(•)  G. -S.  Ohm,  Die  galvanische  Kette,  mathematisch  behandelt  (Berlin, 
1827;  traduit  en  fi-ançais  par  Gaugain ,  avec  une  Préface  et  des  Notes.  Paris, 
1860). 

{')  G.  KmcHHOFF,  Ueber  eine  Ableitung  der  Ohm'schen  Gesetze,  welche 
sich  an  die  Théorie  der  Elektrostatik  anschliesst  {Poggendorff's  Annalen, 
Bd.  LXXVIir,  p.  5o6;  1849). 


Siu  = 

—  £  -— •  ? 
ÔX 

Slv  = 

Rw  = 

dz 
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la  condition  de  l'équilibre  électrique  à  l'intérieur  d'un  conduc- 
teur homogène  est  exprimée  par  la  constance  de  la  force  éleclro- 
scopique;  tandis  que,  dans  la  théorie  de  Poisson,  la  même  condi- 
tion est  exprimée  par  la  constance  de  la  fonction  potentielle.  Cette 
remarque  le  conduisit  à  admettre  la  proportionnalité  de  la  force 
électroscopique  avec  la  fonction  potentielle,  et  à  énoncer  l'hypo- 
thèse suivante,  qui  a  conservé  le  nom  de  loi  d'Ohm  : 

En  tout  point  (x,  y,  jz)  pris  à  Vintérieur  dun  conducteur 
homogène  parcouru  par  des  courants  permanents,  c'est-à-dire 
uniformes  et  constants,  on  a 


(0 


V  étant  la  fonction  potentielle  au  point  (jc,  y-,  z)\  «,  v^  w  les 
composantes  du  flux  électrique  au  même  point  ;  A  un  coefficient 
qui  dépend  de  la  nature  du  conducteur  et  de  sa  température 
au  point  {x,  y,  z)  et  que  Von  nomme  sa  résistance  spécifique. 

On  donne  à  la  grandeur  géométrique  qui,  en  un  point  d'un 
conducteur  quelconque,  parcouru  par  des  courants  quelconques, 
a  pour  composantes  JIm,  S\.v,  Si.w^  le  nom  àe  force  électromotrice 
au  point  considéré.  On  peut  alors  énoncer  comme  suit  la  loi 
d'Ohm  : 

En  un  point  d'un  conducteur  homogène  parcouru  par  des 
courants  permanents,  la  force  électromotrice  est  identique  en 
grandeur  et  direction  à  la  force  électrostatique  donnée  par 
les  lois  de  Coulomb. 

La  loi  d'Ohm  est  susceptible  d'un  énoncé,  différent  des  précé- 
dents, qui  nous  sera  commode  lorsque  nous  aurons,  ultérieure- 
ment, à  étendre  cette  loi. 

Prenons  le  système  que  nous  avons  à  étudier.  A  l'instant  <,  il 
porte  certaines  charges  électriques.  Si  l'on  se  contentait,  pour  dé- 
finir l'état  de  ce  système,  de  connaître  ces  charges  électriques 
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sans  j  joindre,  à  titre  de  nouvelles  variables,  les  fiux  électriques, 
ce  système  admettrait  nn  potentiel  thermodynamique  interne  que, 
pour  abréger,  nous  appellerons  le  potentiel  thermodynamique 
interne  du  système  supposé  sans  courant. 

D'après  les  notations  adoptées  au  Livre  HT,  Chapitre  II,  ce  po- 
tentiel a  pour  valeur 

'  j  =:E(V  — T2)-+-W-f-y  0^. 

Supposons  qu'une  charge  dq  passe  par  un  point  (^,JK,  z)  au 
point  [x  +  ùx,  y  +  S/,  z  +  hz),  ces  deux  points  étant  à  l'intérieur 
d'un  même  conducteur  homogène  qui  laisse  circuler  l'électricité 
sans  éprouver  de  changement  d'état  5  la  quantité  ^  subira  une  va- 
riation ù§^  et  l'on  aura 

De  là  on  déduit  aisément  l'énoncé  que  voici  : 

Si  Cxi  ^yy  '^z  sont  les  composantes  de  la  force  électromotrice 
en  un  point  (x,y,  z)  d'un  conducteur  homogène,  non  éleciro- 
lysable,  parcouru  par  des  courants  permanents,  on  a 

(2)  oz  —  (C^ox -^  Cy^y-\- CzOz)  dq, 

St  étant- le  travail  non  compensé  produit  dans  le  système  sup- 
posé sans  courant,  lorsqiùon  y  transporte  la  charge  dq  du 
point  (^,  y,  z')  au  point  [x  +  ox^  y  +  oy,  z  +  ùz). 

Cette  proposition  constitue,  comme  nous  le  verrons  par  la 
suite,  \ hypothèse  fondamentale  fournissant,  dans  tous  les  cas 
possibles,  la  loi  des  courants  permanents  ('  ). 

§  2.  —  Énoncé  de  la  loi  d'Ohm  pour  les  courants  linéaires. 

L'intensité  d'un  courant  linéaire  est  donnée  par  l'égalité 
[Chap.  III,  égalité  (9)] 

J  —  V  [i<  cos(N,  a;) -+- ccos(N,  jK) -t- <^cos(N,  ^)]  <iA. 


(' )   P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,    p.   323 
(Paris,  1886). 


t 


CHVP.    IV.   —    LA    LOI    d'ohm.  4iI 

Supposons  le  conducteur  homogène  et  le  courant  permanent. 
En  vertu  des  égalités  (i),  l'égalité  précédente  deviendra 

J  =  -  ^  S  [,^  cos(N,  ^)  +  ^  cos(N,  y)  -H  ^  cos(N,  s)j  dk. 

La  direction  N  coïncide  avec  la  tangente  à  la  courbe  LL',  dont  ds 
est  l'élément  de  longueur.  On  a  sensiblement,  en  tout  point  de 
l'aire  A, 

■—  cos(N,  x)-\-  ~-  cos(N,  y)-{-  ~-  cos(N,  z)  =  —- 
et,  par  conséquent,  / 

cH.    ds 

Nous  nommerons   résistance   électrique   de   Vêlement  ds   la 
quantité  ^ds  définie  par 

(  4  )  R  c?s  =  —  ^*' 

L'égalité  (3)  deviendra  alors 

d\ 

(5)  iY^ds^  -z  —  ds. 

os 

Cette  égalité  exprime  la  loi  d'Ohm  pour  chaque  élément  d'un 
conducteur  linéaire  parcouru  par  un  courant  permanent. 

Soit  LL'  un  segment  de  longueur  finie  de  conducteur  linéaire. 
La  quantité 

(6)  K=r:  f    Rds 


■^=1  ' 


est  ce  que  nous  nommerons   la  résistance  électrique   du   seg- 
ment LL'.  On  voit  que,  d'après  cette  définition  : 

i"  La  résistance  d' un  fil  homogène  de  section  constante  est 
proportionnelle  à  la  longueur  du  fil  et  en  raison  inverse  de 
sa  section;  elle  dépend,  en  outre,  de  la  nature  du  fil  et  de  sa 
température; 

2°  La  résistance  de  plusieurs  fils  mis  bout  à  bout  est  égale 
à  la  somme  des  résistances  de  chacun  de  ces  fils. 

Des  égalités  (5)  et  (6),  on  déduit  encore  le  résultat  suivant  : 
Soit  LL'  un  segment  de  fil  homogène  parcouru  par  un  courant 
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permanent  d'intensité  J.  Soit  k  sa  résistance.  Soient  V  et  V  les 
niveaux  potentiels  en  L  et  en  L'.  On  a 

(7)  J  =  ^-A-    • 

Cette  égalité  a  été,  pour  un  grand  nombre  de  physiciens,  l'objet 
de  vérifications  expérimentales  très  précises  qu'il  serait  trop  long 
d'exposer  ici. 

§  3.  —  Courants  permanents  parcourant  la  masse  d'un  conducteur. 

En  tout  point  d'un  conducteur  pai'couru  par  des  courants  uni- 
formes, on  a  [Chap.  III,  égalité  (6)] 

du        dv        div 

dx        dy        dz 

Si  le  conducteur  est  homogène  et  si  les  courants  sont  constants, 
u,  t',  a'  sont  donnés  par  les  égalités  (i),  qui  transforment  l'égalité 
précédente  en 

(7)  AV  =  o. 

Ainsi,  à  l'intérieur  d'un  conducteur  homogène  parcouru 
par  des  courants  permanents,  la  fonction  potentielle  de  l'élec- 
tricité libre  satisfait  à  l'équation  de  Laplace. 

De  là,  on  déduit  immédiatement  cette  autre  proposition  : 

A  V intérieur  d' un  conducteur  homogène  parcouru  par  des 
courants  permanents  il  n'y  a  pas  d' électricité  libre;  celle-ci  se 
trouve  uniquement  à  la  surface  du  conducteur. 

A.  la  surface  qui  sépare  le  conducteur  de  l'isolant,  on  a,  en  dési- 
gnant par  Nj  la  normale  avec  l'intérieur  du  conducteur  [Chap.  111, 
égalité  (7)], 

u  cos(N/,  x)  -+-  V  cos(Nj,  y)  4-  w  cos(N,-,  z)  =  o. 
En  vertu  des  égalités  (1),  cette  dernière  égalité  devient 
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Ces  divers  résultats  sont  dus  à  Smaasen  (')  et  à  G.  Rirchhoff(-). 
Ils  nous  permettent  d'aborder  le  problème  suivant  : 

Une  masse  conductrice  ABCD  {Jig-  78)  est  en  contact^  par 
une  partie  AC,  BD  de  sa  surface  avec  l'isolant;  la  partie  AB 

Fis.  -8. 


est  maintenue  au  niveau  potentiel  Vq  et  la  partie  CD  au  ni- 
veau potentiel  Vj.  Déterminer  les  courants  permanents  qui 
parcourent  cette  masse. 

1°  Si  cette  masse  est  parcourue  par  des  courants  permanents,  elle 
portera  à  sa  surface  de  l'électricité  libre  dont  la  fonction  poten- 
tielle V  satisfera  aux  conditions  suivantes  : 

Elle  sera  harmonique  dans  tout  l'espace  ABCD; 

Elle  sera  égale  à  Vo  en  tout  point  de  la  surface  AB; 

Elle  sera  égale  à  V,  en  tout  point  de  la  surface  CD  ; 

On  aura  -^rr  =  o  en  tout  point  de  la  surface  AC,  BD. 

Nous  savons  (Liv.  II,  Chap.  V,  §  3)  qu'il  peut  exister  au  plus 
une  fonction  V  satisfaisant  à  toutes  ces  conditions.  Nous  admet- 
trons qu'il  en  existe  une. 

(')  Smaasen,  Vom  dynamischen  Gleichgewicht  der  Elektricitàt  in  einer 
Ebene  oder  in  eineni  Korper  {Poggendorff's  Annalen,  Bd.  LXIX,  p.  161  ;  1846). 
-  Vom  dynamischen  Gleichgewicht  der  Elektricitàt  in  einem  Korper  und  in 
unbegrànztem  Raume  {Poggendorffs  Annalen,  Bd.  LXXII,  p.  435;  1847). 

(^)  G.  KiRCHHOFF,  Ueber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  fur  die  Intensitâten 
der  Galvanischen  Strôme  in  einem  Système  linearer  Leiter  au/  Système,  die 
zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leiter n  bestehen  (Poggendorff's  Annalen, 
Bd  LXXV,  p.  189;  1848.  —  Kirchhoff's  Abhandlungen,  p.  33).  —  Ueber  eine 
Ableitung  der  Ohm'schen  Gesetze,  welche  sic  h  an  die  Théorie  der  Elektrosta- 
tik  anscliliesst  {Poggendorffs  Annalen,  Bd.  LXXVIII,  p.  5o6;  i8^^^.  — Kirchhoff's 
Abhandlungen,  p.  49)- 
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Cette  fonction  V  étant  supposée  trouvée,  et  le  conducteur  étant 
supposé  parcouru  par  des  courants  permanents,  les  flux  de  ces 
courants  seront  donnés,  à  l'intérieur  du  conducteur,  par  les  éga- 
lités (i). 

2°  Les  flux  ainsi  trouvés  résolvent  le  problème,  si  l'on  admet 
une  hypothèse  :  c'est  qu'il  est  possible  de  trouver  des  courants 
permanents  parcourant  le  système.  On  sera  donc  assuré  de  l'exac- 
titude de  la  solution  précédente,  si  l'on  démontre  que  les  cou- 
rants qu'elle  détermine  sont  permanents. 

Comme  ces  courants  sont  évidemment  constants ,  il  suffit  de 
prouver  qu'ils  sont  uniformes. 

Ils  sont  uniformes  en  tout  point  intérieur  au  conducteur  ;  car 
les  égalités  (i)  donnent,  en  un  pareil  point, 

ôii         dv         div  s 

et  le  second  membre  est  égal  à  O,  puisque  la  fonction  V  est  har- 
monique à  l'intérieur  du  conducteur. 

Le  problème  qui  consiste  à  étudier  le  régime  permanent  de 
l'électricité  dans  vin  conducteur  d'étendue  finie  en  toutes  dimen- 
sions se  ramène,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  un  problème 

Fis.   rQ. 


analogue  à  celui  de  Lejeune-Dirichlet,  mais  plus  général.  Il  est  un 
cas  particulier  où  il  se  ramène  au  problème  même  de  Lejeune- 
Dirichlet.  C'est  le  cas  où  le  corps  condvicteur  n'a  aucune  surface 
de  contact  avec  le  milieu  isolant.  Il  faut,  dans  ce  cas,  que  l'une 
des  deux  surfaces  maintenues  à  un  niveau  potentiel  donné,  sur- 
faces auxquelles  on  donne  le  nom  à^électt^odes,  soit  une  surface 
fermée  entourant  le  conducteur,  tandis  que  l'autre  électrode  forme 
une  seconde  surface  fermée  entourée  par  le  conducteur  {Jig.  79). 
Dans  ce  cas  on  a,  pour  déterminer  V,  à  chercher  une  fonction 
harmonique  entre  les  deux  surfaces  So  et  S,,  prenant  sur  l'élec- 
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trode  So  la  valeur  Vq,  et  sur  l'électrode  S,  la  valeur  V,.  C'est  le 
problème  auquel  on  serait  conduit  si  l'on  voulait  chercher  la  dis- 
tribution électrique  sur  les  faces  en  regard  d'un  condensateur 
dont  l'armature  interne  Sq  serait  maintenue  au  niveau  potentiel  Vo 
et  l'armature  externe  S,  au  niveau  potentiel  V,.  Les  résultats  ob- 
tenus dans  les  deux  derniers  Chapitres  du  Livre  III  pourront  im- 
médiatement être  transportés  à  l'étude  du  régime  permanent  de 
l'électricité  dans  le  cas  particulier  que  nous  venons  de  définir. 

Revenons  au  cas  général. 

Nommons  ligne  de  flux  une  ligne  dont  la  tangente  en  chaque 
point  {^x^  jKj  z)  a  même  direction  et  même  sens  que  le  flux  élec- 
trique au  même  point.  D'après  les  égalités  (i),  les  lignes  de  flux 
coïncident  en  chaque  point  d^un  conducteur  homogène  avec 
les  trajectoires  orthogonales  aux  surfaces  d'égal  niveau  po- 
tentiel. 

Les  théorèmes  établis  au  Livre  III,  Chapitre  III,  fourniront  im- 
médiatement les  propriétés  des  lignes  de  flux. 

Sur  l'électrode  A.B,  maintenue  au  niveau  potentiel  Vo  {,fig-  80), 

Fig.  80. 


prenons  un  élément  a|i  d'aire  dO..  Considérons  le  canal  orthogonal 
aj^yo  qui  passe  par  le  contour  de  cet  élément.  Soit  i  le  flux  élec- 
trique en  un  point  de  a^.  Ce  flux  est  normal  à  la  surface  AB  qui 
est  une  surface  de  niveau. 

Menons,  au  travers  du  canal  orthogonal,  deux  sections  nor- 
males infiniment  voisines  m/i,  pq.  Soit  diù  l'aire  de  l'élément  mn . 
Soit  y  le  flux  au  point  m. 

Les  propriétés  des  éléments  correspondants  nous  fournissent 


aisément  l'égalité 


ida. 


diii. 
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Posons    am  =  5  ,    ap  =  s  +  ds  ;    soient    V    et    IV-f-j-ds) 

les  niveaux  potentiels  en  m  et  p.  On  déduira  aisément  de  la  loi 
d'Ohm 


De  ces  deux  égalités,  on  tire 


— ; —  i  aO.  =  —  £  -T-  as. 
diii  os 


Écrivons  des  égalités  analogues  pour  tous  les  éléments  mnpq  en 
lesquels  on  peut  partager  le  canal  ajSyS,  et  nous  obtiendrons,  en 
les  ajoutant  membre  à  membre, 


idO.  i 

■^  Ad.' 


-£(V,— Vo). 


La  quantité    /      — ~  est  la  résistance  du  canal  orthogonal  a^yS 

assimilé  à  un  conducteur  linéaire.  Désignons-la  par-^^-  L'égalité 
précédente  deviendra 

p 

Écrivons  des  égalités  analogues  pour  tous  les  éléments  dQ  de  la 
surface  AB  et  ajoutons-les  membre  à  membre.  La  somme  des  pre- 
miers membres 


-S 


i  dil 


R-S 


sera  la  quantité  d'électricité  qui,  par  unité  de  temps,  traverse 
l'électrode  AB,  c'est-à-dire  \  intensité  du  courant  qui  parcourt  le 
conducteur  ABCD.  Si  l'on  pose 

dil 

? 
on  aura 

<9)  ^-^- 

L'analogie  de  cette  égalité  avec  l'égalité  (7)  relative  aux  cou- 
rants linéaires  a  fait  donner  à  la  quantité  R  le  nom  de  résistance 
électrique  du  conducteur  ABCD. 
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D'après  la  manière  dont  non?  lavons  définie,  celle  quantilé  R 
est  donnée  par  l'égalité 


(10) 


R       .^  O 


d.l 


f 


do. 
di)i 


ds 


Pour  la  connaître,  il  faut  non  seulement  connaître  la  forme  du 
conducteur  homogène  ABCD  et  sa  résistance  spécifique,  mais  en- 
core la  grandeur,  la  forme  et  la  position  des  deux  régions  AB,  CD 
de  sa  surface  qui  servent  d'électrodes. 

Celle  résistance  se  relie  fort  simplement  à  une  quantité  déjà 
définie  en  Électrostatique,  dans  le  cas  particulier  où  le  conducteur 
forme  une  couche  entièrement  limitée  par  les  deux  électrodes  S,), 
S,  (A-.81). 

Soit  a  un  point  de  la  surface  So-  En  ce  poinl,  menons  la  nor- 


Fis.  8.. 


maie  N  à  la  surface  So  vers  l'extérieur  de  cette  surface.  Le  llux  au 
point  7.,  étant  normal  à  la  surface  Sq,  aura  pour  valeur,  d'après  les 
égalités  (1), 

.     _  t   d\ 

La  formule  (9)  nous  donnera  donc 

R       A  Vi  -  Vo  kJ  d^     " 

D'autre  part,  si  les  deux  surfaces  Sq  et  S|  sont  prises  pour  ar- 
matures d'un  condensateur  et  portées  aux  niveaux  potentiels  Vo  et 
V,,  l'armature  interne  Sq  prendra  une  charge 

[).    —  I.  J7 
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el  le  condensateur  aura  pour  capacité 


Q  I  I        n  av 


do.. 


Ainsi,  entre  la  résistance  cV un  conducteur  entièrement  com- 
pris entre  les  deux  électrodes  et  la  capacité  du  condensateur 
qui  aurait  pour  armatures  ces  mêmes  électrodes,  existe  cette 
remarquable  relation 

I  4lT£C 

Nous  n'examinerons  pas  ici  l'application  des  théories  précé- 
dentes à  des  conducteurs  de  forme  particulière.  E,  Mathieu  (') 
a  intégré  les  équations  du  mouvement  permanent  de  l'électricité  à 
l'intérieur  de  conducteurs  en  forme  de  sphère,  d'ellipsoïde  plané- 
taire, de  parallélépipède  rectangle.  Nous  renvoyons  le  lecteur  à 
son  important  Ouvrage. 


(')  Emile  Mathieu,  Théorie  de  l' Electrodynamique,  Chapitres  IV  et  V  (Paris, 
1888). 
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CHAPITRE  Y. 


LE  MOUVEMENT  PERMANENT  DE  L'ELECTRICITE 
DANS  UNE  LAME  MÉTALLIQUE. 


§  1 .  —  Le  mouvement  permanent  de  l'électricité  dans  une  lame  plane. 

L'étude  expérimentale  des  conducteurs  d'étendue  finie  en  toutes 
dimensions  esta  peu  près  inabordable;  ce  n'est  donc  pas  de  cette 
étude  qu'il  est  possible  de  déduire  des  vérifications  expérimen- 
tales de  la  loi  d'Ohm.  Il  est,  au  contraire,  facile  d'étudier  les 
conducteurs  linéaires  ;  mais  ce  cas  est  si  particulier,  que  la  vérifi- 
cation expérimentale  de  la  loi  d'Ohm  dans  ce  cas  pourrait  laisser 
des  doutes  sur  la  valeur  générale  de  la  loi.  G.  Kirchhoff  (')  a 
donc  comblé  une  lacune  en  montrant  comment  on  pouvait  étudier, 
au  double  point  de  vue  théorique  et  expérimental,  le  mouvement 
permanent  de  l'électricité  dans  un  conducteur  métallique  dont  une 
seule  des  dimensions  est  très  petite,  c'est-à-dire  dans  une  lame 
métallique.  M.  Smaasen  (-)  est  parvenu  presque  en  même  temps 
à  des  résultats  théoriques  conformes  à  ceux  de  Kirchhoff. 

Commençons  par  supposer  lune  des  faces  de  la  lame,  que  nous 
prendrons  pour  face  supérieure,  rigoureusement  plane.  La  face 
inférieure,  très  voisine  de  celle-là,  sera  rigoureusement  ou  ap- 
proximativement plane. 

Sur  la  face  supérieure,  prenons  un  système  d'axes  de  coordon- 
nées rectangulaires  Ox,  Oy  {fig-  82). 

Soit  AB  =  ds  un  élément  linéaire  pris  sur  la  face  supérieure  de 
la  plaque.  Par  tous  les  points  de  cet  élément,  menons  des  normales 


(')  G.  Kirchhoff,  Ueber  den  Durchgang  eines  elektrischen  Stromes  durch 
eine  Ebene ,  insbesondere  durch  eine  kreisfôrmige  {Poggendorjf's  Annalen, 
Bd.  LXIV,  p.  497;  1845.  —  Kirchhoff' s  Abhandlungeti,  p.  i).  —  Nachtrag  zu 
dent  vorigen  Aufsatze  {Poggendorff's  Annalen,  Bd.  I^XVIF,  p.  344;  18/16). 

(*)  W.  Smaasen,  Vom  dynaniischen  Gleichgewicht  der  Elektricitàt  in  einer 
Ebene  oder  in  eineni  Korper  {Poggendorff's  Annalen,  Bd.  LXIX ,  p.  161; 
i8',6). 


420  LIVRE    V.    —   LES   CONDUCTEURS  MÉTALLIQUES. 

à  la  face  supérieure  de  la  plaque.  Elles  engendrent,  dans  l'intérieur 
de  la  plaque,  un  petit  rectangle  ABA'B'  dont  l'aire  est  8  ds^  S  étant 
l'épaisseur  très  petite  de  la  plaque  au  point  A. 

Soit  n  la  normale  à  cet  élément,  c'est-à-dire  la  normale  à  l'élé- 


Fig. 

82. 

y/ 
/    A 

n. 

/            ^'"~ 

ment  ds  dans  le  plan  de  la  face  supérieure  de  la  plaque.  Soit  c^o) 
un  des  éléments  de  second  ordre  en  lesquels  on  peut  décomposer 
l'élément  ABA'B'.  Le  rectangle  ABA'B'  sera  traversé,  dans  le  sens 
de  la  normale  n,  pendant  le  temps  dt,  par  une  quantité  d'élec- 
tricité 

dCl  =  dt    V    \uco's{n,  x) -^  V  cos{n,  y)\dM. 


(0 


I  X)  ds  =    X    «  dM . 

1  ABA'ir 

< 

1  \'>  ds  =    ^   ^'  doi, 

\  AUA'B' 


et  l'égalité  précédente  pourra  s'écrire 

(2)  ^Q  =  [X')  cos(rt,  x)  -+-  \'>  cos(rt,  y  )\  ds  dl. 

Les  quantités  "O  et  <>,  définies  par  les  égalités  (i),  sont  ce 
que  nous  nommerons  les  composantes  du  flux  superficiel  au 
point  As 

A  la  face  supérieure  de  la  plaque,  traçons  un  petit  rectangle 


Fig.  83. 

y/ 
/        ^ 

D 

7 

/       a//'~" 

-s^-\ 

-JD' 

--■^i' 

ABCD  i^fig.  83),  dont  les  côtés  AB  ;=  dx  et  AC  ^=-dy  soient  pa- 
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rallèles  aux  axes  Ox,  Oy.  Par  le  contour  de  ce  petit  rectangle, 
menons  des  normales  à  la  plaque,  qui  y  découpent  un  parallélépi- 
pède ABCDA'B'C'D'.  Ce  petit  parallélépipède  renferme  une 
quantité  totale  ^  d'électricité  répandue  à  son  intérieur,  ou  bien 
sur  ses  faces  ABCD,  A'B'C'D'. 
Nous  poserons 

et  nous  nommerons  P  la  densité  électrique  en  un  point  A  de  la 
plaque. 

On  voit  sans  peine  que  l'on  a 


(3) 


Oy 


~ôi' 


Cette  égalité  montre  que,  si  les  courants  sont  uniformes,  on 
devra  avoir 


(1) 


Ox         Oy 


Soit  ABA'B'  un  élément  rectangulaire  compris  entre  deux  gé- 
nératrices AA',  BB'  de  la  tranche  de  la  plaque  {Jig-  84)-  Soit  Ng  la 


normale  à  cet  élément  vers  l'extérieur  de  la  plaque.  Soit  ds  la  lon- 
gueur AB.  Soit  ^ds  la  quantité  d'électricité  qu'il  renferme.  On 
trouvera  facilement 


(5) 


X)  coë (rie,  ^)  -+■  "•>?  cos(ne,  y)  = 


dt 


Si  les  courants  sont  uniformes,  le  second  membre  sera  nul,  et 
l'on  aura,  en  désignant  par  /?/  la  direction  opposée  à  ne-, 

(6)  XD  cos(«,-,  x)  -+-  V  cos(n,-,  y)  —  o. 

Les  lignes  de  Jlux  superficiel  doivent  être  tangentes  au  bord 
de  la  plaque. 
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Supposons  la  plaque  homogène  et  les  courants  permanents. 
Soit  àl  la  résistance  spécifique  de  la  substance  qui  forme  la  plaque. 
Soit  V  la  fonction  potentielle.  Nous  aurons,  en  vertu  de  la  loi 
d'Ohm, 

__      ^  dY  __   ^    ^^ 

"  ~  ~  ^    5^  '  ^  ~  ~    Jl    6»/  ■ 

Les  égalités  (i)  deviendront  alors 

AU  A' 15' 


^■^■"=-iS 


dy 

A  1!A'  B' 


d(M. 


d\    d\  . 

Mais  les  quantités  -^j  -— -  varient  d'une  manière  continue,  non 

^  ox     ôy 

seulement  à  l'intérieur  de  la  plaque,  mais  encore  à  la  traversée  de 
ses  faces.  Chacune  de  ces  quantités  aura,  en  tout  point  de  l'élé- 
ment ABA'B',  sensiblement  la  même  valeur  qu'au  point  A.  On 
peut  donc  remplacer  les  égalités  précédentes  par 

—  )  —  désignant  ici  les  valeurs  que  prennent  ces  quantités  au 

point  A.    • 
La  quantité 

(7)  ^-f 

est  ce  que  nous  nommerons  la  résistance  spécifique  de  la  plaque 
au  point  A;  l'introduction  de  cette  quantité  nous  permet  d'écrire 

Supposons  maintenant  que  la  plaque  ait  une  épaisseur  con- 
stante, de  manière  que  la  quantité  Itt  ait  la  même  valeur  en  tout 
point.  L'égalité  (4)  deviendra 

elle  doit  avoir  lieu  en  tout  point  de  la  plaque,  tandis  qu'en  tout 


I 
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point  du  bord  de  la  plaque  on  doit  avoir,  en  vertu  de  l'égalité  (()), 

Considérons  donc  une  plaque  dont  L  soit  le  bord  (  fig.  85). 
Sur  cette  plaque,  deux  aires,  l'une  limitée  par  la  ligne  Lo,  l'autre 
limitée  par  la  ligne  L,,  sont  maintenues  respectivement  aux  ni- 
veaux potentiels  Vo  et  V,.  Pour  déterminer  les  courants  perma- 


nents qui  parcourent  cette  plaque,  on  commencera  par  chercher 
une  fonction  V  vérifiant  tout  point  de  l'aire  comprise  entre  les 
lignes  L,  Lo,  L(,  l'équation  aux  dérivées  partielles  (9),  prenant 
la  valeur  Vq  en  tout  point  de  la  ligne  Lo>  1^  valeur  V,  en  tout 
point  de  la  ligne  L,  et  satisfaisant  à  la  condition  (10)  en  toul 
point  de  la  ligne  L.  Les  composantes  du  flux  seront  alors  déter- 
minées en  chaque  point  par  les  égalités  (8). 

Le  problème  ainsi  posé  se  présente  sous  la  même  forme  que  le 
problème  du  mouvement  permanent  de  l'éleclricilé  dans  un  con- 
ducteur à  trois  dimensions.  Mais  on  possède,  pour  le  résoudre, 
des  méthodes  qui  n'ont  pas  d'équivalent  dans  le  cas  de  trois  varia- 
bles. Ces  méthodes,  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici  (*),  repo- 
sent essentiellement  sur  quelques  théorèmes  que  nous  allons  indi- 
quer. 

Considérons  une  variable  complexe 

z  —  X  -^^  iy. 
Soit 

Z  =  F(a7  4-  iy) 

une  fonction  analytique  quelconque  de  cette  variable.  Cette  fonc- 


(')    Voir,  pour  l'exposé   de  ces   mélhodes,   G.  Kirchhoff,  Voiiesungen   iibei 
mathematische  Pliysik-Mechanik,  Leçon  XXI  (Leipzig,  1877). 
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lion  peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

Z  =  X  +  t  Y, 

X  et  Y  étant  deux  fonctions  analytiques  réelles  de  x  et  de  y.  La 
première  est  la  partie  réelle  de  Z;  nous  la  désignerons  par  IHZ. 
La  seconde  est  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  de  Z.  Nous 
la  désignerons  souvent  par  Jf  Z. 

La  quantité  Z  ne  devant  dépendre  de  ^  et  de  jK  que  })ar  (jr  H- /j-), 

on  aura 

iTL  _\   dZ        iïL 
dx        i  ôy        0: 


égalité  qui  devient 

.dY  _         .dX 
dx                dy 

^  <^y 

ou  bien 

dX 

dY 

dx 

^       ¥' 

dY 

dY 

'^ 

dx 

De  là,  on  déduit  aisément 

(>i) 

l  d'-X 
\  dx-^ 
\  d^Y 
\  dx* 

d'-X 
dy'- 
d'-Y 

àXdYdXdY_ 
dx  dx        ày   dy 

Les  égalités  (i  i)  montrent  (jue,  si  l'on  désigne  par  F(^  +  iy) 
une  fonction  quelconque  de  la  variable  imaginaire  [x  4-  iy), 
les  expressions 

(i3)  ^  ^%V{x^iy), 

(i3  bis)  V  =  J  V{x-\-iy) 

représentent  deux  intégrales  de  V équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

^9^  'dlc^^-^-dy^  =^- 

L'égalité  (12)  montre  que  les  deux  équations 

(  îl  Y  {x  +  iv)  =  const., 
(i4)  \         \  Ji 

(  J  Y{x  H-  ly)  =  const. 
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représentent  deux  familles  de  lignes  qui  se  coupent  orthogo- 
nalement.  Si  l'une  de  ces  familles  représente  les  lignes  équi- 
polentielles,  V autre  représente  les  lignes  dejlux  et  inversement. 

Ces  belles  propositions  montrent  que  tous  les  théorèmes  impor- 
tants de  la  théorie  des  fonctions  de  *'ariables  imaginaires  trouve- 
ront une  image  dans  l'étude  du  mouvement  permanent  de  l'élec- 
tricité dans  une  plaque  ('). 

Toute  fonction  de  la  variable  complexe  {x  —  «jk),  conjuguée  de 
la  précédente,  présentera  des  propriétés  analogues.  On  peut  dé- 
montrer la  proposition  suivante  : 

Soient  F(x  -'r  iv),  G{x  —  if)  deux  fonctions  analytiques 
quelconques  de  deux  variables  complexes  conjuguées;  le  sym- 
bole 

tl  F(  jr  —  t>) -4- •«  G(^  —  i» 

représente  V intégrale  générale  de  V équation 

Les  relations  de  la  théorie  des  fonctions  de  variables  imagi- 
naires avec  la  théorie  de  la  représentation  conforme  conduisent  au 
théorème  suivant,  que  nous  ne  ferons  qu'énoncer  : 

Soient  données  deux  plaques  P  et  P',  dont  V une  est  la  repré- 
sentation conforme  de  Vautre,  ce  qui  signifie  qu'à  tout  point  de 
l'une  on  peut  faire  correspondre  tout  point  de  l'autre  de  ma- 
nière que  : 

1°  Tout  point  du  contour  de  la  plaque  P  corresponde  à  un 
point  du  contour  de  la  plaque  P'  et  réciproquement; 

2"  Tout  point  du  contour  des  électrodes  de  la  plaque  P  corres- 
ponde à  un  point  du  contour  des  électrodes  de  la  plaque  P'  et  réci- 
proquement; 

3°  Si  un  point  M  de  la  plaque  P  tend  vers  un  point  m  du  con- 
tour de  la  plaque,  le  point  M',  qui  correspond  à  M  sur  la  plaque  P', 
tend  uniformément  vers  le  point  /?/  qui  correspond  à  m  sur  le 
<;ontour  de  la  plaque  P'  ; 


(')   Voir  V.  Klein,  Ueber  Hiemann's  Théorie  der  algebraischen  Funktionen 
und  ihrer  Intégrale  (Leipzig,  1882). 


426  LIVRE    V.    —    LES   CONDUCTEURS   MÉTALLIQUES. 

4"  Toute  figure  infiniment  petite  tracée  sur  la  plaque  P  corres- 
ponde à  une  figure  semblable  tracée  sur  la  plaque  P' et  réciproque- 
ment;' 

Si  l'on  sait  trouver  le  mouvement  permanent  de  l,'  électricité 
dans  la  plaque  P,  on  sait  le  trouver  dans  la  plaque  P'  et  réci- 
proquement. Les  lignes  équipotentielles  et  les  lignes  de  jlux 
de  l'une  des  plaques  ont  respectivement  pour  représentation 
les  lignes  équipotentielles  et  les  lignes  de  Jlux  de  l'autre 
plaque. 

Faisons  l'application  du  premier  de  ces  théorèmes  à  un  cas  par- 
ticulier intéressant. 

Les  deux  électrodes  se  réduisent  à  deux  points  :  l'un  M,  {fig.  86), 

Fig.  m. 


de  coordonnées  («<,  ^,),  l'autre  Mo,  de  coordonnées  {a->,  b^)-  La 
fonction  potentielle  en  ces  deux  points  ne  sera  pas  donnée,  ni 
même  assujettie  à  avoir  une  valeur  finie.  Nous  nous  donnerons 
seulement  l'intensité  J  du  courant  amené  par  la  première  élec- 
trode et  emmené  par  la  seconde. 
Posons 

Cl  =  «1  -1-  ibi,  C2  =  «2-1-  '^25  Z  ^^  X  -+-  ij, 

"^  z  —  c^ 

Cherchons  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /  dans  la  partie 
imaginaire  de  Z. 
Si  nous  posons 

oc  —  «1  =  /'i  COSGi,  37  —  «2  =  r^  COS62, 

y  —  ^1  = /'i  sin6i,         y  —  b^=^  r<i  sinOa, 


nous  aurons 


îlZ^log^,         3Z:^e,  — 62 
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Nous  aurons  donc  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (lo) 
en  posant 

(i5)  V=Klog^, 

K  désignant  une  constante.  Les  lignes  de  flux,  représentées  par 
l'équation 

Oi  —  62  =  const., 

seront  des  arcs  de  cercle  joignant  les  points  M,,  M2.  Par  consé- 
quent, si  l'on  prend  deux  de  ces  arcs  de  cercle  pour  limiter  la 
plaque  et,  en  particulier,  les  deux  arcs  qui  forment  un  même 
cercle,  on  sera  assuré  que  la  condition  (10),  relative  aux  bords  de 
la  plaque,  sera  satisfaite. 

Ainsi,  la  formule  (i5)  déterminera  le  mouvement  permanent 
de  l'électricité  dans  une  plaque  métallique  circulaire,  sur  le  bord 
de  laquelle  se  trouvent  deux  électrodes,  M(,  M2,  pourvu  seu- 
lement que  la  valeur  de  la  constante  K  concorde  avec  la  valeur  J  de 
l'intensité  du  courant  amené  par  l'éleclrode  M( . 

Or  il  est  aisé  de  déterminer  la  constante  K  de  manière  qu'il  en 
soit  ainsi. 

Autour  du  point  M, ,  traçons  sur  la  plaque  un  demi-cercle  de 
rajon  très  petit  R,  ;  soit  ds  un  élément  de  ce  cercle.  Nous  devrons 
avoir 

^=-¥/^^*- 
La  formule  (i 5)  donne 


On  doit  donc  avoir 


Ce  résultat,  reporté  dans  la  formule  (i5),  donne  ('  ) 
(,6)  V=«J>ogiî. 

Comme  nous  l'avons  vu,   les  lignes  de   flux  sont  des  arcs  de 
cercle  unissant  les  deux  électrodes.  Les  lignes  d'égal  niveau  po- 


(')  La  fonction  V  est  ici  déterminée  à  une  constante  près. 


d\ 

K 

dR, 

Ri' 

K  = 

— 
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lenliel  sont  données  par 

(<7) 


const.; 


ce  sont  d'autres  cercles  coupant  orthogonalement  les  premiers. 

G.  Kirchhofï  a  vérifié  par  l'expérience  ce  dernier  résultat. 

Imaginons  que  l'on  unisse  deux  points  M,  M'  de  la  plaque  par 
un  fil  métallique  renfermant  un  galvanomètre.  Pour  que  le  galva- 
nomètre n'accuse  aucun  courant,  c'est-à-dire  pour  que  l'équilibre 
électrique  demeure  établi  sur  le  fil^  il  faut  que  les  deux  points  M 
et  M'  soient  au  même  niveau  potentiel.  On  a  donc  ainsi  un  moyen 
de  reconnaître  expérimentalement  si  divers  points  sont  sur  une 
même  ligne  de  niveau.  , 

D'autre  part,  d'après  l'égalité  (17),  si  le  niveau  potentiel  est  le 
même  en  divers  points  de  la  plaque,  on  doit  pouvoir,  par  ces 
points,  faire  passer  un  cercle  qui  ait  son  centre  sur  la  ligne  M,  Mo, 
et  coupe  cette  ligne  en  deux  points  conjugués  harmoniques  par 
rapport  &  M,  Mo.  G.  Kirchhofï  cherchait  à  tracer  un  pareil  cercle, 
passant  aussi  près  que  possible  des  divers  points  qu'il  avait  re- 
connus expérimentalement  être  au  même  niveau  potentiel.  Dans  le 
Tableau  suivant,  la  première  colonne  donne  le  rayon  de  sembla- 
bles cercles.  Les  colonnes  suivantes  donnent  la  distance  des  divers 
points  étudiés  au  cercle  auquel  ils  correspondent.  L'unité  de  lon- 
gueur employée  est  le  centième  de  pouce. 
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La  dernière  série  se  rapporte  au  diamètre  de  la  plaque,  normal 
à  M,  Ma- 

Ces  recherches  mettent  en  évidence  ce  premier  résultat,  con- 
forme à  la  théorie  :  les  lignes  d'égal  niveau  potentiel  sont  repré- 
sentées par  l'égalité  (17),  en  sorte  que  la  fonction  potentielle  est 

une  simple  fonction  du  rapport  -^-  G.  RirchhofT  a  poussé  plus 
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loin,  et  a  démontré  par  l'expérience  que  la  fonction  potentielle 

était  proportionnelle  à  log  — »  et  cela  de  la  manière  suivante  : 

Soient,  sur  la  plaque,  deux  points  M  et  M',  entre  lesquels 
existe   une  différence  de  niveau   potentiel   donnée   Y  —  V'=A; 

pour  que  la  fonction  potentielle  soit  proportionnelle  à  log  — >  il 
faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(18)  —  -f  =  consl., 

de  quelque  manière  que  les  deux  points  M  et  M'  soient  situés  sur 
la  plaque. 

Voici  comment  G.  Ivirchhoff  a  vérifié  l'exactitude  de  celle  re- 
lation : 

Dans  le  fil  du  galvanomètre  était  intercalée  une  pile  thermo- 
électrique, entretenant  entre  les  deux  extrémités  du  fil  une  diffé- 
rence de  niveau  potentiel  constante.  Pour  que  le  galvanomètre 
n'accusât,  dans  ce  cas,  aucun  courant,  il  fallait,  comme  le  montre 
l'étude  des  courants  thermo-électriques,  que  les  deux  extrémités 
du  fil  touchassent  deux  points  M,  M'  de  la  plaque,  dont  la  diffé- 
rence de  niveau  potentiel  soit  égale  et  de  signe  contraire  à  celle 
que  la  pile  thermo-électrique  entretient  entre  les  deux  extrémités 
du  fil.  Pour  deux  couples  de  tels  points,  quelle  que  soit  leur  posi- 
tion sur  les  plaques,  l'égalité  (i8)  doit  être  vérifiée. 

G.  Kirchhoff  a  d'abord  étudié  ainsi  des  couples  de  points  situés 
sur  la  ligne  M»  Mo.  On  avait,  dans  ce  cas, 

n  +  ^2  =  r\  -H  r;  =  Ml  M,  =  iij, 

relation  qui,  jointe  à  l'égalité  (i8),  permettait  de  calculer  /',  lors- 
qu'on connaissait  /"j.  G.  Kirchhoff  a  comparé  les  valeurs  de  r\ 
ainsi  calculées  aux  valeurs  de  r\  observées,  et  il  a  trouvé  les  résul- 
tats suivants  : 

/*i 5  10  i5  20  25  3o 

/•',  obs 10,4         17,3         22,8         28  3i,5         34,4 

r\  obs.  —  r\  cale -i-o,4     —  o,[     —  0,4     -+-0,2         0,0     —  0,2 

G.  Kirchhoff  a  ensuite  étudié  les  couples  situés  sur  un  cercle  de 
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5  pouces  de  rayon,  passant  par  les  deux  points  M',  M2,  dont  la 
distance  était,  dans  cette  expérience,  de  i  pouce.  Il  a  trouvé  : 
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r\  obs.  —  r\  cale. .  . 

Ces  expériences,  on  le  voit,  fournissent  une  vérification  très  com- 
plète et  iT'ès  précise  de  la  loi  d'Ohm. 

On  peut  résoudre,  pour  un  grand  nombre  de  cas,  le  problème 
du  mouvement  permanent  de  l'électricité  dans  une  plaque  (*). 
M.  Quincke  et  M.  Adams  ont  donné  un  grand  nombre  de  véri- 
fications expérimentales  des  résultats  théoriques  obtenus  (^).  La 
loi  d'Ohm  se  trouve,  par  ces  vérifications,  placée  hors  de  toute 
contestation. 

§  2.  —  Courants  dans  une  lame  courbe. 

On  peut  étudier  le  mouvement  permanent  de  l'électricité  dans 
un  conducteur  limité  par  deux  surfaces  courbes  très  voisines, 
comme  on  a  étudié  le  mouvement  de  l'électricité  dans  une  plaque. 

Considérons  la  face  supérieure  de  la  plaque  et,  à  sa  surface, 
traçons  un  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  Ce 
système  est  formé  par  deux  familles  de  lignes  :  les  lignes  [3,  que 

représente  l'équation 

a  =  const., 

et  les  lignes  a,  que  leprésente  l'équation 

P  =  const. 

Si  ds  désigne  la  distance  du  point  (a,  (3)  au  point 

(a  +  doc,  p  -+-  d'^), 
on  a 

(19)  ds^-=zA'idoc'^-{-B^dp, 

A  et  B  étant  deux  fonctions  positives  de  a,  [3. 

(')  G.  KiRCHHOFF,  Vorlesungen  iiber  niathematische  Physik-Mechanik , 
XXI"  Leçon  (Leipzig,  1877).  —  E.Mathieu,  Théorie  de  l' Électrodynamique, 
Chap.  IV  et  V.  Paris,  1888. 

(")  Quincke,  Ueber  die  Verbreitung  eines  electrischen  Stromes  in  Metall-plat- 
ten  {Poggendorff's  Annalen,  t.  XCVII,  p.  882;  i856).  ^  Adams,  Proceedings 
of  the  royal  Society  of  London,  Bakerian  Lecture,  t.  XXIV,  p.  i;  1875. 
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Le  petit  rectangle,  dont  les  sommets  sont  les  points 

(a,  P),     (a  +  ^/a,P),     (a,  ?  +  rfp),     {%  +  doL,  ^ -^  d^\ 
a  pour  aire 
(io)  diù^  hBd%d^. 

Les  flux  superficiels,  dans  une  semblable  lame,  se  définissent 
comme  dans  une  plaque.  Au  point  (a,  ^),  nous  désignerons  par/ 
la  composante  du  flux  suivant  la  ligne  a,  et  par  "•  la  composante 
du  flux  suivant  la  ligne  ^. 

Soit  P  la  densité  moyenne  de  l'électricité  au  point  (a,  ^)  de  la 
plaque.  Nous  trouverons  sans  peine  que 

(il)  AB  -,-  =  -  (  — ^  -f-  -,„-- 

Si  S  désigne  la  densité  moyenne  sur  le  bord  de  la  plaque  et  n/  la 
ligne  tangente  à  la  plaque,  normale  au  bord,  et  dirigée  vers  l'inté- 
rieur de  la  plaque,  on  aura 

(•22)  /cos(/î/,  a)-+-^cos(/i/,  p)=—  -^• 

Si  les  courants  sont  permanents,  on  devra,  d'après  l'égalité  (21),. 
avoir,  en  tout  point  de  la  plaque, 

et,  d'après  l'égalité  (22),  avoir,  en  tout  point  du  bord, 

(24)  fcos(ni,  a)-i-  ffcosi/ii,  ^)  =  o. 

11  est  facile  de  voir  que  cette  dernière  égalité  peut  encore  s'écrire, 
en  désignant  par  dl  un  élément  du  bord  de  la  plaque, 

(^5)  ^f^-^^^dl=''- 

Supposons  non  seulement  que  les  courants  soient  permanents, 
mais  encore  que  la  plaque  soit  homogène-,  soit  ^H.  la  résistance  spé- 
cifique de  la  matière  qui  la  forme;  soit  8  son  épaisseur  au  point 
(a,  ^).  Posons 

(26)  tl-î- 
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La  loi  d'Ohm  va  nous  donner,  comme  on  le  voit  sans  peine, 

^  -^  îl  A  da  ' 

(^7)  ■  -    r    dV 


Supposons  que  la  plaque  ait  en  tout  point  la  même  épaisseur; 
%  sera  indépendant  de  (a,  ^).  En  vertu  des  équations  (2-),  l'équa- 
tion (23)  deviendra 

d  /B  dV\         d  /A  dV 


tandis  que  l'égalité  (25)  deviendra 

^'^•^^  A  Toi  II  ^"  B  â^    di  ~  "■ 

Si  l'on  adjoint  à  ces  équations  la  condition  de  prendre  des  va- 
leurs données  le  long  du  contour  des  électrodes,  on  aura  obtenu 
toutes  les  conditions  qui  déterminent  la  fonction  potentielle  V. 
Une  fois  cette  fonction  déterminée,  les  égalités  (27)  donneront 
les  composantes  du  flvix  superficiel  en  chaque  point  de  la  lame. 

La  détermination  de  la  fonction  V  se  simplifie  notablement,  si 
l'on  sait  trouver  à  la  surface  de  la  plaque  un  système  de  coordon- 
nées curvilignes  pour  leqviel  on  ait  constamment  A  =  B.  Un  pareil 
système  porte  le  nom  de  système  isotherme.  On  lui  donne  encore 
le  nom  de  système  isométrique,  qui  est  dû  à  M.  O.  Bonnet  et 
qui  rappelle  le  fait  suivant  :  Si  Von  convient  de  prendre  tou- 
jours d<x  =:  d^^  un  système  de  coordonnées  isothermes  partage 
la  surface  en  carrés  infiniment  petits. 

Supposons  que  nous  ayons  choisi  un  système  isotherme  pour 
système  de  coordonnées  curvilignes  relatives  à  notre  surface,  et 
voyons  ce  que  deviennent  les  conditions  (28)  et  (29)  qui  déter- 
minent la  fonction  V  : 

1°  En  tout  point  de  la  lame,  nous  aurons 

2"  En  tout  point  du  bord  de  la  lame,  nous  aurons 

^    ^'  dx  dl  ^  d^  dl  ~  "' 
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3°  Le  long  des  bords  /,,  /o  des  électrodes,  nous  aurons 
(32)  V-V„        V  =  V2. 

Le  problème  analytique  auquel  se  ramène  maintenant  la  déter- 
mination de  la  fonction  V  est  identique  au  problème  auquel  nous 
avait  amené  l'étude  du  mouvement  permanent  de  l'électricité 
dans  une  plaque.  Si  donc  on  sait  trouver,  à  la  surface  d'une 
lame  courbe,  un  système  de  coordonnées  isothermes,  V étude 
du  mouvement  permanent  de  V électricité  dans  cette  lame  est 
ramenée  au  même  problème  analytique  que  l'étude  du  mou- 
vement de  V électricité  dans  une  plaque. 

Cette  relation  va  devenir  plus  claire  encore  par  les  développe- 
ments suivants  : 

Rappelons  d'abord  les  propriétés  géométriques  des  systèmes 
isothermes,  telles  que  Gauss  les  a  établies  ('). 

Supposons  que,  sur  une  surface,  on  connaisse  un  système  iso- 
therme. Au  point  P(a,  [3)  de  la  surface,  faisons  correspondre  sur 
un  plan  un  point />(^,jk),  dont  les  coordonnées  rectangulaires  :r,  r 
aient  pour  valeurs  respectives 

37  =  a,         j'  =  p. 

A  toute  figure  infiniment  petite  tracée  sur  la  surface  cette  loi 
fait  correspondre  une  figure  infiniment  petite  semblable  tracée 
sur  le  plan.  On  dit  qu'une  semblable  correspondance  fournit  une 
représentation  conforme  ou  un  tracé  géographique  de  la  sur- 
face sur  le  plan.  L'angle  de  deux  lignes  tracées  sur  la  surface  est 
égal  à  l'angle  des  deux  lignes  qui  les  représentent  sur  le  tracé  géo- 
graphique. 

Réciproquement,  si  l'on  a  le  tracé  géographique  d'une  surface 
sur  un  plan,  tout  système  de  coordonnées  rectiljgnes  et  rectangu- 
laires sur  ce  plan  est  la  représentation  d'un  système  isotherme  de 
la  surface. 

Ces  propositions  montrent  que  la  recherche  d'un  système  iso- 


(')  Gauss,  Allgenieiiie  Auflosung  der  Aufgabe  die  Tlieile  eiiier  gegebeneii 

Flàche  auf  einer  andern  gegebenen  Flàche  so  abziibilden  dass  die  Abbildung 

dem  Abgebildeten  in   den  kleinsten  Theilen  àhnlich  wird  (Gauss,    Werke, 

Bd.  IV,  p.  193).  —  G.  Darboux,  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  t.  I,  p.  146. 

D.  -  I.  28 
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therme  sur  une  surface  est  équivalente  à  la  recherche  d'un  mode 
de  représentation  conforme  de  cette  surface  sur  un  plan. 

Si  donc,  à  la  surface  de  la  lame  en  laquelle  nous  voulons  étu- 
dier le  mouvement  permanent  de  l'électricité,  nous  savons  trouver 
un  système  isotherme,  nous  savons,  par  cela  même,  faire  le  tracé 
géographique  de  la  lame  sur  un  plan.  Ce  tracé  nous  dessinera  une 
plaque,  dont  le  hord  et  les  électrodes  seront  les  images  du  bord 
et  des  électrodes  de  la  lame  étudiée. 

On  peut  toujours  supposer  que  la  correspondance  entre  la  lame 
et  sa  représentation  ait  été  obtenue  en  égalant  respectivement 
k  X  et  à  y  les  paramètres  a,  ^  du  système  isotherme  pris,  sur  la 
lame,  pour  système  de  coordonnées.  La  fonction  V(a,  [3)  se  trans- 
formera par  là  en  une  fonction  Ni^x^y')^  qui  présentera  les  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  En  vertu  de  l'égalité  (3o),  en  tout  point  de  Ia plaque  ,  image 
de  la  lame,  on  aura 

2°  En  tout  point  du  contour  des  électrodes  de  la  plaque,  images 
des  électrodes  de  la  lame,  on  aura,  en  vertu  des  égalités  (Sa), 

3'^  En  tout  point  du  bord  de  la  plaque,  image  du  bord  de  la 
lame,  on  aura,  en  vertu  de  l'égalité  (3i), 

^•="' 

N,-  étant  la  normale  au  bord  de  la  plaque  vers  l'intérieur  de  cette 
plaque. 

Ainsi,  la  fonction  V(a,  [^),  qui  résout  sur  la  lame  le  problème 
du  mouvement  permanent  de  l'électricité,  est  identique  à  la  fonc- 
tion V(^,  y)  qui  résout  le  même  problème  pour  la  plaque,  repré- 
sentation conforme  de  la  lame,  et  nous  pouvons  énoncer  la  propo- 
sition suivante  : 

Lorsqu'on  sait  faire  sur  un  plan  le  tracé  géographique 
d'une  lame  courbe  et  trouver  le  mouvement  permanent  de 
V électricité  dans  une  plaque  coulée  sur  ce  tracé,  on  sait  trou- 
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ver  le  mouvement  permanent  de  l'électricité  dans  la   lame 
courbe. 

Ces  théorèmes,  dont  il  serait  difficile  de  citer  l'inventeur,  tant 
ils  sont  intimement  liés  à  une  foule  de  questions  d'analyse,  ont  été 
donnés  explicitement  par  G.  Rirchhoff('). 

Démontrons  encore,  pour  terminer  cette  étude,  ce  beau  théo- 
rème : 

Lorsque  V électricité  se  meut  dans  une  lame  d'un  mouve- 
ment permanent ,  les  lignes  d'égal  niveau  potentiel  et  les 
lignes  de  flux  forment  toujours  un  système  isotherme. 

Ces  deux  familles  de  lignes,  lignes  équipolentielles  et  lignes  de 
flux,  forment  toujours,  en  effet,  un  système  orthogonal.  Nous 
pouvons  donc  supposer  que  l'on  ait  pris  ces  lignes  comme  sys- 
tème de  coordonnées  curvilignes  à  la  surface  de  la  lame,  les  lignes  a 
coïncidant  avec  les  lignes  éqiiipotentielles,  et  les  lignes  ^  avec  les 
lignes  de  flux. 

On  devra  toujours  avoir  l'égalité 

(  ^\  «>  /B  ^\       _^   /A  dW 

Mais,  pour  que  les  lignes  équipotentielles  coïncident  avec  les 
lignes 

P  =  const., 

il  faut  que  V  ne  dépende  que  de  a,  ce  qui  réduit  l'équation  (28)  à 

d  /B  dY\ 


ôx  \A.   doL  J 


On  a  donc,  en  désignant  par  W(^)  une  certaine  fonction  de  [i, 


A  d%       ^^^ 


(*)  G.  KmcHHOFF,  Ueber  die  stationàren  elektrischen  Strômungen  in  einer 
gekriimmten  leitenden  Flàche  {Monatsber.  der  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten  zu  Berlin,  19  juillet  1875.  —  Kirchhoff's  Abhandlungen,  p.  56).  —  Sur  les 
relations  que  ces  théorèmes  présentent  avec  la  théorie  des  fonctions  analytiques, 
voir  l'Ouvrage  déjà  cité  de  M-  F.  Klein,  Ueber  Rieniann's  Théorie  der  alge- 
braischen  Functionen  und  ihrer  Intégrale  (Leipzig,  1882). 
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dV 
D'ailleurs,  -^  ne  dépend  que  de  a;  si  nous  désignons  cette  fonc- 
tion de  a  par  $(a),  nous  aurons 

et  l'égalité  (19)  deviendra 

«?52=  X2(a,  [B)[<i>2(a)^a2H- W2(P)^j32]. 

Faisons  maintenant  le  changement  de  variables  suivant,  change- 
ment qui  ne  modifiera  pas  les  lignes  coordonnées  : 

a'=   /     ^(a)  da, 

La  fonction  ).(a,  [i)  se  transformera  en  une  fonction  4^(a',  |i'), 
et  nous  aurons 

Le  système  des  lignes 

a'=const.,         [B'=const. 

forme  donc  un  système  isotherme;  et,  comme  ce  système  coïncide 
avec  le  système 

a  =  cons!.,         p  =  const., 

le  théorème  énoncé  se  trouve  démontré. 

M.  Boltzmann  (»),  G.  Kirchhofï  (2),  É.  Mathieu  (3)  ont  ré- 
solu complètement,  au  moyen  de  ces  principes,  le  problème  du 
mouvement  de  l'électricité  dans  certaines  surfaces.  Nous  ren- 
voyons le  lecteur  à  leurs  travaux,  et  notamment  au  Traité  de 
É.  Mathieu. 


(')  Boltzmann,  Ueber  die  Bewegung  der  Elektricitàt  in  krummen  Flâchen 
{Sitzungsber.  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  t.  LU, 
p.  2i4;  i855). 

(')    G.    KiRCHHOFF,   loC.cit. 

(')  É.  Mathieu,  Théorie  de  l' Électrodynamique.  Paris,  1888. 
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CHAPITRE  YI. 

LA    LOI    DE    JOULE. 


Lorsqu'un  conducteur  linéaire  est  traversé  par  un  courant  per- 
manent, il  s'échaufï'e;  les  lois  de  cet  échauffement  ont  été  déter- 
minées expérimentalement,  à  partir  de  i84o,  par  Joule  ('  ),  Lenz  (2) 
et  M.  Edmond  Becquerel  (^).  Le  résultat  auquel  ils  sont  parvenus 
peut  se  résumer  dans  la  loi  suivante,  qui  porte  le  nom  de  loi  de 
Joule  : 

Lorsqu'un  conducteur  linéaire  et  homogène,  ayant  en  tout 
point  la  même  température,  est  parcouru  par  un  courant  per- 
manent, chaque  élément  ds  de  ce  fil  devient  une  source  de  cha- 
leur. Dans  le  temps  dt^  cet  élément  dégage  une  quantité  de 
chaleur  dont  la  valeur  dQ  est  donnée  par  P égalité 

(i)  Ed()=-Ri'^dsdt, 

E  étant  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur, 
Kds  la  résistance  de  r élément  ds, 
J  l'intensité  du  courant. 

Celte  loi  peut  également  se  mettre  sous  une  autre  forme. 

Soient  V  la  valeur  de  la  fonction  potentielle  à  l'origine  de  l'élé- 
ment ds  ^\  (^  +  ir  ^^)  ^^  valeur  à  l'extrémité  du  même  élément; 
la  loi  d'Ohm  nous  donne 

RJ  o?i-  =  —  £  — -  ds. 
as 


(')  Joule,  On  the  heat  evolved  by  nietallic  conductors  of  electricity,  and 
in  the  cells  of  a  battery  during  electrolysis  (  Proceedings  of  the  Royal  So- 
ciety, 17  décembre  i84o  ;  Philosophical  Magazine,  3'  série,  t.  XIX,  p.  260;  1841, 
et  t.  XX,  p.  204  ;  1843). 

(')  Lenz,  Ueber  die  Gezetze  der  Wârme-Entwickelung  durch  den  galva- 
nischen  Strom  (Poggendorff's  Annalen,  t.  LXI,  p.  44;  i844)- 

(')  Edmond  Becquerel,  Des  lois  du  dégagement  de  la  chaleur  pendant  le 
passage  des  courants  électriques  à  travers  les  corps  solides  et  liquides  {An- 
nales de  Chimie  et  de  Physique,  3'  série,  t.  IX,  p.  21  ;  i843). 
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L'égalité  (i)  peut  être  alors  remplacée  par  la  suivante  : 

dV 
(■2)  ^dÇl  =  —  z-T-idsdt. 

G.  Kirclihofr(<)  a  montré  comment  on  pouvait  étendre  l'énoncé 
de  la  loi  de  Joule  aux  courants  permanents  qui  parcourent  un 
conducteur  étendu  en  toutes  dimensions. 

Considérons,  à  l'intérieur  d'un  conducteur  homogène,  parcouru 
par  des  courants  permanents,  un  canal  infiniment  délié  dont  les 
parois  sont  engendrées  par  une  suite  de  lignes  de  flux  {fi g-  87). 

Fig.  87. 


Il  est  naturel  d'assimiler  un  semblable  canal  à  un  conducteur 
linéaire  parcouru  par  un  courant  permanent. 

Coupons  ce  canal  par  deux  sections  normales  co,  to',  dont  la  dis- 
tance infiniment  petite,  MM',  soit  égale  à  ds.  Si  nous  assimilons 
notre  petit  canal  à  un  conducteur  linéaire,  l'intensité  du  courant 
qui  le  traverse  en  M  aura  pour  valeur 

J  =  iiù, 

i  étant  le  flux  électrique  au  point  M;  la  résistance  de  l'élément  MM 
sera 

R  f/5  =  —  ds, 

Si.  étant  la  résistance  spécifique  de  la  substance  qui  forme  le  con- 
ducteur. Nous  sommes  donc  amenés,  en  appliquant  la  formule  (i) 
au  segment  compris  entre  les  deux  sections  o),  w',  à  supposer  que 
ce  segment  dégage,  dans  le  temps  dt,  une  quantité  de  chaleur 
donnée  par  l'égalité 

E(iQ  =Sltùi^dsdt. 


(')  G.  KiRCiiHOFF,  Ueber  die  Anwendbarkeit  der  Formeln  fur  die  Intensi- 
tâten  der  galvanischen  Strôme  in  einem  System  Unearer  Leiter  auf  Système, 
die  zum  Theil  aus  nicht  linearen  Leitern  bestehen  {Poggendorff's  Annalen, 
Bd.  LXXV,  p.  189;  1888.  —  Kirchhoff's  Abhandlungen,  p.  33). 
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Mais,  d'autre  part,  si  l'on  désigne  par  u,  v^  iv  les  composantes 
du  flux  électrique  au  point  M,  on  a 

J^a  quantité  iii  ds  n'est  autre  chose  que  le  volume  du  petit  segment 
compris  entre  les  sections  to  et  w'.  On  arrive  donc  ainsi  à  l'énoncé 
suivant,  qui  est  l'extension  de  la  loi  de  Joule  à  un  conducteur 
d'étendue  finie  en  toutes  dimensions  : 

Lorsqu  un  conducteur  homogène,  dont  tous  les  points  sont  à 
la  même  température,  est  parcouru  par  un  courant  perma- 
nent, chaque  élément  de  volume  dx  dy  dz  de  ce  conducteur 
dégage,  dans  le  temps  dt^  une  quantité  de  chaleur  o?Q  donnée 
par  la  formule 

(3)  Ed<^  =  S^{u'^-^v'^^w^)dxdydzdt. 

Cette  égalité  peut  se  transformer  comme  nous  avons  transformé 
l'égalité  (i)  ;  en  effet,  la  loi  d'Ohm  donne 

ox 

S\,v    =  —  £—-, 

ày 

^  (V   =  —  s  -r-  . 

dz 
En  vertu  de  ces  relations,  l'égalité  (3)  peut  s'écrire  : 

/c)V  d\         ôW     \ 

(4)  ^d^l^-zi^^u-^  —v-^^w'jdxdydzdt. 

R.  Clausius  (')  a  donné  des  équations  (2)  et  (4)  un  énoncé 
qu'il  est  intéressant  de  connaître. 

Le  potentiel  électrostatique  d'un  système  ayant  pour  expression 

expression  dans  laquelle  la  sommation  s'étend  à  toutes  les  charges 


(•)  R.  Clausius,  Ueber  die  bei  einem  stationâren  elektrischen  Strome  in  dem 
Leiter  gethane  Arbeit  und  erzeiigte  Wàrme  {Poggendorff's  Annalen, 
Bd.  LXXXVII,  p.  4i5;  i852.  —  Mémoires  sur  la  Théorie  mécanique  de  la  cha- 
leur, traduits  par  Folie,  t.  II,  p.  ii4). 
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du  sjslème,  lorsque  la  distribution  électrique  subit  une  variation 
infinimenl  petite,  ce  potentiel  éprouve  une  variation 

(5)  o\y  =  z\\èg, 

ùq  étant  la  variation  de  la  charge  électrique  au  point  où  la  fonc- 
tion potentielle  a  la  valeur  V. 

Cela  posé,  envisageons  tout  d'abord  un  segment  MM'  de  con- 
ducteur linéaire  et  homogène,  traversé  de  M  en  M'  par  un  courant 
permanent  d'intensité  J.  Dans  le  temps  dl,  ce  segment  dégage, 
d'après  l'égalité  (2),  une  quantité  de  chaleur  c/Q  donnée  par 

ErfQ  =  —  z(y—\)idf. 

Imaginons  que,  pendant  le  temps  dt,  le  segment  MM'  ait  été 
parcouru  par  le  courant  uniforme  d'intensité  J,  mais  que  l'électri- 
cité soit  demeurée  en  repos  sur  tout  le  reste  du  système.  La  distri- 
bution électrique  sur  le  système  aurait  alors,  dans  le  temps  dt, 
subi  une  variation  ;  la  charge  au  point  M  aurait  diminué  de  J  dt,  et 
la  charge  au  point  M'  aurait  augmenté  de  la  même  quantité. 
D'après  l'égalité  (5),  le  potentiel  électrostatique  du  système  aurait 
augmenté  de 

8W  =  e(V'— V)J^;. 

La  comparaison  des  deux  égalités  que  nous  venons  d'écrire  con- 
duit à  la  proposition  suivante  : 

Soit  MM'  un  segment  linéaire,  homogène,  d'un  conducteur 
parcouru  par  un  courant  permanent.  Il  dégage,  dans  le 
temps  dt,  la  quantité  de  chaleur  dQ  que  l'on  peut  calculer  de 
la  manière  suivante  :  supposons  que,  dans  le  temps  dt,  le  seg- 
ment MM'  ait  été  parcouru  par  le  courant  permanent  qui  le 
parcourt  en  réalité,  tandis  que  le  reste  du  système  n'aurait 
été  parcouru  par  aucun  courant.  La  distribution  électrique 
sur  le  système  aurait  subi  un  certain  changement,  entraînant 
une  certaine  variation  oW  du  potentiel  électrostatique  du  sys- 
tème, et  Von  aurait 

(G)  E^Q=— ûW. 

Ce  théorème  peut  s'étendre  de  la  manière  suivante  aux  conduc- 
teurs à  trois  dimensions  : 


CHAP.    VI.   —   I.A    LOI    DE   JOULE.  44' 

A  l'inlérieur  d'un  conducteur  homogène,  ayant  en  tout  point  la 
même  température,  parcouru  par  des  courants  permanents,  tra- 
çons une  surface  fermée  S  (^fig-  88).  La  partie  du  conducteur  si- 


tuée à  l'intérieur  du  conducteur  dégage,  dans  le  temps  dt^  une 
quantiué  de  chaleur  û^Q,  et  l'on  a,  d'après  l'égalité  (4), 

ErfQ =-srf/yyy(-^«H-  ^.-^  ^\.)  dxdydz, 

l'intégrale  triple  s'étendant  au  volume  que  limite  la  surface  S. 

Soit  JN/  la  normale  à  la  surface  S  vers  l'intérieur  de  cette  sur- 
face. Une  intégration  par  parties  donne  : 

=  —  V  V[?f  cos(N/,  x)-^  V  cos(N/,_7)  -+-  w  cos(N;,  z)\  dS 

Si  l'on  remarque  d'ailleurs  que,  les  courants  étant  permanents, 
on  a,  en  tout  point  intérieur  à  la  surface  S, 

du       ôv       ôw 

T"  -^  T"  +  X"  =  ^' 
ox       oy        az 

on  voit  que  l'on  peut  écrire 

(7)     Efi?Q  =  £C^^  C  V[«cos(N,-,  ar)4-pcos(N/,  7)-r-  tv  cos(N/,  z)]  rfS. 

Imaginons,  d'autre  part,  que  l'espace  intérieur  à  la  surface  S 
demeure  traversé,  pendant  le  temps  dt^  pa^  les  courants  perma- 
nents qui  le  traversent  en  réalité,  tandis  que  l'électricité  serait  en 
repos  sur  le  reste  du  système.  La  distribution  électrique  sur  le 
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système  subirait  un  certain  changemenl  que  nous  pouvons  déter- 
miner. 

La  charge  électrique  en  un  point  extérieur  à  la  surface  S  ne  su- 
birait aucvin  changement,  puisque,  en  ce  point,  il  n'y  aurait  aucun 
courant. 

La  charge  électrique  en  un  point  intérieur  à  la  surface  S  ne  su- 
birait non  plus  aucun  changement,  puisque,  en  ce  point,  le  cou- 
rant serait  uniforme. 

Mais  il  n'en  serait  plus  de  même  en  un  point  de  la  surface  S. 
L'élément  c/S  de  la  surface  S  acquerrait,  dans  le  temps  dt^  une 
charge 

0^  =  —  dt\u  cos(N/,  a-)  -+-  f  cos(N/,  y)  -t-  w  cos(N,-,  z)\  dS. 

Ce  changement  de  distribution  électrique  entraînerait  une  va- 
riation du  potentiel  électrostatique,  ayant  pour  valeur,  d'après  la 
formule  (5), 

(8)     SW  ^-  —  zdt  C  V[i<cos(N/,a7)  +  pcos(N^,  jK)  +  ff  cos(N,-,  s)]c?S. 

Le  rapprochement  des  égalités  (7)  et  (8)  conduit  à  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

A  l'intérieur  d'un  conducteur  homogène ,  ayant  en  tout 
point  la  même  température  et  parcouru  par  des  courants  per- 
manents, traçons  une  surface  fermée.  La  partie  du  conduc- 
teur qu' enferme  cette  surface  dégage^  dans  le  temps  dt.^  une 
quantité  de  chaleur  <iQ  que  Von  peut  calculer  de  la  manière 
suivante  :  supposons  cjue,  dans  le  temps  dt,  cette  portion  du 
conducteur  ait  été  parcourue  par  les  courants  qui  la  parcou- 
rent en  réalité,  tandis  que  le  reste  du  système  n^ aurait  été 
parcouru  par  aucun  courant.  La  distribution  électrique  sur  le 
système  aurait  subi  une  certaine  modification,  entraînant  une 
variation  8W  du  potentiel  électrostatique,  et  Von  aurait 
(6  bis)  E^Q=  — 8VV. 

Sir  W.  Thomson  (  '  )  et  R.  Clausius   (-)  ont  cherché  à  prouver 


(  '  )  Sir  W.  Thomson,  Applications  of  the  principle  of  mechanical  effect  to 
the  measurement  of  electro-motive  forces  and  of  galvanic  résistances,  in  ab- 
solute  units  {Philosophical  Magazine,  4"  série,  t.  II,  p.  55i;  i85i.  —  Thomson's 
mathematical  and  physical  papers,  Vol.  I,  p.  490)- 

{')  R.  Clausius,  toc.  cit. 
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que  ce  théorème  fondamental  était  une  coriséquence  directe  du 
principe  de  la  conservation  de  l'énergie  et  des  lois  de  Coulomb. 
Comme  ce  tliéorème  établit  un  lien  entre  la  loi  de  Joule,  énoncée 
par  les  égalités  (i)  et  (3),  et  la  loi  d'Ohm,  on  voit  que,  d'après 
ces  physiciens,  la  loi  de  Joule  est  une  conséquence  du  principe  de 
la  conservation  de  l'énergie,  des  lois  de  Coulomb  et  de  la  loi 
d'Ohm,  et  qu'elle  ne  constitue  pas  une  quatrième  loi,  essentiel- 
lement distincte  des  trois  premières. 

Bien  que  leur  manière  de  voir  ait  été  adoptée  par  la  plupart  des 
physiciens,  on  ne  saurait  cependant  regarder  leurs  déductions 
comme  valables.  Il  est,  en  effet,  impossible  d'appliquer  le  principe 
de  la  conservation  de  l'énergie  à  un  courant  permanent,  alors  que 
nous  ne  possédons  encore  aucun  renseignement  sur  la  forme  de 
l'énergie  interne  d'un  système  qui  renferme  des  courants;  aussi 
l'étude  des  raisonnements  donnés  par  Sir  W.  Thomson  et  par 
Clausius  révélera-t-elle  au  lecteur  attentif  un  grand  nombre  d'hy- 
pothèses admises  implicitement  par  ces  auteurs. 

Toutefois,  les  recherches  de  Sir  W.  Thomson  et  de  R.  Clausius 
suggèrent  l'idée  de  faire  subir  une  transformation  au  théorème 
que  nous  venons  de  démontrer;  et  cette  transformation  est  utile, 
car  elle  nous  fournira  une  proposition  qui  peut  s'étendre  sans  er- 
reur à  des  cas  auxquels  la  loi  d'Ohm  et  la  loi  de  Jovile  ne  sont 
plus  applicables. 

A  l'intérieur  d'un  conducteur  homogène,  dont  tous  les  points 
sont  à  la  même  température  et  qui  est  parcouru  par  des  courants 
permanents,  traçons  encore  une  surface  fermée  S.  Imaginons  que, 
pendant  le  temps  dt^  les  courants  demeurent,  à  l'intérieur  de  cette 
surface,  ce  qu'ils  sont  en  réalité,  tandis  qu'à  l'extérieur  ils  seraient 
tous  égaux  à  o. 

Si  l'on  définissait  l'état  du  conducteur  sans  faire  entrer  en  ligne 
de  compte  les  variables  qui  fixent  le  flux  en  chaque  point  (ce  que 
nous  nommerons  l'état  du  conducteur  supposé  sans  courant)^ 
cet  état  aurait  subi,  pendant  le  temps  dt^  une  certaine  modifica- 
tion ;  dans  le  cas  actuel,  cette  modification  se  réduirait  à  un  chan- 
gement de  distribution  électrique. 

Cette  modification  ferait  subir  une  variation  SU  à  l'énergie  in- 
terne du  système  supposé  sans  courant. 

Or  on  connaît  la  forme  de  l'énergie  interne  U  du  système  sup- 
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posé  sans  courant;  cette  forme  est  donnée  par  l'égalité  (19)  du 
Chapitre  II  du  Livre  IV  : 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  la  modification  considérée,  on  a 
simplement 

E  oU  =  oW. 

En  rapprochant  celte  égalité  de  Fégalité  (6  his),  on  est  conduit 
à  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Un  conducteur  métallique,  homogène,  ayant  en  tout  point 
la  même  température,  est  parcouru  par  des  courants  perma- 
nents. Une  surface  fermée  S  isole,  à  son  intérieur,  une  cer- 
taine région.  Cette  région  dégage,  dans  le  temps  dt ^  une 
quantité  de  chaleur  dQ^  que  l'on  peut  calculer  de  la  manière 
suivante  : 

Imaginons  que  les  courants  demeurent  ce  qu'ils  sont  à  l'in- 
térieur de  la  surface  S  et  s' annulent  à  l'extérieur  de  cette  sur- 
face; il  y  aurait  alors,  dans  le  temps  dt^  une  certaine  varia- 
tion dans  l'ensemble  des  variables  qui  définissent  l'état  du 
système  supposé  sans  courant;  ce  changement  entraînerait  un 
dégagement  de  chaleur  dQ'  dans  le  système  supposé  sans  cou- 
rant, et  l'on  aurait 

(9)  dQ  =  dQ'. 

Dans  les  Chapitres  suivants,  nous  étendrons  cette  proposition  à 
tous  les  systèmes  conducteurs  parcourus  par  des  courants  perma- 
nents, qu'ils  soient  électroljsables  ou  non,  homogènes  ou  non, 
qu'ils  aient  ou  non  en  tout  point  la  même  température.  Cette  pro- 
position, jointe  à  la  proposition  énoncée  à  la  fin  du  §  1  du  Cha- 
pitre IV,  constitue  V ensemble  des  lois  fondamentales  de  l'état 
permanent  ('  ). 


(')  P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  p.  228; 
Paris,  1886. 
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CHAPITRE  VIL 


LA  DIFFERENCE  DE  NIVEAU  POTENTIEL  ENTRE  DEUX  METAUX 
EN  CONTACT. 


§  1 .  — L'équilibre  électrique  sur  un  conducteur  métallique  hétérogène. 

Nous  avons  déjà  établi,  au  Chapitre  I,  la  condition  d'équilibre 
électrique  sur  un  conducteur  formé  de  diverses  substances  métal- 
liques. Nous  avons  vu  que  cette  condition  était  la  suivante  : 

La  quantité  (sV  +  0)  doit  avoir  la  même  valeur  en  tous  les 
points  d'un  même  conducteur  métallique. 

Supposons  que,  parmi  les  substances  diverses  dont  l'assemblage 
forme  un  conducteur  métallique,  se  trouvent  deux  métaux,  a  et  b, 
parfaitement  définis  de  nature  et  d'état.  Soient  0^,  0^  les  valeurs 
que  prend  la  quantité  0  en  des  points  intérieurs  à  chacun  de  ces 
métaux.  Lorsque  l'équilibre  est  établi  sur  le  conducteur,  la  fonc- 
tion potentielle  a  une  même  valeur  V^  en  tous  les  points  intérieurs 
au  premier,  et  une  même  valeur  Vi,  en  tous  les  points  intérieurs 
au  second.  D'après  ce  qui  précède,  on  a 

(I)  V/.-v«  =  - '^(e,-ea). 

Donc,  entre  les  points  intérieurs  à  deux  métaux  réunis  di- 
rectement ou  par  l'intermédiaire  d'autres  métaux,  il  s^ établit, 
lorsque  l'équilibre  électrique  est  réalisé,  une  différence  de 
niveau  potentiel  qui  dépend  exclusivement  de  la  nature  des 
deux  métaux,  et  qui  est  indépendante  de  leur  forme,  de  leur 
grandeur  ;  de  la  forme  et  de  la  grandeur  de  leur  surface  de 
contact;  des  charges  électriques  distribuées  sur  chacun  d'eux; 
enfin  des  métaux  interposés  entre  eux,  s'ils  ne  sont  pas  direc- 
tement au  contact. 
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Ces  diverses  lois  ont  été  énoncées  pour  la  première  fois  par 
Volta('). 

Observons  tout  d'abord  ce  qui  se  passe,  en  vertu  de  cette  loi, 
aux  divers  points  d'un  conducteur  homogène  ou  d'un  conducteur 
hétérogène  dont  la  nature  varie  d'un  point  à  l'autre  d'une  manière 
continue.  Dans  ce  cas,  d'après  les  hypothèses  faites  sur  la  quan- 
tité 0  (Liv.  IV,  Chap.  II),  la  quantité  0  est,  en  tout  point  du  con- 
ducteur, une  fonction  régulière  des  coordonnées  de  ce  point.  Dès 
lors,  la  condition  d'équilibre 

(2)  eV-i-  0  =  consl. 

nous  permet  d'écrire 

AV  =  ~  ^  AB, 

ou  bien,  en  désignant  par  o  la  densité  électrique  au  point  consi- 
déré, 

p  =  —  Ae. 

Ainsi,  dans  toute  région  où  0  demeure  constant,  il  n'y  a  pas 
d'électricité.  Mais,  dans  les  régions  où  0  varie,  il  peut  se  trouver 
de  l'électricité.  Par  conséquent,  à  l'intérieur  d'un  conducteur  sur 
lequel  l'équilibre  électrique  est  établi,  il  peut  y  avoir  de  l'électri- 
cité : 

1°  Si  la  nature  du  conducteur  varie  ; 

2°  Si  le  conducteur  est  homogène,  à  une  distance  inférieure  à 
()v  -f-  ul)  des  surfaces  terminales. 

Examinons  particulièrement  ce  dernier  cas. 

Nous  avons  déjà  vu  (Chap.  II)  comment,  sur  un  corps  mé- 
tallique homogène  jusqu'au  voisinage  des  surfaces  terminales, 
l'électricité  se  distribue   à   l'approche  de  l'isolant  qui  confine  au 


(')  VoLTA,  Sur  l'Électricité  dite  galvanique  {Annales  de  Chimie  et  de  Phy- 
sique,!^" série,  t.  XL,  p.  225;  1801).  Volta  employait,  dans  l'énoncé  des  lois  qu'il  a 
découvertes,  le  terme,  quelque  peu  obscur,  de  différence  de  tension  électrique 
entre  deux  métaux.  Cette  différence  a  été,  pour  la  première  fois,  regardée  comme 
une  différence  de  niveau  potentiel  par  G.  Kirchhoff,  dans  son  Mémoire  :  Ueber 
eine  Ableitung  der  Ohm'schen  Gesetze,  welche  sich  an  die  Théorie  der  Elek- 
trostatik  anschliesst  {Poggendorff's  Annalen,  Bd.  LXXVIII,  p.  5o6;  1849.  — 
Kirchhoff' s  Abhandlungen,  p.  49)- 
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corps.  Voyons  maintenant  comment  elle  se  distribue  dans  les  ré- 
gions voisines  de  la  surface  par  laquelle  le  métal  confine  à  un 
autre  métal,  homogène,  lui  aussi,  jusqu'au  voisinage  de  ses  li- 
mites. 

Nous  admettrons  qu'en  un  point  M  du  corps  a,  situé  à  une  dis- 
tance /,  inférieure  à  (X  -(-  |ji.)  de  la  surface  qui  sépare  le  corps  a 
du  corps  b,  surface  dont  le  rayon  de  courbure  est  supposé  très 
grand  par  rapport  k  (\-+-  [x),  %  et  A6  ont  des  valeurs  qui  dépen- 
dent seulement  de  la  nature  des  deux  corps  a  et  6  et  de  la  distance  /. 
Nous  désignerons  ces  valeurs  par  0(a,  6,  /)  et  A0(«,  b,  l).  Il  en 
résulte  qu'une  surface  parallèle  à  la  surface  de  séparation  des  deux 
corps  a  et  b  est  à  la  fois  une  surface  de  niveau  et  une  surface 
d'égale  densité  électrique.  La  densité  électrique  y  a  une  valeur 
p(a,  b,  l)  qui,  elle  aussi,  dépend  uniquement  de  la  nature  des 
deux  corps  a  el  b  et  de  la  distance  /  de  la  surface  considérée  à  la 
surface  de  séparation. 

Lorsque  /  égale  ou  surpasse  (À  -+-  [jl),  p(rt,  b,  l)  prend  la  valeur  o 
et  0(«,  b,  l)  prend  la  valeur  0«,  qui  dépend  uniquement  de  la  na- 
ture du  corps  a. 

La  surface  de  séparation  des  deux  corps  a  cl  b  peut-elle  renfer- 
mer une  distribution  électrique  superficielle? 

Par  un  point  M  de  cette  surface  (Jig-  89),  menons  une  nor- 

Fig.  89. 

A»» 


M 


6 


maie  N^  vers  l'intérieur  du  corps  a,  et  une  normale  N^  vers  l'inté- 
rieur du  corps  b.  S'il  existe  au  point  M  une  distribution  superfi- 
cielle, elle  a  pour  densité 


_£V         dY_ 
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Mais  la  condition  (2)  donne 

6(a,  o,  o), 
0(6,  a,  o)  ; 


on  a  donc 


dNa  " 

ec^N, 

dY 

I     d 

t  dNh 

i^s[dr«^(«'^'«)-^dN;^(^'«'^)]- 


D'ailleurs,  par  hjpothèse  (Liv.  IV,  Chap.  II),  les  dérivées  par- 
tielles dvi  premier  ordre  de  la  quantité  0  sont  continues,  même  à 
la  traversée  de  la  surface  de  contact  de  deux  conducteurs.  On  a 
donc 

(7  =  0. 

//  n'y  a  pas  d'électricité  siu'  la  surface  de  séparation  «,  b\ 
il  y  en  a  seulement  au  voisinage  de  cette  surface. 

Nous  avons  vu  comment  l'électricité  était  distribuée  à  l'intérieur 
du  corps  a  au  voisinage  du  corps  h\  elle  est  distribuée  d'une  ma- 
nière analogue  à  l'intérieur  du  corps  h  au  voisinage  du  corps  a; 
l'ensemble  de  ces  deux  distributions  possède  une  propriété  remar- 
quable. 

Prenons  un  élément  i/S  de  la  surface  de  séparation  («,  6) 
{^fig.  90);  au  contour  de  cet  élément,  circonscrivons  un   petit  cy- 

Fig.  90. 

M, ^N 


A% 


— Ja.,1) 
h 


lindre,  normal  à  la  surface,  et  limitons-le,  de  part  et  d'autre  de  la 
surface  («,  b\  par  deux  bases  MIN,  PQ,  parallèles  à  la  surface 
(a,  6),  et  dont  la  distance  à  cette  surface  dépasse  un  peu  (X  +  jjl). 

A  ce  petit  cylindre,  appliquons  les  lemmes  de  Gauss. 

Pour  tout  élément  superficiel  diù  de  la  partie  latérale  du  petit 

dY 
cylindre,  on  a  -r^  =  o,  puisque  les  générations  de  ce  petit  cylindre 
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sont  normales  aux  surfaces  parallèles  à  (a,  b),  qui  sont  les  surfaces 

de  niveau.  Pour  tout  élément  superficiel  des  deux  bases  MN,  PQ, 

....  •        r    1  à\  .  . 

qui  limitent  ce  petit  cylindre,  nous  avons  -^  =  o,  puisque,  a  une 

distance  supérieure  à  (Xh-  [jl)  de  la  surface  («,  b),  0,  et  par  con- 
séquent V,  ne  varient  plus.  Nous  avons  donc,  pour  le  petit  cy- 
lindre tout  entier, 

S-^,  d(3i  =  o, 

ce  qui  prouve  qu'il  renferme  autant  d'électricité  positive  que 
d'électricité  négative. 

Ainsi,  l' électricité  distribuée  au  voisinage  de  la  surface  de 
contact  de  deux  métaux  homogènes  forme  une  couche  double, 
lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  ('). 

Ces  remarques  vont  nous  permettre  d'expliquer  théoriquement 
une  expérience,  due  à  M.  Pellat  (-),  par  laquelle  on  peut,  dans 
les  cours,  mettre  en  évidence  l'existence  de  la  différence  de  niveau 

Fig.  91. 


potentiel  au  contact  de  deux  métaux.  L'expérience  en  question  se 
fait  ordinairement  avec  un  condensateur  à  plateaux.  Pour  en  faire 
la  théorie,  nous  remplacerons  le  condensateur  à  plateaux  par  un 
condensateur  sphérique. 

Imaginons  quatre  sphères  concentriques  S,,  S2,  Sa,  S4  {fig.  91). 

(")  Voyez  H.  von  Helmiioltz,  Studien  iiber  elektrisclie  Grenzscliichten 
{Wiedemann's  Annalen,  t.  VII,  p.  337;  1879. —  Helmholtz  wissenscha/tliclie 
Abhandlungen,  t.  I,  p.  885).  —  P.  Duhem,  Sur  la  pression  électrique  et  les 
phénomènes  électrocapillaires  ;  I'°  Partie,  De  la  pression  électrique  {Annales 
de  l'École  Normale  supérieure,  3'  série,  t.  V,  p.  97;  1888). 

(*)  Pellat,  Différence  de  potentiel  des  couches  électriques  qui  recouvrent 
deux  métaux  au  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  5°  série,  t.  XXIV, 
p.  5;  1881). 

D.  -  I.  29 
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Elles  partagent  l'espace  en  cinq  régions,  que  nous  numérotons,  à 
partir  du  centre,  1,  2,  3,  4,  5.  La  région  5  est  illimitée. 

INovis  supposerons  la  région  2  remplie  d'une  matière  conduc- 
trice a,  la  région  4  remplie  d'une  autre  matière  conductrice  b,  et 
les  régions  1,  3  et  o  remplies  d'un  même  isolant  i. 

Supposons  que,  dans  une  première  expérience,  les  surfaces  S,, 
Sa 5  S3,  S/,  ne  portent  que  leur  électricité  naturelle  et  que  les  deux 
sphères  soient  isolées  l'une  de  l'autre.  Il  est  aisé  de  voir  que  le 
système  sera  en  équilibre. 

Les  diverses  surfaces  sphériques  portant  chacune  une  couche 
double,  la  fonction  potentielle,  en  tout  point  de  la  région  5,  aura 

la  valeur 

¥5=0. 

Au  moment  où  l'on  franchit  la  surface  S/,,  la  fonction  poten- 
tielle commence  à  varier  de  telle  façon  que  l'on  ait  constamment 

£V-H  e  =  e(è,  i,o). 

Si  l'on  pose 

à  une  distance  supérieure  à  (T^-f-ui)  de  la  surface  S4,  dans  la  ré- 
gion 4,  on  aura 

Au  moment  où  l'on  approchera  de  la  surface  S3 ,  V  variera  de 
nouveau  pour  atteindre,  une  fois  cette  surface  franchie,  la  valeur 

¥3=0. 
Si  l'on  pose 

6(a,i,  o)  —  0(a,  i,  X -f- fj.) 

"  ~     £ ' 

dans  la  région  2,  à  une  distance  supérieure  à  (X-f-[Ji.)  des  sur- 
faces S,  et  So,  on  aura 

Enfin,  dans  la  région  1,  on  aura 

Vi=o. 

Supposons  maintenant  que,  dans  une  seconde  expérience,  l'on 
mette  les  deux   sphères  conductrices  2  et  4  en   communication 
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l'une  avec  l'autre  par  un  fil  métallique  quelconque,  et  la  sphère  2 
en  communication  avec  le  sol.  On  devra  alors  avoir,  pour  l'équi- 
libre, 

^^,  _  e{a,i,l'+-  ^x)  — 6(6,  t,  X  +  p.) 

*  i  '2  —  I  • 

Pour  que  la  dislribution  ne  fût  pas  changée,  il  faudrait  que  l'on 
eût 

et,  par  conséquent. 

Si  a,  i.  A  -I-  [x)  —  6(6,  i,  X  -+-  [x) 


ce  qui  entraînerait 

6(a,  i,  o)  =  6(6,  i,  o), 


K/, —  Ka, 


condition  qui  ne  sera  pas  réalisée,  en  général,  si  les  deux  métaux  a 
et  b  ne  sont  pas  identiques. 

Si  cette  condition  n'est  pas  réalisée,  l'état  d'équilibre  qui  s'éta- 
blit dans  la  seconde  expérience  n'est  pas  identique  à  celui  qui 
s'établit  dans  la  première.  Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  nouvel 
état  d'équilibre,  les  deux  surfaces  S)  et  S^  ne  portent  que  leur 
électricité  naturelle;  mais  les  deux  surfaces  Sa  et  Sg  portent,  outre 
leur  électrisation  naturelle,  des  quantités  d'électricité  libre  égales 
et  de  signe  contraire.  Soient  Q,j  la  charge  distribuée  sur  la  sur- 
face So  et  —  Qrt  la  charge  distribuée  sur  la  surface  S.,.  Soient  Ra, 
Rj  les  rayons  de  ces  surfaces.  On  verra  aisément  que  l'on  a 


On  a  donc 
ou  bien 


S(b,  i,  o)  —  6(a,  i,o) 


Supposons  que  l'on  enlève  la  sphère  extérieure  et  que  l'on  me- 
sure la  charge  totale  de  la  sphère  intérieure,  charge  qui  se  réduit 
à  Qa,  puisque,  outre  Qa,  la  sphère  intérieure  ne  renferme  que  des 
couches  doubles.  On  obtiendra  ainsi  une  détermination  expéri- 
mentale de 

6(6,  i,  o)  —  6(«,  i,  o). 
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On  voit  que  ce  procédé  ne  détermine  pas  la  valeur  de 

B{b,  i,  1  -f-  ;ji)  —  &{a,  i,  X  -^  ix), 

qui  serait,  dans  certaines  questions,  la  plus  intéressante  à  con- 
naître. Cet  inconvénient  se  retrouve  dans  les  diverses  méthodes  de 
détermination  de  la  différence  de  niveau  potentiel  de  deux  métaux 
en  contact,  comme  l'ont  signalé  Maxwell  (')  et  M.  Pellat  (-). 

La  méthode  précédente  déterminant  seulement  la  différence  de 
niveau  potentiel  des  couches  électriques  superficielles  distribuées 
sur  les  deux  métaux,  on  conçoit  sans  peine  que  la  moindre  altéra- 
tion superficielle  d'un  de  ces  métaux  fasse  varier  la  quantité  dé- 
terminée par  ce  procédé;  au  contraire,  la  différence  de  niveau  po- 
tentiel entre  les  points  intérieurs  aux  deux  métaux  n'est  point 
modifiée  par  cette  altération. 

§  2.  —  Quelques  théorèmes  sur  l'attraction  des  couches  électriques 

doubles. 

Les  considérations  développées  au  paragraphe  précédent  achè- 
vent de  nous  montrer  l'importance  des  couches  électriques  dou- 
bles que  nous  avions  déjà  eu  à  considérer  au  Chapitre  IL  Aussi 
est-il  indispensable  d'établir  ici  quelques  propositions  très  simples 
sur  l'attraction  de  semblables  couches. 

Ces  théorèmes  reposent  sur  l'expression  de  la  fonction  poten- 
tielle d'une  couche  électrique  double,  expression  que  nous  allons 
établir  tout  d'abord. 

Considérons  une  couche  double  de  très  petite  épaisseur  Çk  -+-  u.). 
Soit  S  la  surface  terminale  qui  limite  cette  couche  double;  la 
surface  S  porte  de  l'électricité  dont  la  densité  superficielle  est  a; 
à  l'intérieur  de  la  couche  double,  la  densité  solide  de  l'électricité 
a  une  valeur  p.  Les  quantités  a-  et  p  ont,  en  général,  des  valeurs 

très  o'randes  de  l'ordre  de  ;; 

"  A  -i-  [X 

Prenons  sur  la  surface  S  un  élément  dS.  Par  le  contour  de  cet 


(')  Maxwell,  Traité  d'Électi-icité  et  de  Magnétisme,  traduit  par  Seligmann- 
Lui,  t.  I,  p.  324. 

(»)  Pellat,  Différence  de  potentiel  des  couches  électriques  qui  recouvrent 
deux  métaux  au  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  o"  série,  t.  XXIV, 
p.  8;  1881). 
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élément,  menons  des  normales  à  la  surface  S;  elles  découpent 
dans  la  couche  double  un  petit  volume  A,  sensiblement  cylin- 
drique, de  base  dS  et  de  hauteur  (X  -|-  [Jl).  Soit  dv  un  élément  de 
ce  volume. 

Ce  volume  doit  renfermer  autant  d'électricité  positive  que  d'élec- 
tricité négative,  en  sorte  que  l'on  doit  avoir 

(i)  adS-^^pdv  =  o. 

Cherchons  la   fonction   potentielle  de  ce  petit  volume  en  un 
point  M  qui  lui  est  extérieur.  Cette  fonction  aura  pour  valeur 

V  =  -  ^S  +  S  -S  ^'^, 
/•  U  r 

r  étant  la  distance  de  l'élément  dS  au  point  M,  /'  la  distance  de 
l'élément  dv  au  même  point. 

Soient  /  la  distance  de  l'élément  dS  à  l'élément  dv  ^  rii  la  di- 
rection de  la  ligne  qui  va  du  premier  au  second»  Nous  aurons 

1 

et 

'■^r        i      ^  i^Y 


Mais  on  a 


-  —      Vo[cos(/',  n/)] 


1  —  2  -  cos(r,  rt/)-f-  -  -f-Vi[cos(/-,  n,)]- 

l- 

-f- V2[cos(r,  n,-)]^  -)-..., 

V„[cos(/'-,  /i/)]  désignant  le  polynôme  de  Legendre  de  rang  n. 

Supposons  que  la  distance  /•  soit  toujours  très  grande  par  rap- 
port à   ()v-|-pt.).   Remarquons  que,   p   étant  de  l'ordre  de  r > 

la  quantité  —   est  en  général  finie,  mais  que  la  quantité  — ^  est 

toujours  extrêmement  petite.  Observons,  enfin,  que 

Vo[cos(r,  n/)]  =  i, 
Vi[cos(r,  n/)]  =  cos (r,n/), 
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et  nous  aurons 

Si  l'on  tient  compte  de  l'égalité  (i),  si  l'on  observe  que 

cos(r,  rii)  _  /■ 

/'■^  Ofii 

si  l'on  pose  enfin 

(2)  OIl^S --  C  p / rf^-, 


on  aura 


V  =  D1L  —  ^S. 
(Jrii 


S'il  s'ag-it  de  calculer  la  fonction  potentielle,  non  plus  du  petit 
élément  A,  mais  de  la  couche  tout  entière,  nous  aurons  pour  ex- 
pression de  cette  fonction  potentielle 


ô^ 


(3)  Y=^DrL~dS. 

Cette  expression  n'est  valable  qu'autant  que  le  point  M,  auquel  se 
rapporte  la  fonction  V,  est  à  une  distance  de  la  surface  S  grande 
par  rapport  à  ().  H-  jx). 

DÏL  sera  nommé  ['intensité  de  la  couche  double  en  un  point  de 
l'élément  dS. 

Supposons  que  la  couche  double  considérée  soit  celle  qui  se 
trouve,  dans  l'état  d'équilibre,  à  la  surface  de  séparation  d'un 
corps  conducteur  A  et  d'un  isolant  o.  Dans  l'égalité  (2),  nous 
devrons  faire 

dif  =  dl  dS, 
P  =  p(A,o,  /), 

et  0\l  sera  défini  par  l'égalité 

01I(A,o)  =  /  /?(A,o,  l)dl, 

ou  bien 

(4)  D\iiX,o)---=  --    /  lAe(k,o,l)dl. 

4Tr£  J^ 
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Cette  égalité  nous  montre  que  la  quantité  DTL(A,  o)  est  entière- 
ment définie  lorsqiion  connaît  la  nature  du  métal k.  et  de  V iso- 
lant o. 

Considérons  de  même  la  couche  double  qui  se  forme,  dans 
l'état  d'équilibre  électrique,  à  la  surface  de  séparation  de  deux 
métaux  A  et  B.  Supposons  que  la  direction,  désignée  dans  ce  qui 
précède  par  /i,,  soit  la  normale  «^  vers  l'intérieur  du  métal.  Nous 
aurons  encore 

dv  =  dS  dl; 

l  devra  varier  de  —  ()v  -+-  (jl)  à  H-  (X  -h  a  )  ;  /  variant  de  —  (^  +  [J"-) 
à  o,  p  prendra  la  détermination  p(B,  A,  — ■  l);  au  contraire,  /  va- 
riant de  o  à  ()v -f-  [x),  p  prendra  la  détermination  p(A,  B,  /).  On 
aura  donc 

OTL=:/  lp{B,X,  —  l)dl-i-  lp{X,B,t)dl, 

ou  bien 

i  lp{k,B,l)dl—  lp(B,A,l)dl, 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 


(7)     3rt(A,B)--l: 
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J^X,+  [JL  ^X+[i  "I 

f  l^e{X,B,l)dl—  lù.e{B,A,l)dl\ 

0  ^^0  .1 


Celte  égalité  nous  montre  encore  que  la  quantité  31L(A,  B)  est 
entièrement  définie  lorsqu'on  connaît  la  nature  des  deux  mé- 
taux A  et  B. 

Ces  deux  quantités,  311  (A,  o),  31L(A,  B),  sont  encore  suscepti- 
bles d'une  autre  expression. 

Considérons  d'abord  la  quantité  D1I/(iV,  o).  La  quantité  0  varie 

très  rapidement,  dans  le  sens  de  la  normale  à  la  surface  S;  au 

contraire,  ses  variations  sont  très  lentes  suivant  une  parallèle  au 

plan  tangent  à  cette  surface.  On  peut  donc  réduire  sensiblement 

ACk/ A        A  '  <^2e(A,o, /) 
Ae(A,  o, /)a  ^^^ 

On  aura  donc 


'^'^■°>=4^eX 


«/.  *• 
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Une  intégration  par  parties  transforme  cette  égalité  en 

4TrE  L  (^t         Jo  4to  Jq  àl 

Si  l'on  observe  que 

et  si  l'on  intègre  le  dernier  terme,  on  trouvera 

(8)  OrL(A,o)=  -^[e(A,o,o)-0(A,o,X-h[x)]. 

D'une  manière  analogue,  l'égalité  (7)  peut  se  transformer  en 


3K(A.B)=        ■     M''(A.B.^,_,ç»e(g^y. 
4^£  L         "^  "'        Jo 


Si  l'on  observe  que 

rc)e(A,B, /)1  ^^ 

peçB,  A, /)]  _ 

0(A,  B,  o)  =  e(B,  A,o), 
l'égalité  précédente  deviendra 

(9)  01I( A,  B)  =  -1-  [e(B,  A,  X  +  fx)  -  0(A,  B,  X  -^  ^)\. 

4  ir£ 

Revenons  à  l'expression  de  la  fonction  potentielle  d'une  couche 
double  quelconque,  donnée  par  l'égalité  (5). 

Supposons  que  la  surface  S  soit  fermée  et  que  la  couche  double 
ait  la  même  constitution  en  tous  les  points  de  cette  surface.  La 
quantité  Oit  aura  alors  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  la 
surface  S,  et  l'égalité  (5)  pourra  s'écrire 

Mais  les  lemmes  de  Gauss  nous  apprennent  qu'en  tout  point  M, 
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extérieur  à  la  surface  S,  on  a 


ài 


et  qu'en  tout  point  M,  intérieur  à  la  surface  S,  on  a 

On  a  donc  en  tout  point  M,  extérieur  à  la  surface  S,  et  dont 
la  distance  à  cette  surface  est  grande  par  rapport  à  X, 

(10)  V  =  o 

et  en  tout  point  M,  intérieur  à  la  surface  S,  et  dont  la  dis- 
tance à  cette  surface  est  grande  par  rapport  à  )., 

(11)  V=:47rDR. 

Faisons  quelques  applications  de  ces  égalités  (lo)  et  (i  i). 

i"  Considérons  un  conducteur  homogène.  La  distribution  natu- 
relle forme  sur  ce  conducteur  une  couche  double  homogène  {voir 
p.  3-6)  pour  laquelle  OÏL  est  donné  par  l'une  des  égalités  (6)  ou 
(8).  La  fonction  potentielle  de  cette  distribution  naturelle  aura 
pour  valeur,  à  l'extérieur  du  conducteur,  la  valeur  o  et,  à  l'inté- 
rieur du  conducteur,  la  valeur 

4TtDlL(A,  o)=  i[e(A,  o,  G)  — e(A,o,  X^  (x)]. 

C'est  ce  que  nous  avions  déjà  trouvé  précédemment  [Chap.  II, 
égalités  (5)  et  (6)]. 

2°  Considérons  un  conducteur  hétérogène,  formé  de  deux  mé- 
taux A  et  B.  Si  nous  désignons  par  8^^,07  Sgo  les  deux  portions  de 
surface  fermée  qui  limitent  le  conducteur,  et  par  S^g  la  surface  de 
contact  des  deux  métaux,  l'égalité  (5)  pourra  s'écrire  plus  expli- 
citement 

d'-  d^  d'- 

V  =  D1I(A,  o)  j^  ^  dSA,o^  3n,(B,  o)  g  ^c?SB,o-i-  31I(A,B)  g  ^  ^Sa.b- 

Cette  expression  peut  se  simplifier,  au  moyen  des  égalités  (8) 

et  (9). 


V- 


4Tr£ 
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Si  l'on  obsei've  que  l'on  a 

e(A,o,  \^  ^)  =  0(A,  B,). -t-  IX)  =  e(A), 

e(B,  o,  X  -f-  [ji)  =  e(B,  kA-v  n.)  =  e(B), 

on  pourra  écrire 

-l-[e(A,o,o)§-i<iS„+9(B,o,o)Sj^;rfS,..J 

r  «f,       »-,.    1 

Considérons  d'abord  un  point  extérieur  au  conducteur.  Les 
lemmes  de  Gauss  nous  donnent 

en  sorte  que  l'égalité  (12)  se  réduit  à 

^  =  4ïi  r ''■  "•  °*  S 'ô^,  "'''■'  -^  ^*'''  "'  ">  S  r!i<  '^"1  ■ 

Posons 

e(A,o,  o)  — e(B,o,  o) 

I-- -, 

et 

^1^  ^  e(A,o,  o)—  p.  ^  [X  — e(B,  o,  o)  ^ 

47:2  i^-Kt 

Si  nous  observons  que,  pour  tout  point  extérieur  au  conduc- 
teur, on  a 


)   =0, 
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nous  pourrons  écrire 


=  3'^S<sr/«"-*S4*°'' 


La  distribution  naturelle  de  deux  métaux  en  contact  agit 
donc  sur  les  points  extérieurs  au  conducteur  comme  deux 
couches  doubles  distribuées  sur  les  deux  surfaces  par  lesquelles 
les  deux  métaux  en  contact  confinent  à  Visolant,  ces  deux 
couches  doubles  ayant  des  intensités  égales  en  valeur  absolue, 
mais  de  signe  contraire. 


L'égalité 


d'-  dl 


permet  de  transformer  l'égalité  précédente  en 


U  dn] 


'A,0- 


d'- 


Il  est  facile  de  voir  que  V  --^  dSj^^  est  l'angle  positif  ou  néga- 
tif w  sous  lequel,  du  point  M,  on  voit  la  face  confinant  au  métal  A 
de  la  surface  8^,0- 

Si  les  deux  métaux  sont  en  contact  par  une  surface  S^j!  très  pe- 
tite, la  surface  S^o  est  sensiblement  fermée;  on  a 


U  dfii 


d  ^ 


et 


Donc,  lorsque  deux  métaux  sont  en  contact  par  une  surface  fort 
petite,  leur  distribution  naturelle  exerce  à  l'extérieur  une  action 
fort  petite,  ce  qui  devait  se  prévoir  d'après  les  théorèmes  démon- 
trés pour  un  conducteur  formé  d'un  seul  métal. 

Considérons  maintenant    un    point    intérieur   au    conducteur. 
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Si  ce  point  est  à  l'intérieur  du  conducteur  A,  on  a 


S^-^^^-'^S^^^v'^^^'^^^^' 


dl 


ôl 


et  l'égalité  (12)  devient 


(>3) 


VCMa)4-£0(A)  = 


/(TTô 


u  - 


dl 


De  même,  pour  un  point  Mj,  intérieur  au  métal  B,  elle  donne 


(i3  bis) 


V(MB)  +  £e(B) 


iT.Z 


d'- 


0(A,  o,  o)  V  —  c?Sa,o 


e(B,o,o)S-^£^SB,„ 


] 


Les  seconds  membres  de  ces  égalités  ne  sont  évidemment  pas 
constants.  Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  remarquer  que  V  - — dSj^^^ 


et 


V-— t/Seo  sont  les  angles  sous  lesquels,  du  point  M,  on  voit 

les  faces  internes  des  surfaces  S^^o,  Suo-  Or,  pour  que  la  distribu- 
tion naturelle  sur  les  deux  métaux  A  et  B  au  contact  fût  une  dis- 
tribution d'équilibre,  il  faudrait  que  l'on  eût 

V(MA)+£e(A)  =V(MBJ-+-£e(B)  =  G, 

G  étant  une  constante. 

Les  deux  métaux  au  contact  devront  donc  s  électriser. 
Si  l'on  observe  que 


S5^/^'^'""^S^-^^'^'"=^°' 
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on  voit  sans  peine  que  V éleclriché ■  conifnunrq née  devra  se  distri- 
buer de  telle  sorte  que  l'on  ait,  à  l'intérieur  du  conducteur, 


e(A,o,  o)  — e(B,o,o) 


à' 


Sâ;::-^- 


c. 


4  710 

L'étude  de  cette  distribution ,  faite  par  un  moyen  quel- 
conque, ne  pourra  jamais  faire  connaître  que  la  quantité 

e(A,o,o)  — e(B,  G,  o), 
et  non  la  quantité 

e(A)  — e(B). 

§  3.  —  Les  courants  permanents  dans  les  conducteurs  métalliques 

hétérogènes. 

Les  considérations  précédentes  s'appliquent  seulement  au  cas 
où  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  des  conducteurs  métalliques 
hétérogènes.  Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  ces  conduc- 
teurs sont  traversés  par  des  courants  permanents. 

Pour  obtenir  les  lois  fondamentales  du  mouvement  permanent 
de  l'électricité  dans  les  conducteurs  métalliques  hétérogènes,  nous 
allons  leur  étendre  la  première  hypothèse  fondamentale  relative 
au  régime  permanent,  hypothèse  qui,  dans  le  cas  des  conducteurs 
homogènes,  n'est  qu'une  autre  forme  de  la  loi  d'Ohm  [Chap.  IV, 
égalité  (2)]. 

Considérons  l'ensemble  des  variables,  autres  que  les  flux  électri- 
ques, qui  définissent  l'état  du  système  à  l'instant  t  (ce  que  nous 
nommons  le  système  supposé  sans  courant).  A  ce  système  sup- 
posé sans  courant  on  peut  appliquer  les  conséquences  du  principe 
de  Carnot;  une  transformation  virtuelle  quelconque  de  ce  système 
correspond  à  un  certain  travail  non  compensé. 

Soient  {x,y,  s)  un  point  du  système  et(;z:  -f-  ox,y-^  Sy,  z  -{-  ùz) 
un  point  voisin.  Si  une  charge  électrique  dq  passait  du  premier 
point  au  second,  un  certain  travail  non  compensé  serait  engendré 
dans  le  système.  Désignons-le  par  d'z.  Désignons  par  C^,  ^y,  Czles 
composantes  de  la  force  électromotrice  au  point  (cc,y,z).  Par 
hypothèse,  on  a 

(  l4)  d-z  =  (C.c  ox  -i-  Cy8y  -i-  Cz  0^)  dq, 

quels  que  soient  Sx,  0JK5  ^^- 
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Or  on  peut  calculer  d-z.  Le  système  supposé  sans  courant  a  un 
potentiel  thermodynamique  interne  §.  Le  changement  de  position 
de  la  charge  électrique  dq  ne  déplace  aucune  partie  du  système 
et,  par  conséquent,  n'entraîne  aucun  travail  externe.  On  a  donc 

(i5)  d-^  —  li. 

D'ailleurs,  on  a  [Liv.  IV,  Ghap,  II,  égalité  (i5)] 

les  diverses  lettres  qui  figurent  dans  cette  formule  ayant  une  signi- 
fication qui  a  été  expliquée  à  l'endroit  cité.  Comme  le  déplace- 
ment de  la  charge  dq  n'entraîne  aucun  changement  dans  l'état 
physique  ou  chimique  des  divers  conducteurs  du  système,  on  voit 
que  la  variation  subie  par  le  potentiel  thermodynamique  interne 
se  réduit  à 

(i6)  /  \  -^ 

l  '    \dx  dx    "^  ~^  dx    " )     ^' 

Les  égalités  (i4),  (i5)  et  (i6)  devant  avoir  lieu,  quels  que  soient 
ox,  hy,  8^,  donnent 


dx       âx  ' 


('7)  \  ^y--^      -^)j,       ^^ 


Cz  =  —  £ 


dv      de 

dx  âx 
dY  de 
dy  dy 
d\  __  de 
dz         àz 


Ces  égalités  donnent  les  composantes  de  la  force  électromotrice 
en  un  point  d'un  conducteur  métallique  hétérogène  dont  la  con- 
stitution varie  d'une  manière  continue  et  qui  est  traversé  par  des 

T  dB        de        de 

courants  permanents.  Les  termes r- ?  —  -j-,  —  -r-  représentent 

r  dz  dy  dx       ' 

la  correction  qui  doit  être  apportée  à  la  loi  d'Ohm  dans  le  cas  où 

le  conducteur  n'est  pas  homogène. 

Si  nous  désignons  par  Si.  la  résistance  spécifique  du  conducteur 

au  point  de  coordonnées  x,  y,  z  et  par  «,  p,  w  les  composantes 
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du  flux  électrique  en  ce  point,  les  égalités  (17)  deviendront 


(.8) 


Voyons  comment  est  distribuée  l'électricité  à  l'intérieur  d'un 
semblable  conducteur. 

Divisons  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  (18)  par  cîR; 
différentions  les  deux  membres  de  la  première  par  rapport  à  x,  les 
deux  membres  de  la  deuxième  par  rapport  à  y^  les  deux  membres 
de  la  troisième  par  rapport  à  z^  et  ajoutons  membre  à  membre  les 
résultats  obtenus,  en  observant  que 


[^-=-^Tx 

dx 

1                      dV 

de 

de 

dz' 

du        dv        div 
dx        dy        dz 


Nous  trouvons 


i^(sAV^Ae) 


'9) 


à—  d-  à— 


o. 


T 

/    c)A          dSi.           dcfl 



M  -T \-V  — h  tV   -— 

4t:£ 

\     dx           dy  .           dz 

\  dx  dx  dy  dy  dz  dz 

Si  0  désigne  la  densité  électrique  au  point  (^,  J',  -s),  on  a 

AV  =  —  4itp, 
et  les  égalités  (18)  et  (19)  donnent 

(20)  o  =  -^Ae 

•  4lTS 

tandis  que,  dans  l'état  d'équilibre,  la  densité  électrique  au  même 
point  aurait  pour  valeur 

p  =  -^  Ae. 

A  V intérieur  dhin  conducteur  métallique  hétérogène  par- 
couru par  des  courants  permanents,  la  densité  n'a  pas  la  même 
valeur  que  dans  l'état  d'équilibre.  C'est  seulement  à   l'inté- 
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rieur  dhin  conducteur  homogène  que  ces  deux  valeurs  devien- 
nent égales  entre  elles,  et  égales  à  o. 

Considérons  maintenant  une  surface  de  discontinuité  séparant 
deux  régions  a  el  b  où  le  conducteur  a  des  propriétés  différentes 

(»■•  92)-  _  ■  _  _ 

Nous  savons  qu'en  tout  point  M  de  cette  surface  on  doit  avoir 


(•M) 


Ua  COS(N„,  X)  -+-  Va.  COS(  Na,  y)  -+■  Wa  COs(Na,  z) 

uo  cos(N6,  op)  -+-  v/,  cos(N6,  y)  -\-  w/,  cos(Nft,  z)  —  o, 


ou  bien,  en  désignant 'par  ia  la  composante  suivant  N^  du  flux  à 


Fig.  93. 


l'intérieur  du  conducteur  a  en  un  point  infiniment  voisin  du 
point  M;  par  i^  la  composante  suivant  N^  du  flux  à  l'intérieur  du 
conducteur  b  en  un  point  infiniment  voisin  du  point  M, 

{•21  bis)  ia-T-  ib=  ()■ 

La  composante  normale  du  flux  a  la  même  valeur  de  part 
et  d'autre  de  la  surface. 

En  est-il  de  même  des  composantes  tangentielles? 

Par  le  point  M,  menons  deux  directions  T,  T',  rectangulaires 
entre  elles  et  situées  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  S.  En  un 
point  du  conducteur  rt  voisin  du  point  M,  le  flux /"«  a  pour  com- 
posantes, suivant  MT,  MT',  ta  et  t'^;  en  un  point  du  conducteur  b 
voisin  du  point  M,  le  flux  fh  a  pour  composantes,    suivant  les 
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mêmes  droites,  ti,  et  ^^.  Les  égalités  (i8)  donnent 

Les  propriétés  bien  connues  des  dérivées  premières  de  la  fonc- 
tion potentielle  donnent 

dT         dT'  dT        dT' 

D'autre  part,  par  hypothèse,  les  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  la  fonction  B  varient  d'une  manière  continue,  même  au 
passage  d'une  surface  de  discontinuité,  ce  qui  donne 


On  a  donc 

(22) 

Les  Jiux  électriques,  de  part  et  d'autre  d'une  surface  de 
disx:ontinuité ,  sont  dans  un  même  plan  avec  la  normale  à  la 
surface  de  discontinuité .  Les  projections  de  ces  deux  flux  sur 
le  plan  tangent  à  la  surface  ont  la  même  direction. 

De  la  comparaison  des  égalités  (21  bis)  et  (22)  on  déduit  l'éga- 
lité 

S^a  tang(/a,  Na  )  -+-  iKi,  tang(//„  N^)  =  o, 

qui  indique  comment  varie  la  direction  du  flux  électrique  au  pas- 
sage d'une  surface  de  discontinuité. 

L'ensemble  des  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  a 
reçu  de  Maxwell  (')  le  nom  de  lois  de  la  réfaction  du  flux 
électrique  au  passage  d'une  surface  de  discontinuité. 

(')  Maxwell,  Traité  d'Éleclricité  et  de  Magnétisme,  traduit  par  G.  Selig- 
mann-Lui,  t.  1,  p.  l\<.yi.  Paris,  i885. 

D.  -  I.  3o 


d^a 
dt 

dT' 

dSa        dSb 
dT        dT 

l    J^a  ta  — 

■  Slt>t/j=  0, 

{    ^at'a~ 

■ài'/J',,---  0. 
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Revenons  à  l'équation  (21),  qvii  peut  s'écrire,  en  vertu  des  éga- 
lités (18), 

OU  bien 

J_  /  àV_         àY_\  \     f  d(da    ,     àei,\        I   \  \\    d 


Si  l'on  désigne  par  t  la  densité  superficielle  au  point  M  de  la  surface 
de  discontinuité,  on  aura 

—  4Tra, 


àN'a 

à&a 

^  àeo 

à^a 

àNh 

_ -  (sV  +  0)  -  -  <îR/,4  -  <^64, 
et  l'égalité  précédente  deviendra 

Ainsi,  à  la  surface  de  séparation  de  deux  conducteurs  mé- 
talliques a  et  h^  traversés  par  des  courants  permanents,  existe 
une  distribution  électrique  superficielle  dont  rintensité  en 
chaque  point  est  proportionnelle  à  l'excès  de  la  résistance  du 
conducteur  a  sur  la  résistance  du  conducteur  b  et  à  la  compo- 
sante, suivant  la  normale  à  la  suif  ace,  du  flux  qui  pénètre 
dans  le  conducteur  a. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  à  la  surface  de  sépa- 
ration d'un  conducteur  a  et  de  l'isolant  i.  Dans  ce  cas,  le  flux 
électrique  est  nul  en  tout  point  de  l'isolant  i,  et  de  plus  on  a,  en 
tout  point  de  la  surface  de  séparation, 

tfaCOS(Na,  X)  H-  Ç>aCOS(Na,7)  -f-  «'aCOS(Na,  s)  =  O, 

ce  qui  donne,  en  vertu  des  égalités  (18), 

La  densité  électrique  en  un  point  de  la  surface  qui  sépare  un  con- 
ducteur d'un  isolant  est  donc,   en   désignant  par  N^  la  normale 
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extérieure  au  conducteur, 

L  ^X  _^  _i_  -^ 

Lorsque  la  constitution  du  conducteur  est  connue,  l'équation  (19) 
devient  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui,  jointe  aux  condi- 
tions aux  limites  (aS)  et  (sS),  détermine  la  fonction  V,  Cette 
fonction  une  fois  déterminée,  les  égalités  (i8)  déterminent  les 
composantes  du  flux  électrique  en  chaque  point. 

Appliquons  les  considérations  qui  précèdent  à  un  conducteur 
traversé  par  des  courants  permanents,  dans  lequel  deux  métaux  a 
et  b,  homogènes  jusqu'à  une  petite  distance  \t.  des  surfaces  termi- 
nales, sont  en  contact  l'un  avec  l'autre. 

1°  Aune  distance  supérieure  à  (7^+  [x)  des  surfaces  qui  limitent 
chacun  des  deux  métaux,  il  n'y  a  pas  d'électricité  libre  répandue  à 
l'intérieur  de  ces  métaux;  les  équations  du  mouvement  de  l'élec- 
tricité sont  celles  qui  sont  données  par  la  loi  d'Ohm. 

2°  Au  voisinage  de  la  surface  qui  sépare  les  deux  métaux  a  et  b^ 
il  y  a  de  l'électricité  répandue  à  l'intérieur  de  chacun  des  deux 
métavix.  La  distribution  de  cette  électricité  dépend  de  l'intensité 
du  courant  qui  traverse  le  conducteur. 

3"  Sur  la  surface  même,  il  y  a  une  distribution  superficielle  dont 
la  densité  a  pour  valeur 

(27)  G=   ■-^[Aa(0)-Sih{0)]ia, 

Sla{i),  ^^b{i)  étant  les  résistances  spécifiques  des  métaux  a  et  6,  à 
une  distance  /  de  leur  surface  de  contact. 

L'électricité  ainsi  distribuée  sur  la  sur/ace  de  contact  de 
deux  métaux  traversés  par  des  courants  permanents  ne  forme 
plus  une  couche  double,  comme  dans  l'état  d^ équilibre. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  convenons  de  représenter  par 
0(a,  Z/,  /),  <îfl(rt,  ^,  /),  f(rt,  6,  /)  les  valeurs  de  ©«j^l^,  ia^  en  un 
point  du  conducteur  a  situé  à  la  distance  /  de  la  surface  qui  sépare 
le  conducteurs  du  conducteur  b.  En  ce  point,  la  densité  électrique 
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a  pour  valeur,  d'après  les  égalités  (20)  et  (18), 


('^8) 


p(«,è,  l)  ^  — !— Ae(a,6./) 

^i_  I  J       dSl(a,b,l)  d[z\-^e(a,b,l)] 

4TrE  S{.{a,  b,  L)  \  dx  dx 

dSl(a,b,  l)  d\zY  ^%{a,b,l)\ 
dy  dy 

^  dSi{a,bJ)  d{sY -^e(a,b,  l)] 
dz  dz 

Menons  deux  surfaces  parallèles  à  la  surface  S  {/ig'-  g'i),  qui 
sépare  les  deux  métaux  a  et  b,  ces  deux  surfaces  étant  situées  à 

Fig-  93- 
AL _Tr„ 


une  distance  un  peu  supérieure  à  ().  —  [*■)  de  la  surlace  S,  l'une,  S^, 
à  l'intérieur. du  conducteur  «;  l'autre,  S^,  à  l'intérieur  du  con- 
ducteur b.  Sur  la  surface  S,  prenons  un  élément  MN,  d'aire  dS. 
Par  tous  les  points  du  contour  de  cet  élément,  menons  des  nor- 
males à  la  surface  S.  Ces  normales  détachent  sur  la  surface  S^  un 
élément  M^N.i  et  sur  la  surface  Sô  un  élément  M/, Ni .  Cherchons  la 
quantité  d'électricité  que  renferme  la  surface  fermée  M^N^MiNj, 
en  négligeant  dans  ce  calcul  le  rapport  de  Çk  -\-  u.)  aux  rayons  de 
courbure  des  surfaces  S„,  S^. 

L'élément  dS  porte  une  quantité  d'électricité  qui  a  pour  valeur, 
d'après  l'égalité  (27), 

0,^=-'  — -  [A{a,'b,  o)~éfl(b,  a,o)]i(a,  b,  o). 

La  surface  MNAI^Na  renferme,   à  son  intérieur,  une  quantité 
d'électricité 

i  p(a,b,l)dl. 

0 
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La  surface  MNMôNô  renferme  à  son   intérieur    une   quantité 
d'électricité 

Qb=^dS  ç>{b,a,l)dL 

La  quantité  que  nous  voulons  calculer  a  pour  valeur 

Si  l'on  se  reporte  à  l'égalité  (28),  on  voit  sans  peine  que  l'on 
peut  écrire 

p(a,  b,l)^^  ~  Ue(«,  b,  l)  -f-  i{a.  b,  l)  '^i'Î^^lM]] 

et  de  même 

On  a  donc 

Q==-f^       /  [Ae(«.  6, /)-4-Ae(6,a,  0]^^ 

,«/      /,      Nv       /      ^        r^'''^dSl{a,b,l)  .,      ,    ,     ,, 
-^  S{.{a,  o,  o)i{a,  b,  o) -^-  1  -jj — —  i{a,  b,  i)  al 

-~S\.{b,a,  o)i{b,  a,o)-+-  j  t(6,  a,  l)  dl\ . 


La  quantité 


représente  la  quantité  d'électricité  que  renfermerait  la  surface 
MaNaM^Ni,  si  le  système  n'était  parcouru  par  aucun  courant.  Or, 
dans  ce  cas,  l'électricité  distribuée  au  voisinage  de  la  surface  de 
contact  des  deux  métaux  formerait  une  couche  double.  La  quantité 
précédente  est  donc  égale  à  o. 

Une  intégration  par  parties  nous  donne 

f  i  (a,  b,  l) 

0 


al 


âl 

9 


=  -/"       '  Sl{a,b,l)' 


dl 


dl 
-r-  i{a,  è,  X  -f-  \x)S{.{a,  6,  X  h-  [j.)  —  i(a,  b,  o)  Sl(a,  b,  o). 

Mais   il  est  facile  de  voir  que    l'intégrale   qui  figure  au  second 
membre  est  de  l'ordre  de  (X-h[x)  et  peut,  par  conséquent,  être 
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négligée.  Nous  avons  donc 

J„/H-U. 
f  t(«)  b,  l) 

0 


dl 


et,  semblablement, 

i{b,a,o)  ël{o,a,o) -T-  I  i{b,a,l) ^^ — 

=  i{b.  «,  X  -f-  [x)  S\.{b,  a,  X  -+-  p.). 
Si  l'on  remarque  que 

i(a,  6,  X  -i-  jx)  =  i{a,  b,  o), 
i(  b,  a,A  -h  [i)  =  i(b,  a,  o), 

aux  quantités  près  de  l'ordre  de  (X  +  [x),  et  que  d'ailleurs,  d'après 

l'égalité  (21  bis), 

i{a,  b,  o)  -r-  i{b,  a,  o)  =  o, 

on  voit  que  l'on  aura 

dS 


('9) 


(   Q  =  ^~  [Siia,  b,  l  -^-  [i)  —  A  {b,  a,  l-r-  [i)]i{a,  b,o) 
< 

=  - —  [^ib,  a,  X  -r-  [x)  —  cR(a,  6,  X  -f-  [x)]t(6,  «,  o). 


Si  le  flux  électrique  n'est  pas  tangent  à  la  surface  de  disconti- 
nuité, et  si  la  résistance  spécifique  n'a  pas  la  même  valeur  à 
l'intérieur  dés  deux  conducteurs,  celte  quantité  ne  peut  pas  être 
égale  à  o. 

Il  est  intéressant  de  comparer  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir,  en  étudiant  un  conducteur  métallique  hétérogène  par- 
couru par  des  courants  permanents,  et  les  résultats  que  nous  avons 
obtenus  au  §  1,  en  étudiant  l'équilibre  électrique  sur  un  semblable 
conducteur. 

Lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  le  système  qui  ren-    . 
ferme  les  deux  métaux  a  et  è,  la  densité  électrique  en  un  point  de 
la  surface  de  contact  a  pour  valeur 

ff  =  0, 

et  la  quantité  d'électricité  que  renferme  le  volume  MaN^MôNô  a 

pour  valeur 

Q  =  o. 

Lorsque  le  système  est  traversé  par  des  courants  uniformes,  on 
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a,  en  vertu  des  égalités  (17)  et  (19), 

!T  =  - —  [.^(a,  6,  o)  —  ifl(6,  a,  o)]f(«,  6,  o), 

Q  =  7 — [<îR.(a,  6,  X  -t-  a)  —  Jl(6,  a,  X  -i-  ijL)]t(«,  6,  o). 

47î£ 

L'analogie  des  expressions  obtenues  pour  a  et  Q  dans  le  premier 
cas  se  retrouve  dans  le  second. 

Supposons  que  ABCD  i^fig.  94)  soit  un  métal  a  homogène  jus- 


qu'à la  distance  (X  -i-  |x)  des  surfaces  qui  le  terminent.  Par  la 
face  AB,  ce  métal  confine  à  un  autre  conducteur  métallique,  formé 
d'un  métal  b^  qui  maintient  tous  les  points  de  la  surface  AB  à  un 
même  niveau  potentiel  V,.  Dé  même,  par  la  face  CD,  il  confine  à 
un  autre  conducteur  métallique,  formé  d'un  métal  c,  qui  main- 
tient tous  les  points  de  la  surface  CD  à  un  même  niveau  poten- 
tiel Vo.  La  surface  ABCD  confine  avec  l'isolant.  Proposons-nous 
de  trouver  la  distribution  des  courants  uniformes  qui  parcourent 
ce  conducteur.  C'est  un  problème  que  nous  avons  déjà  traité  en 
supposant  le  conducteur  homogène  jusqu'aux  surfaces  terminales. 

Menons  une  surface  A'B'C'D',  située  à  l'intérieur  du  conduc- 
teur a,  à  une  distance  i^-^  [a)  de  la  surface  ABCD. 

Soit  M  un  point  de  AB.  Par  ce  point,  menons  une  normale  N^ 
à  la  surface  AB  vers  l'intérieur  du  corps  a.  Elle  rencontre  en  M' 
la  surface  A'B'.  Soit  V'^  le  niveau  potentiel  en  M',  niveau  que  nous 
nous  proposons  de  déterminer. 

En  un  point  situé  entre  M  et  M',  à  une  distance  /  du  point  M, 
on  a,  en  conservant  les  notations  dont  nous  venons  de  faire  usage, 

Sl(a,b,  l)i{a,b,l)  =  —  t-jj-  —  ■ —^ 
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et,  par  conséquent, 

£(Vi  — V;)-4-e(a,6,  o)  — e(«,6,  X-^[x)  =  --  /  ^(«,6,  l)i{a,  b,  l)clL 


Le  second  membre  est  une  quantité  de  l'ordre  de  Q^-i-  '^)',  il  est, 
par  conséquent,  négligeable;  donc  tous  les  points  de  la  surface 
A'B'  sont  à  un  même  niveau  potentiel 

V'i  =  Vi  -+-  ^  [&{a,  b,  o)  —  e(a,  b,\-^  [Ji)]. 

De  même,  tous  les  points  de  la  surface  CD'  sont  à  un  même  ni- 
veau potentiel 

V'j  =^  Vs-h  -  [6(a,  c,  o)  —  0(a,  c,  X  --t-  [x)]. 

Soit  P  un  point  de  la  surface  AC,  par  laquelle  le  conducteur  a 
confine  à  l'isolant.  Par  ce  point,  menons  une  normale  PN' à  la  sur- 
face AC.  Elle  rencontre  en  P'  la  surface  A'C 

Au  point  P,  on  a 

u  cos(N',  x)  -i-  V  cos(N',  y)  -^  w  cos(N',  z)  —  o. 

A  cause  de  la  continuité  des  composantes  du  flux  électrique,  au 
point  P',  les  quantités  u' ,  v\  w'  ne  différeront  de  «,  c,  w  que  de 
quantités  de  l'ordre  de  (\-'\-  ]x).  On  aura  donc  sensiblement 

u!  cos(N',  x)  -f-  v'  cos(N',  y)  —•  w'  cos(N',  z)  —  o. 

Mais  le  point  P'  se  trouve  dans  la  région  homogène  du  conduc- 
teur où  la  loi  d'Ohm  devient  applicable;  en  sorte  que  la  relation 
précédente  peut  s'écrire 

M'  =  ""■ 

Cette  égalité  sera  vérifiée  en  tout  point  de  la  surface  A'C'B'D'. 

Enfin,  à  l'intérieur  de  la  surface  fermée  A'C'B'D',  le  conducteur 

étant  homogène,  on  aura 

AV  =-:  o. 

La  fonction  V  est  donc  harmonique  en  tout  point  intérieur  à  la 
surface  fermée  A'C'D'B';  elle  prend,  sur  les  surfaces  A'B',  CD', 
des  valeurs  données  Vj,  V'^ -,  sur  la  surface  A'C'B'D',  elle  vérifie 
l'égalité 

m'  =  ^- 
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On  voit  donc  que  la  détermination  des  courants  qui  circulent 
dans  notre  conducteur  à  une  distance  supérieure  à  {\  -h  jj.)  des 
surfaces  terminales  s'obtiendra  précisément  par  la  méthode  analy- 
tique formée  au  Chapitre  IV,  pour  déterminer  les  courants  qui 
circulent  dans  un  conducteur  homogène  jusqu'aux  surfaces  termi- 
nales. D'ailleurs,  une  fois  les  composantes  du  fluide  électrique 
connues  jusqu'à  une  distance  (1+  pi)  des  surfaces  terminales,  il 
sera  facile,  par  continuité,  de  connaître  leurs  valeurs  jvisqu'aux 
surfaces  terminales. 

Le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  montre  que  les  consé- 
quences auxquelles,  aux  Chapitres  IV  et  V,  nous  avions  été  con- 
duits en  appliquant  la  loi  d'Ohm  à  des  conducteurs  absolument 
homogènes,  demeurent  valables  pour  des  conducteurs  qui  perdent 
leur  homogénéité  à  une  très  petite  distance  des  surfaces  ter- 
minales. 

§  4.       Méthode  de  M.  Pellat  pour  déterminer  les  différences  de  niveau 
potentiel  de  deux  métaux  au  contact. 

L'étude  de  l'équilibre  électrique  et  du  mouvement  permaneat 
de  l'électricité  sur  des  conducteurs  métalliques  hétérogènes  com- 
porterait encore  l'examen  d'un  grand  nombre  de  questions  qu'il 
ne  nous  est  pas  possible  d'aborder  ici.  Nous  bornant  donc  aux 
principes  exposés  dans  les  paragraphes  précédents,  nous  renver- 
rons, pour  l'examen  des  conséquences  générales  de  ces  principes, 
à  un  Mémoire  que  nous  avons  publié  sur  ce  sujet  ('). 

Néanmoins,  avant  d'abandonner  cet  ordre  de  questions,  nous 
allons  exposer  la  méthode  suivie  par  M.  Pellat  (2)  pour  déterminer 
la  dilTerence  de  niveau  potentiel  de  deux  conducteurs  métalliques 
en  contact. 

Reprenons  les  deux  conducteurs  sphériques  concentriques  que 
nous  avons  déjà  considérés  au  §  1,  et  que,  dans  la  pratique,  on 


(')  P.  DuuEM,  Sur  la  pression  électrique  et  les  phénomènes  électrocapil- 
laires; première  Partie,  De  la  pression  électrique  {Annales  de  l'École  Normale 
supérieure,  3"  série,  t.  V,  p.  97;  1888);  seconde  Parlie,  Des  phénomènes  élec- 
trocapillaires {/bid.,  3°  série,  t.  VI,  p.  iS3;  i88()). 

(')  H.  Pellat,  Différence  de  potentiel  des  couches  électriques  qui  recouvrent 
deux  métaux  au  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  5"  série,  t.  XXIV, 
p.  5;  1881). 
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remplacera  par  deux  plateaux  parallèles.  Imaginons  qu'à  ces 
sphères  on  adjoigne  {fig.  po)  un  fil  MN  traversé  par  un  coui-ant. 
Du  point  m  de  ce  fil,  qui  est  formé  d'un  métal  quelconque,  part 
un  autre  fil  /??/>,  formé  également  d'un  métal  quelconque,  et  rejoi- 


gnant en  p  la  sphère  conductrice  2,  formée  par  la  substance  a. 
De  même,  la  sphère  conductrice  4?  formée  par  la  substance  h, 
est  reliée  par  un  fil  de  nature  quelconque  p' n  au  point  11  du 
fil  MN. 

Supposons  le  régime  permanent  établi  sur  le  système. 

Je  dis  en  premier  lieu  que,  dans  ce  régime  permanent,  il  n'existe 
aucun  courant  en  dehors  du  fil  MN. 

S'il  existait  dans  le  fil  mp  un  courant  dont  l'intensité  y  difiere 
de  o,  il  entrerail,  durant  le  temps  dt  dans  la  partie  du  système 
formée  par  le  fil  mp  et  le  conducteur  2,  une  quantité  d'électricité 
jdt  qui  n'en  sortirait  pas.  Il  faudrait  donc  que  la  distribution  élec- 
trique fût  modifiée  sur  la  partie  considérée  du  système.  Ainsi,  le 
fil  mp  n'est  traversé  par  aucun  courant,  et  il  en  de  même  du 
fil  np' . 

Peut-il  arriver  que  des  courants  permanents  existent  soit 
dans  la  masse  du  conducteur  2,  soit  dans  la  masse  du  conduc- 
teur 4? 

Ces  conducteurs,  nous  venons  de  le  voir,  peuvent  être  regardés 
comme  isolés. 

Soient  M,  ç»,  w  les  composantes  du  flux  électrique  en  un  point 
d'un  système  isolé  formé  par  des  conducteurs  métalliques  homo- 
gènes ou  hétérogènes. 


CHAP.    VII.   —    DIFFÉRENCE    DE    POTENTIEL   AU    CONTACT.  47^ 

INoiis  aurons,  d'après  les  égalités  ('j), 


ce  qui  peut  s'écrire 

[^  ox  oy  oz 


d(£V-4-e)  ,     ()(£V-T-e)  ,  _àizY-^6y 


Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  pour  l'espace 
occupé  par  l'ensemble  des  conducteurs  2  et  4»  et  nous  aurons 

I   j   jSi{u^--^v^'i-w^-)dxdydz 

rrr\    d{z\-^e)       (^(ev-^e)        ()(£V4-e)i  ,    ,   , 

Une  intégration  par  parties  permet  de  transformer  le  second 
membre  en 

—  C  (ôV-H  0)[mcos(N/,  x)-^v  cos(N,,jKj  -4-  w  cos(N/,  z)]  dZ. 

Le  premier  signe  d'intégration  s'étendant  à  toutes  les  parties 
métalliques  dont  la  nature  varie  d'un  point  à  l'autre  d'une  ma- 
nière continue,  et  le  second  à  toutes  les  surfaces  qui  bornent  ces 
diverses  parties,  on  déduit  aisément  de  là 

I    j    I   Si(u^~v^-^w^-)dxdydz 

^^-ffJ{t\-^e)^^dxdydz-^{zY-^e)~d^. 

Au  second  membre,  la  première  sommation  s'étend  à  tous 
les  volumes  électrisés  et  la  seconde  à  toutes  les  surfaces  électri- 
sées. 

Mais,  si  le  régime  permanent  est  établi,  on  a,  en  tout  point, 

dp  di 
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et  l'égalité  précédente  exige  que  l'on  ait  aussi,  en  tout  point, 

u  —  o,        (^  =  o,         w  —  o. 

Ainsi,  sur  un  système  isolé,  formé  exclusivement  de  métaux 
homogènes  ou  hétérogènes  tous  à  la  même  température,  il  ne 
peut  y  avoir  d^ autre  régime  permanent  que  V équilibre  élec- 
trique. 

Si  nous  faisons  l'application  de  ce  théorème  général  au  cas  qui 
nous  occupe,  nous  voyons  que  les  conducteurs  (2)  et  (4)  seront  en 
équilibre  électrique. 

Soit  m!  un  point  du  conducteur  MN  précédant  infiniment  peu  la 
dérivation  m;  soit  n'  un  point  du  même  conducteur  suivant  de 
très  près  la  dérivation  n\  soient  U(m'),  U(n'),  0(m'),  ©(«')  les 
valeurs  de  la  fonction  potentielle  et  de  la  fonction  0  en  ces  points; 
soient  R  la  résistance  du  segment  m' n'  et  J  l'intensité  du  courant 
qui  traverse  ce  segment.  Nous  aurons 

RJ  =  sU(m')  -+-  e(m')  —  eU(w')  —  <è{n'). 

A  l'intérieur  du  conducteur  2,  nous  aurons 

EV2-^-0(a,  i,  À-f-[Ji)  =  £U(7n')--t-6(»2'), 
et  à  l'intérieur  du  conducteur  4,  nous  aurons 

sV^H-  0(Z>,  î,  À  -4-  ]x)  =  £U(rt')  +  e(n'): 
d'où  la  relation 

£(V;  — V'4'i-^e(a,  t,  \-^  p.)  — 0(è,  i,  X  -f-  [Ji)  -  RJ. 

Pour  que  nos  deux  sphères  ne  portent  pas  d'électricité,  il  est 
nécessaire  et  suffisant,  nous  l'avons  vu  au  §  1,  que  les  deux  sur- 
faces S2  et  S;)  soient  au  même  niveau  potentiel  T,  c'est-à-dire  que 
l'on  ait  à  la  fois 

sV'a  -4-  6(a,  i,  X  -+-  fz)  —  sT  -»--  0(a,  ï,  o). 
eV'j  -t-  0(6,  i,  X  -H  p.)  =  eT  -f-  0(«,  J,  o) 

et,  par  conséquent,  d'après  l'égalité  précédente 

(20)  0(«,  i,  o)  —  0(6,  J,  o)  --  RJ. 

Si  donc  on  règle  la  résistance  R  de  manière  que,  dans  l'expé- 
rience précédente,  la  sphère  intérieure  ne  prenne  aucune  charge 
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électrique  (ce  qu'un  électroscope  permettra  toujours  de  constater), 
la  détermination  de  cette  résistance  R  et  de  l'intensité  J  du  cou- 
rant permettra  de  déterminer  la  différence 

(-)(«,  f,  o)  --0(6,  i,  <)). 

Ce  procédé  ne  permet,  pas  plus  que  celui  qui  a  été  indiqué  au 
§  1,  de  déterminer  la  différence 

e(a,  i,  1  -r-  [x)  —  0(6,  i,  y^  -+-  [J-)- 

On  trouvera,  dans  le   Mémoire  de  M.   Pellat,  les  précautions 
expérimentales  dont  doit  être  entouré  l'emploi  de  ce  procédé. 
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CHAPITRE  VIII. 

L'EFFET    PELTIER. 

§  I.  —  L'effet  Peltier. 

Nous  avons  dit  que  l'étude  du  mouvement  permanent  de  l'élec- 
tricité découlait  tout  entière  de  deux  hypothèses  fondamentales: 
l'une,  à  laquelle  on  parvient  en  généralisant  la  loi  d'Ohm,  a  été 
indiquée  au  Chapitre  IV;  l'autre,  que  l'on  obtient  en  généralisant 
la  loi  de  Joule,  a  été  indiquée  au  Chapitre  VI. 

Au  Chapitre  précédent,  nous  avons  appliqué  la  première  de  ces 
devix  hypothèses  à  un  conducteur  formé  de  différents  métaux  qui 
ont  tous  la  même  température,  et  nous  en  avons  déduit  une  série 
de  conséquences  sur  les  lois  des  courants  permanents  dans  un 
semblable  conducteur.  Nous  allons  maintenant  appliquer  à  ce 
même  conducteur  la  seconde  hypothèse. 

Considérons  une  surface  fermée  S  tracée  à  l'intérieur  d'un  con- 
ducteur métallique  hétérogène,  dont  tous  les  points  sont  à  la 
même  température,  et  qui  est  traversée  par  des  courants  perma- 
nents. Dans  le  temps  dl^  la  partie  du  conducteur  que  renferme 
cette  surface  dégage  une  quantité  de  chaleur  ûfQ  que  nous  vou- 
lons calculer. 

Pour  cela,  en  vertu  de  l'hypothèse  indiquée  au  Chapitre  VI, 
nous  pouvons  opérer  de  la  manière  suivante. 

Nous  supposerons  que,  pendant  le  temps  dt^  les  courants  qui 
parcourent  la  partie  du  système  enfermée  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face S  soient  conservés,  mais  que  les  courants  qui  parcourent  le 
reste  du  système  soient  réduits  à  o.  Il  en  résulterait,  pendant  le 
temps  dt,  un  changement  de  distribution  électrique  sur  le  système. 
Ce  changement  consiste,  comme  on  le  voit  aisément,  à  amener 
sur  l'élément  <iS  de  la  surface  S  une  charge  électrique 

—  [u  cos(N/,  X)  ~r  V  cos(N;,  y)  -+-  w  cos(N/,  z)\  dS  dt. 

Prenons   l'énergie    interne   du   système  supposé  sans   courant. 
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Cette  énergie  interne  a  une  valeur  U  donnée  par  [Livre  IV,  Cha- 
j)itre  II,  égalité  (19)] 

EU  =  Er^\V^  Kl  <7i-+-K2^2 -+-...  ~K„<7„. 

Dans  la  modification  que  nous  venons  de  considérer,  cette  éner- 
gie interne  subirait  une  variation  oU  donnée  par  l'égalité 

E8U  =  —  c?/^  (eV—  K)[mcos(N/,  x) -^  (^cos(N/,j')  -^  wcos(N/,  z)]  dS, 

la  sommation  s'étendant  à  tous  les  éléments  dS  de  la  surface  S. 
Le  système  supposé  sans  courant  dégagerait  une  quantité  de  cha- 
leur'^Q':.^— SU. 

L'hypothèse  que  nous  voidons  ajipliquer  consiste  à  supposer 
que  dÇ)  =  dQI,  ce  qui  peut  encore  s'écrire 

rfQ  ^  —  au. 

La  quantité   de  chaleur  que    nous  voulons   calculer  est  donc 
donnée  par  la  formule 


(1)     EdQ  =  dt^{zY-T-K)[u  cos{Ni,x)-i-vcos{î^i,y)^wcos('Ni,  z)] 


dS. 


Cette  égalité  peut  se  transformer.  Les  quantités  V  et  K  sont 
finies  et  continues  en  tout  point  intérieur  à  la  surface  S.  Leurs 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  existent  et  sont  finies  en  tous 
ces  points;  on  peut  donc  écrire  l'égalité  suivante  : 

^(t\-^K)[ucosi^i,x)^-vcos{Ni,y)-^wcos{Ni,z)]dS 

les  sommations  qui  figurent  au  second  membre  s'étendant  à  tout 
l'espace  que  renferme  la  surface  S. 

Les  courants  sont  uniformes;  on  a  donc  en  tout  point  de  cet 
espace 

du        dv         dw  _ 
dx    '    &y    '    dz  ' 
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et  l'égalité  (i)  peut  s'écrire 

Cette  égalité  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  surface  S;  on  arrive 
donc  au  résultat  suivant  : 

Lorsqu'un  conducteur  métallique  hétérogène,  dont  tous  les 
points  sont  à  la  même  température,  est  traversé  par  des  cou- 
rants permanents,  chcujue  élément  de  volume  de  ce  conducteur 
dégage,  dans  le  temps  dt,  une  quantité  de  cJialeur  dQ^  donnée 
par 

(  2  )     E  du  —  —  dl\  u H  p ; h  w ^ dx-  dy  dz. 

^  ^  \  dx  dy  dz         \  -^ 

Cette  égalité  peut  encore  se  mettre  sous  une  autre  forme. 

Soit  <^»1  la  résistance  spécifique  du  conducteur  au  point  (x^y^z). 
On  a  [Chap.  Yll,  égalités  (7)] 

cÎIm  =  —  e 

c/l  (*>  =     -  £ 

Si  donc,  conformément  aux  notations  indiquées  ailleurs  [Livre  IV, 
Chapitre  II,  égalités  (16)  et  (19)],  nous  posons 

(3)  Kr^e+HT, 

T  étant  la  température  absolue,   nous  pourrons  remplacer  l'éga- 
lité (2)  par  l'égalité 

/  E o?Q  -r  ^(  «2  _4-  t.2  ^-  w2  )  dx  dy  dz  dt 

i  —  T     M \-v-^ h  w  —-  ]  dx  dy  dz  dt . 

\  \     dx  dy  dz  /  -^ 

Lorsqu'un  conducteur  métallique  liétérogène,  dont  tous  les 
points  sont  à  la  même  température,  est  traversé  par  des  cou- 
rants permanents,  chaque  élément  de  ce  conducteur  dégage, 
dans  le  temps  dt,  une  quantité  de  cJialeur  qui  est  la  somme  de 
deux  parties  : 


dY 

de 

dx 

dx 

dV 

d& 

dy 

dy 

dV 

dQ 

dz 

'dz 
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i3  .^(M^-i-  t;2-|-  w-)dx  cly  dz  dt 

est  donnée  par  la  loi  Joule;  elle  est  toujours  positive;  elle  est 
proportionnelle  au  carré  du  flux  électrique  en  un  point  de 
Vêlement  et  à  la  résistance  spécifique  en  ce  point. 
La  deuxième  partie 


dx 


Oy 


—  1  dx  dy  dz  dt 

dz  j  -^ 


serait  égale  à  o  si  l'élément  était  homogène  ;  elle  change  de 
signe  si  l'on  renverse  le  sens  dujlux  électrique  en  un  point  de 
l'élément;  elle  est,  en  grandeur,  proportionnelle  à  ce  flux; 
elle  dépend  de  sa  direction . 

Ce  second  dégagement  de  chaleur  porte  le  nom  de  phénomène 
de  Peltier  ou  à^efj'et  Peltier.  C'est  en  effet  Peltier  (')  qui,  en 
i834,  a  mis  le  premier  en  évidence  les  phénomènes  calorifiques 
particuliers  que  présentent  les  conducteurs  hétérogènes,  Vojons 
comment  on  peut,  de  la  loi  précédente,  déduire  des  conséquences 
susceptibles  d'être  vérifiées  expérimentalement. 

Considérons  un  conducteur  {fig.  96),  formé  par  deux  métaux 
a  et  ^,  soudés  entre  eux  le  long  de  la  surface  AB  au  moyen  d'une 
soudure  métallique  de  nature  quelconque.  Au  métal  a  est  fixé  un 


fil  F,  de  nature  quelconque,  amenant  un  courant  uniforme  d'in- 
tensité J.  Ce  courant  est  emmené  par  un  fil  F',  de  nature  quel- 
conque, fixé  au  métal  b. 

_ ^ — — ^ ^ — ^ ^ ^ — 

(')  Peltieu,  Nouvelles  expériences  sur  la  caloricité  des  courants  électriques 
{Annales  de  Chimie  et  de  PJi,ysique,  i"  série,  t.  LVf,  p.  871;  i834). 

D.  —  î.  3i 


I 


(5) 
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Noti-e    conducteur  est  parcouru    par  des   courants  uniformes. 

Menons,  à  l'intérieur  de  ce  conducteur,  deux  surfaces  normales 
aux  lignes  de  flux  :  l'une  MN,  ou  S,  à  l'intérieur  du  métal  <2, 
l'autre  PQ,  ou  S',  à  l'intérieur  du  métal  b.  Chacune  de  ces  sur- 
faces présente  cette  propriété  que  (£V+  0)  a  la  même  valeur  en 
tous  ses  points.  Chacune  d'elles  coupe  normalement  la  surface  du 
conducteur. 

Appliquons  à  la  surface  fermée  S  ou  MPQN  l'égalité  (i),  en  j 
remplaçant  K  par  (0+TH).  La  partie  du  conducteur  intérieure 
à  cette  surface  fermée  dégagera,  dans  le  temps  dt,  une  quantité  de 
chaleur  dÇ)  donnée  par 

Mais,  en  tout  point  de  la  surface  par  laquelle  le  conducteur  con- 
fine à  l'isolant,  on  a 

u  cos(N;,  x)  -\-  V  cos(N/,  y)  -+-  w  cos(N/.  z)  —  o. 

L'égalité  précédente  devient  donc 

EdQ=      dt^(z\-he  +  TH)[ucos{Ni,x)-{-vcos{Ni,y)-h-wcos{Ni,z)]dS 

+  dt  ^  (£V+e-f-TH)[K  cos(N,-,  x)^v  cos(N/,  y)^w  cos(N,',  z )]  dS'. 

En  tous  les  points  de  la  surface  S,  (sV-i-©)  a  une  même  va- 
leur, que  nous  désignerons  par  (eV+  0);  en  tous  les  points  de  la 
surface  S',  (eV+0)  a  une  même  valeur  que  nous  désignerons 
par  (£V'+  0').  D'ailleurs,  on  a 

J  —       X  [«  cos(Nj,  X)  -\-  V  cos(N/,  y)  -^  w  ces  (IN/,  z)]  dS 

==  —  ^[u  cos(l\j,  x)  -{-  V  cos(N/,  y)-^iv  cos(Ni,  z)]  dS'. 
On  a  donc 


1        Q  (sV-i-  e)[u  cos(N/,  x)-i-v  cos(N;,  jk)  -H  iv  cos(N/,  z)]  dS 


(6) 


\  -^  C  (£V+0)[itcos(N,-,  x)  -+-  PCOs(N/,  y)-~  w  cos(N,',  z)]  <iS' 


=  [(£V+e)  — (eV'  +  e')]. 

Imaginons  un  conducteur  filiforme  mm',  dans  lequel  (cV+0) 
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aurait  la  valeur  (sVh-©)  au  point  m  et  la  valeur  (£V'+  B')  au 
point  m' .  Pour  qu'il  soit  parcouru  de  m  et  m'  par  un  courant 
d'intensité  J,  il  faudrait  lui  donner  une  résistance  R  déûnie  par 
l'égalité 

<7)  (sV-f-e)— (eV'-he')  =  RJ. 

Cette  quantité  R  est  ce  que  nous  nommerons  la  résistance  du 
tronçon  de  conducteur  MNPQ  pour  la  distribution  particu- 
lière des  courants  que  nous  considérons.  Il  est^  facile  de  voir 
qu'elle  est  susceptible  d'une  définition  analogue  à  celle  qui  a  été 
donnée,  pour  un  tronçon  homogène,  au  Chapitre  IV,  §  3. 

Le  long  de  la  surface  S,  la  quantité  H  a  en  tout  point  la  valeur 
ha  qu'elle  a  à  l'intérieur  du  métal  a  à  une  distance  supérieure  à 
(à+  jjl)  des  surfaces  terminales,  sauf  dans  une  couronne  de  largeur 
{\-\-  (J.)  confinant  au  contour  MN.  On  voit  alors  que  l'on  aura, 
aux  termes  près  de  l'ordre  de  Q^-\-  Y-), 

(8)  QTII[acos(N/,a7)-hPcos(N/,  jk)-+-  w  cos(N,-,  z)]  i/S' =  TA^J 
et  de  même 

(9)  CTH[ef  cos(N,-,  a?)  -i- <;  cos(N,-,  j) -h  w  cos(N,-,  z)]  c?S' =— T/j/,J. 

Iib  étant  la  valeur  de  H,  à  l'intérieur  du  métal  b,  à  une  distance 
supérieure  à  (à  +  p.)  des  surfaces  terminales. 

Les  égalités  (5),  (6),  (7),  (8),  (9)  donnent 

(10)  Ec^Q  =BJ2j/-i-(Aa— A/>)TJ(/«. 

Telle  est  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  un 
courant  uniforme  dans  un  tronçon  de  conducteur  formé  de  deux 
métaux  soudés. 

Si  le  tronçon  MNPQ  est  pris  gros  et  court,  sa  résistance  R  sera 
une  quantité  extrêmement  petite.  Si  le  courant  n'a  pas  une  très 
grande  intensité,  on  pourra  négliger  le  terme  RJ-  et  écrire  sim- 
plement 

(il)  Ed(l^{ha-hb)'Y]dt. 

Ainsi,  LorsquHun  courant  d^ intensité  qui  n^ est  pas  très  grande 
traverse  la  soudure  de  deux  métaux,  il  dégage  une  quantité 
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de  chaleur  qui  dépend  uniquement  de  la  nature  que  les  deux 
métaux  présentent  à  une  certaine  distance  des  surfaces  termi- 
nales et  qui  ne  dépend  pas  de  la  forme  et  de  la  grandeur  de 
la  surface  de  contact  ni  de  la  nature  de  la  soudure. 

Ce  phénomène  calorifique  est,  en  grandeur,  proportionnel 
à  U intensité  du  courant.  Il  change  de  signe  si  Von  renverse  le 
courant. 

C'est  là  le  phénomène  constaté  d'abord  par  Peltier  au  moyen 
de  l'expérience  suivante,  que  l'on  peut  facilement  répéter  dans  les 
cours. 

L'effet  le  plus  marqué  s'obtient  avec  le  bismuth  et  l'antimoine. 
Le  courant  dégage  de  la  chaleur  lorsqu'il  passe  de  l'antimoine  au 
bismuth  et  en  absorbe  lorsqu'il  passe  du  bismuth  à  l'antimoine. 

Deux  soudures  antimoine-bismuth  sont  placées  respectivement 
dans  les  deux  boules  «,  b  d'un  ihermoscope  de  Rumford  {fig.  97). 


Fii 


97- 


Un  même  courant  traverse  ces  deux  soudures;  mais,  dans  la 
boule  a,  il  passe  de  l'antimoine  au  bismuth  et  du  bismuth  à  l'anti- 
moine dans  la  boule  b.  Un  dégagement  de  chaleur  a  lieu  dans  la 
boule  a  et  une  absorption  dans  la  boule  b.  Les  deux  effets  s'ajou- 
tent pour  déplacer  l'index  I  du  thermoscope  de  la  boule  a  vers  la 
boule  b.  Si  l'on  renverse  le  courant,  le  déplacement  de  l'index  a 
lieu  en  sens  inverse. 

Soient  trois  métaux  a,  b,  c;  un  courant  d'intensité  J,  passant 
du  métal  a  au  métal  6,  produit  dans  le  temps  dt^  un  dégagement 
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de  chaleur  o?Q,  donné  par 

ErfQ,  =  T(/ta-  hb)i  dt. 

Ce  même  courant,  passant  du  métal  b  au  métal  c,  produit,  dans  le 
même  temps,  un  dégagement  de  chaleur  C/Q2  donné  par 

ErfQj^  T{hb—hc)i  dt. 

Enfin,  ce  même  courant,  passant  du  métal  a  au  métal  c,  produit, 
dans  le  même  temps,  un  dégagement  de  chaleur  c/Qa  donné  par 

'^dÇii^T{ha~hc)ldt. 

On  voit  sans  peine  que  l'on  a 

Cette  relation  montre  que,  dans  l'étude  expérimentale  de  l'effet 
Peltier,  il  n'est  pas  nécessaire  d'étudier  les  soudures  que  l'on  peut 
former  avec  tous  les  métaux  pris  deux  à  deux;  il  suffit  d'étudier 
les  soudures  que  l'on  peut  former  en  joignant  successivement  cha- 
cun des  métaux  avec  un  même  métal  étalon.  La  relation  précé- 
dente fera  connaître  alors  l'effet  Peltier  qui  se  produit  à  la  soudure 
de  deux  métaux  quelconques. 

L'étude  expérimentale  de  l'effet  Peltier  a  donné  lieu  à  de  nom- 
breuses recheixhes  que  l'on  trouvera  exposées  dans  les  traités  de 
Physique. 

§  2.  —  Relation  entre  l'effet  Peltier  et  la  différence  de  niveau  potentiel 
entre  deux  métaux  en  contact. 

Nous  donnerons  le  nom  de  coe^Cf'e/i^  de  V effet  Peltier  pour 
la  soudure  «,  6  à  la  quantité 

U2j  Ta—— jg— ' 

qui  représente  la  quantité  de  chaleur  dégagée  pendant  l'unité  de 
temps  par  un  courant  d'intensité  égale  à  l'unité  passant  du  métal  a 
au  métal  b. 

Soient  ©„,  B^  les  valeurs  de  la  quantité  6  à  l'intérieur  des  mé- 
taux <7,  6,  à  une  distance  suffisante  des  surfaces  terminales.  Pour 
que  l'équilibre  électrique  soit  établi  sur  un  conducteur  renfermant 
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les  deux  métaux  a  et  6,  il  faut  que  la  fonction  potentielle  ail,  à 
l'intérieur  de  ces  deux  métaux,  des  valeurs  constantes  V,^,  V^,  liées 
par  la  relation 

(£V«-h0a)-£(V/.-T-06). 

La  quantité 

(i3)  D^=—  ^"—^^ 

est  la  différence  de  niveau  potentiel  entre  les  régions  intérieures 
des  deux  métaux  a  et  b  réunis  métalliquement. 

Mais,  d'autre  part,  d'après  la  définition  de  la  quantité  H  [Livre  II, 
Chap.  II,  égalité  (i6)],  on  a 

,    _      à^n  ,    _       de/, 

Les  égalités  (12)  et  (i3)  donnent  donc 

Ut)  *^«  -  E        ^T 

Le  coefficient  de  V effet  Peltier  à  la  soudure  de  deux  métaux 
a,  b  mesure  le  produit  de  la  température  absolue  par  la  dé- 
rivée par  rapport  à  la  température  de  la  chute  qu'éprouve, 
dans  l'état  d'équilibre,  le  niveau  potentiel  lorsqu^on  passe  de 
l'intérieur  du  métal  a  à  l'intérieur  du  métal  b. 

Cette  relation  fondamentale  a  été  obtenue  pour  la  première  fois 
par  M.  Lorentz  ('). 

Cette  relation  ne  peut  être  vérifiée  par  l'expérience,  du  moins 
d'une  manière  directe.  En  effet,  on  a 

e^  =  e(a,  i,  X  -f-  [x), 
e^  =e(è,  i,  X-t-[ji) 


(')  H. -A.  LoR^yiz,  Sur  l'application  aux  phénomènes  thermo-électriques  de 
la  seconde  loi  de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  (Archives  néerlandaises 
des  Sciences  exactes  et  naturelles,  t.  XX,  p.  129;  i885). —  Pour  l'historique,  t>oi/' 
P.  DuHEM,  Sur  la  relation  qui  lie  l'effet  Peltier  à  la  différence  de  niveau 
potentiel  de  deux  métaux  au  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
6°  série,  t.  XII,  p.  433;  1887).  —  Les  principes  de  la  théorie  exposée  dans  le  pré- 
sent Chapitre  sont  indiqués  dans  ce  dernier  Mémoire  et  dans  P.  Duhem,  Le 
Potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  3*  Partie  (Paris,  1886). 
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et,  par  conséquent,  l'égalité  (i4)  peut  s'écrire 

Pa  =  ^^'Y  [Q(^>  ^  X  -^  (ji)  -  0(a,  i,  X  -i-  [!)]. 

Le  piemier  membre  de  cette  égalité  peut  être  déterminé  expé- 
rimentalement; mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  second,  car,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  remarquer  au  Chapitre  précédent,  les  mé- 
thodes de  détermination  de  la  différence  de  niveau  potentiel  au 
contact  de  deux  métaux  déterminent  la  quantité 

6(6,  i,  0)  —  6(a,  i,  o) 
et  non  la  quantité 

e(b,  i,  X  -r-  |jl)  —  &(a,  i,  l  -+-  [x). 

Clausius  (')  avait  admis  que  la  relation  entre  le  coefficient  de 
l'effet  Peltier  et  la  chute  de  niveau  potentiel  était  la  suivante 

Il  croyait  que  cette  égalité  résultait  nécessairement  de  la  Thermo- 
dynamique. Cette  relation,  admise  par  Clausius  et  par  un  grand 
nombre  d'autres  phvsiciens,  doit  être  remplacée,  en  général,  par 
la  relation  (i4)'  Toutefois,  il  se  peut  que,  pour  certains  métaux 
particuliers,  la  relation  (i4)  puisse  prendre  la  forme  particu- 
lière (  1 5  ) . 


(')  R.  Clausius,  Ueber  Amvendung  der  mechaiiischcn  Wàrtnetlieorie  auf 
die  thermo-elektrisclien  Erscheinungen  {Poggendorff's  Annalen,  t.  XC,  p.  5i3; 
i853.  —  Théorie  mécanique  de  la  chaleur,  traduite  eu  français  par  Folie,  t.  II). 
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CHAPITRE  IX. 

LES  COURANTS  THERMO-ÉLECTRIQUES. 


§  1.  —  Conditions  dans  lesquelles  se  produisent  les  courants 
thermo-électriques. 

Nous  avons  jusqu'ici  étudié  des  sj'stèmes  formés  de  métaux 
dont  tous  les  points  étaient  à  la  même  température.  Nous  allons 
maintenant  étudier  les  propriétés  de  systèmes  formés  par  des 
conducteurs  métalliques  dont  la  température  varie  d'un  point  à 
l'autre. 

Nous  supposerons  que  la  forme  et  la  position  des  divers  conduc- 
teurs soient  données,  ainsi  que  la  constitution  physique  et  chimique 
de  chacun  des  éléments  de  volume  qui  les  composent,  en  sorte 
que,  pour  connaître  complètement  l'état  d'un  élément  de  vo- 
lume du  système,  il  suffira  de  se  donner  les  coordonnées  x^  y,  z 
d'un  point  de  cet  élément,  et  la  température  absolue  T  en  ce 
point. 

L'énergie  interne  U  et  l'entropie  S  du  système  seront  données 
par  les  égalités  [Livre  II,  Chap.  II,  égalités  (i8)  et  (19)] 

(1)  EU  =  Er  +  W  +  Kig',-4-K2^„  +  ...+  K„^„, 

{%)  ES=ES  +Hi^i-hH2<72-+-...  +  H„g'„. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  cpiantités  H  et  K  seront 
des  fonctions  continues  de  ^,  jKi  -2,  T, 

H  =  H(a7,  jK,  z,  T), 
K=  K{x,y,z,T). 

Imaginons  qu'une  charge  électrique  oq  passe  du  point  de 
coordonnées  (x,  y,  z)  au  point  de  coordonnées 

(x -^  ox,  y -i- oy,  z -\- oz), 

l'énergie  interne  et  l'entropie  du  système  subissent  des  variations 
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ôU  et  5S  données  par  les  égalités 

L      V  ^■'^        ^^  ~^  OT  dx  ) 
d\        dK       dK  dT\ 


(' 


dj    '    dy    '    dT  dy)^^ 

d\       dK       dK  dT\  , 

e 1 1 ■  —     '  ' 

dz        dz        dT  d. 


-joz^dq, 


ss =r 


/dH         dH  dT' 

\dx  ^^  dT  dx 

/dH         dH  dT\, 

-^(d^  -^d-T  d-^r-^ 

/dH         dH  dT\.   1, 

^(dJ  -^dT   d^j'^^J'S'- 

Le  travail  non  compensé  qu'entraîne  cette  modification  a  pour 

valeur 

ox  =  ETSS  — EoU. 

Si  l'on  observe  d'ailleurs  que  Ton  a  [Livre  II,  Chap.  II,  éga- 
lités (16)  et  (17)] 

K  =  e  +  TH, 


on  voit  que  l'on  aura 


dV 

de 

de  dT 

'  àx  "^ 

"  dx 

■    dT  d^ 

dV 

de 

de  dT 

dy    ' 

dy- 

'^  dT  dy 

dV 

dJ-^ 

de 
dz  ' 

de  dT 
■^  dT  dz 

H^ 

da^ 


(3)  (  +(^"^.-E-^^+H^)o7 


H  —  )  02     c^fir. 
dz  /       J     ^ 


Cette  égalité  est  fondamentale  ;  elle  fournitles  lois  de  l'équilibre  et 
du  mouvement  permanent  de  l'électricité  sur  les  conducteurs  métal- 
liques dont  la  température  n'a  pas  la  même  valeur  en  tout  point. 

On  obtiendra  les  conditions  de  l'équilibre  électrique  sur  un 
semblable  conducteur  en  écrivant  que  le  travail  non  compensé  8t, 
donné  par  l'égalité  (3),  est  égal  à  o,  quels  que  soient  tx,  ùy,  83; 
ces  conditions  sont  donc 

ày  ^dS 
dx        dx 

Oy        dy 

dV  _^dB 

'dz  '^  dz 


de  dT 
dT  dx 

de  dT 

u'^T 

dT  dy 

-T-H  —  =0, 

dy 

de  dT 

u^'^ 

dT  dz 

-^H—  =0. 

dz 
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Si  le  système  est  parcouru  par  des  courants  permanents,  il  résulte 
de  l'hypothèse  fondamentale  relative  aux  courants  permanents, 
qui  a  été  obtenue  au  Chapitre  IV,  en  généralisant  la  loi  d'Ohm, 
que  l'on  doit  avoir 

Sx  =  ( Ca;  037  -I-  Cy  oy  -i-  CzOz)  dq, 

Cx,  ^y,  ^z  étant  les  composantes  de  la  force  électromotrice  au 
point  (^,  y,  z).  Si  donc  SI  est  la  résistance  spécifique  au  point 
(^,  y,  z),  et  II,  V,  w  les  composantes  du  flux  en  ce  point,  on  aura, 
d'après  l'égalité  (3), 

/    à\       d&        de  àT       „dT\ 


dx  / 


<Rw  = 


à\ 

de 

de 

d'Y 

éx 

-\- 

()x 

^ 

dx 

ày 

-4- 

dy 

H- 

de 

dT 

dH 

dy 

ôz 

- 

de 

dz 

-1- 

de 

d'Y 

dT 

dz 

^Tz)- 


Ces  égalités  nous  feront  connaître  les  lois  des  courants  thermo- 
électriques. 

L'étudethéorique  des  circonstances  dans  lesquelles  ces  courants 
peuvent  prendre  naissance  comprend  trois  théorèmes;  nous  avons 
déjà  démontré  le  premier  de  ces  trois  théorèmes  au  Chapitre  VII, 
§  3;  il  s'énonce  ainsi  : 

PiiEMiÉRE  LOI.  —  Un  système  formé  luiiquement  de  con- 
ducteurs métalliques,  homogènes  ou  hétérogènes,  dont  tous  les 
points  sont  à  la  même  température,  ne  peut  être  le  siège  de 
courants  permanents . 

Le  second  de  ces  théorèmes  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Deuxième  loi.  —  Si  chacun  des  conducteurs,  isolés  les  uns 
des  autres,  qui  constituent  un  système,  est  homogène  en  tous 
les  points  dont  la  distance  aux  surfaces  terminales  surpasse 
Çk-îr  [x),  ce  système  ne  peut  être  le  siège  de  courants  perma- 
nents sensibles,  quelle  que  soit  la  distribution  des  tempéra- 
tures sur  ce  système. 

Multiplions,  en  effet,  les  deux  membres  de  la  première  des  équa- 
tions (5)  par  u,  les  deux  membres  de  la  seconde  par  v,  les  deux 
membres  de  la  tioisième  par  w,  et  intégrons  pour  le  volume  entier 
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(le  l'un  des  conducteurs  qui  constituent  le  système.  Nous  aurons 
tR (  W^ -f-  V'-T-  w^)  dx  dy  dz 


ffl^ 


r  r  r\    /  d\     ae      ae  ôt 


—    Il 
Ox  J 


^      ^      ae  dT        ^\ 

dy        Oy       dT  dy  dy  J 

' dW       de    _  de  dT 
dz  ~^  ôz~  d'Y  d 


-  -r-  H  —  j  w  \  dx  dy  dz 


Prenons  une  fonction  }){x,  y,  z-,  ï)  définie  par  l'égalité 

d^(x,y,z,T) 


(G)  Uix,y,z,T) 


dT 


Aux  divers  points  situés  à  l'intérieur  du  conducteur,  à  une 
distance  supérieure  à  (^^+  l^-)  des  surfaces  terminales,  H  et  ^de- 
viennent, à  cause  de  l'homogénéité  supposée  du  conducteur,  de 
simples  fonctions  de  T,  h(T)  et  i^(T). 

L'égalité  précédente  peut  alors  s'écrire 

/   /  /  <îll(a2-|-  (;2_u  w^)dxdydz 

J  J  J   \    L'  ^  ^  ^  ^  ^T  dr  "^        'JT      dx  J  " 

L    ^J'        dy'^  dT  dy  dT      dy  J 

r   dV       de       de  dT       d^(T)dT~\       )  ^     ,     , 

-^['d-z-^rz-^dT-di-^-'jr^rr'''^^^'^' 

"./XA"^^'^''''^^""''^'^^^"^^'^^'''^^)'^'''''^'^^' 

Soient  dS  un  élément  de  la  surface  S  qui  limite  le  conducteur 
et  ]Nj  la  normale  à  cet  élément  vers  l'intérieur  du  conducteur.  Une 
intégration  par  parties  nous  donnera 

J  J  J    IV  dx^  àx'^  dT  ôx'^      dT      dx)  " 
^ 'dy '^  dy '^  dT  dy  ^      dT  '  dy  )  ^ 


dV        de        de  dT        di^(T)dT\     1    ,     ,     ,, 


=  —  C  [£V-+-e-f-i^(T)][MCos(iN,-,a7)-;-(^cos(N/,7)-f-«'cos(N/,3)]«JS 
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Les  courants  étant  permanents,  on  a,  en  tout  point  du  con- 
ducteur, 

du        àv        dw 

-r-   -{-    --    4-    -T-  =   O 

ox        oy        ôz 
et,  en  tout  point  de  la  surface  S, 

uco?,{'^i,x)  -+-  pcos(N/,jk)  -+-  (vcos(N,',  z)  =  o. 
L'égalité  (^)  devient  donc 

f  I   fik  (  «2  -+-  (;2  -+-  (v2  )  dxdydz 
=  -///[H(^,7,^-,T)-A(T)](r^^  +  .g+«.gj«?^^7rf.-. 

Les  deux  quantités  H(.r,jK,  ;î,  T)  et  /i(T)  ne  diffèrent  l'une  de 
l'autre  d'une  quantité  finie  qu'aux  divers  points  d'une  couche 
d'épaisseur  ()^  +  p.)  confinant  à  la  surface  terminale;  le  second 
membre  est  donc  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de  (X  +  u.), 
et  il  en  doit  être  de  même  du  premier,  ce  qui  montre  que  le  flux 
électrique  ne  peut  atteindre  une  valeur  sensible  en  tout  point  d'un 
volume  d'étendue  sensible. 

Cette  loi ,  dont  nous  venons  de  démontrer  la  nécessité  théo- 
rique, n'a  pas  toujours  été  admise  par  les  expérimentateurs. 
Antoine-César  Becqvierel  (^)  avait  cru  mettre  en  évidence  la  pro- 
duction de  courants  uniformes  dans  un  circuit  formé  d'un  seul 
métal  dont  les  diverses  parties  étaient  à  des  températures  diffé- 
rentes. En  un  point  d'un  fil  de  platine  homogène  il  formait  un 
nœud  ou  une  spirale.  En  chauffant  alors  le  fil  à  droite  ou  à  gauche 
de  la  spirale,  il  avait  un  courant  allant  directement  de  la  partie 
chaude  à  la  partie  froide.  Il  en  déduisait  le  principe  suivant  :  pen- 
dant la  propagation  de  la  chaleur  dans  un  corps,  si  cette  propaga- 
tion se  fait  uniformément  autour  du  point  chauffé,  aucun  effet  ne 
se  produit;  mais,  si  la  propagation  se  fait  d'une  manière  djssjmé- 
trique,  il  se  produit  aussitôt  un  courant  électrique. 


(')  A. -G.  Becquerel,  Du  développement  de  l'électricité  par  le  contact  de 
deux  portions  d'un  même  métal  dans  un  état  suf/isam,ment  inégal  de  tempé- 
rature {Ann.  de  Chimie  et  de  Physique,  Q'sùrie,  t.  XXIII,  p.  i35;  1823  ).  —  Du 
pouvoir  thermo-électrique  des  métaux  {Ann.  de  Chimie  et  de  Physique,  2' sé- 
rie, t.  XLI,  p.  353;  1829). 
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M.  Magnus  (')  a  montré  que  ces  phénomènes  devaient  s'expli- 
quer par  l'écrouissage ,  c'est-à-dire  par  un  changement  d'étal 
physique  que  l'on  fait  éprouver  au  métal  en  le  tordant. 

La  troisième  loi  fondamentale  des  phénomènes  thermo-électri- 
ques peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Troisième  loi.  —  Lorsquun  conducteur  métallique  hétéro- 
gène présente  une  température  variable  cV un  point  à  Vautre, 
V équilibre  électrique  est  en  général  impossible  sur  ce  con- 
ducteur. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  les  conditions  d'équilibre 
(4)  peuvent  s'écrire 

(8)  HrfT=  — ^(sV+e), 

le  symbole  d  désignant  une  différentielle  totale  par  rapport  aux 
quantités  x,  y,  -S,  T,  regardées  comme  des  variables  indépen- 
dantes. 

Le  conducteur  n'étant  pas  homogène,  H  est  une  fonction  non 
seulement  de  T,  mais  encore  de  x,  y,  z.  Le  premier  membre  ne 
peut  donc  être  une  différentielle  totale  par  rapport  aux  quatre 
variables  T,  x,  y.,  z  regardées  comme  indépendantes.  On  ne  peut 
donc  supposer  l'existence  de  l'équilibre  électrique  sur  le  conduc- 
teur, quelle  que  soit  la  distribution  des  températures  sur  le  sys- 
tème. Cet  équilibre  ne  peut  subsister  que  si  la  distribution  des 
températures  sur  le  système  satisfait  à  certaines  conditions. 

Ainsi,  en  général,  si  l'on  chauffe  certaines  régions  d'un  conduc- 
teur formé  de  plusieurs  métaux  différents,  ou  d'un  métal  dont  les 
diverses  parties  sont  dans  des  états  physiques  différents ,  on 
obtiendra  sur  ce  conducteur  un  mouvement  permanent  de  l'élec- 
tricité. Telle  est  l'origine  des  courants  découverts  par  Seebeck  (-) 
en  1822  et  i823  et  nommés  courants  thermo-électriques. 


(')  Magnus,  Ueber  thermo-electrische  Strome  {Poggendorff's  Annalen, 
t.  LXXXIII,  p.  469;  i85i). 

(»)  D'  T.-J.  Seebeck,  Ueber  die  magnetische  Polarisation  der  Metalle  und 
Erze  durch  Temperalur-DiJ/ereiiz  {Abhandlungen  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften  zu  Berlin,  p.  1822  et  1828;  —  Poggendorff's  Annalen,  t.  VI,  p.  i, 
i33  et  253;  1826). 
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§  2.  —  Propriétés  des  chaînes  thermo-électriques. 

Supposons  que  nous  ayons  une  suite  de  métaux  a,  Z>,  c,  «i,  ...,  /, 
dont  chacun  est  homogène,  sauf  à  une  distance  très  petite  (X  +  pi) 
des  surfaces  qui  le  terminent. 

Avec  ces  mëtaux,  formons  une  chaîne  de  telle  façon  que  cha- 
cun d'eux  soit  en  contact  seulement  avec  celui  qui  le  précède 
dans  la  série  et  avec  celui  qui  le  suit. 

Admettons  que  chacune  des  surfaces  de  contact  ait  la  même 
température  en  tous  ses  points,  cette  température  n'étant  pas 
forcément  la  même  pour  les  différentes  surfaces  de  contact. 

Nous  aurons  une  chaîne  thermo-électrique  ouverte. 

Si,  de  plus,  nous  supposons  les  deux  métaux  a.  et  /  mis  en  con- 
tact par  une  surface  ajant  la  même  température  en  tous  ses  points, 
nous  aurons  une  chaîne  thermo-électrique  fermée. 

La  théorie,  fondée  sur  la  Thermodynamique,  des  chaînes  thermo- 
électriques, a  été  donnée  en  1862  par  Sir  W.  Thomson  (').  Les 
principes  précédents  fournissent  sans  peine  les  résultats  obtenus 
par  Sir  W.  Thomson  (2),  et  permettent  même  de  leur  donner  une 
forme  un  peu  plus  générale,  qui  n'oblige  pas  à  réduire  la  chaîne  à 
un  simple  fd. 

Première  loi.  —  Une  chaîne  thermo-électrique  ouverte  ne 
peut  être  le  siège  d^ aucun  courant  permanent  sensible. 

Considérons  une  chaîne  ouverte,  formée,  par  exemple,  de 
quatre  métaux  «,  b,  c,  d  {Jîg.  98),  séparés  les  uns  des  autres  par 
les  surfaces  S,,  S2,  S3,  dont  les  températures  sont  T,,  T2,  T3. 

Si  le  métal  a  est  parcouru  par  des  courants  permanents,  il  doit 
recevoir  à  chaque  instant  autant  d'électricité  qu'il  en  laisse  échap- 
per, et,  comme  ces  échanges  ne  peuvent  avoir  lieu  que  par  l'in- 


(')  Sir  W.  Thomson,  On  a  mechanical  theory  of  thermo-electric  currents 
{Philosopliical  Magazine,  4°  série,  t.  III,  p.  629;  i852.  —  W.  Thomson's  Mathe- 
matical  and  physical  papers,  1. 1,  p.  3i6). 

(")  P.  DuHEM,  Applications  de  la  Thermodynamique  aux  phénomènes  thermo- 
électriques  et  pyro-électriques.  F"  Partie  :  Phénomènes  thermo-électriques 
{Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  3"  série,  t.  II,  p.4o5;  i885). 
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termédiaire  de  la  surface  S,,  on  voit  que  l'on  aura 

(a)  V  [u  cos,(Na,x)-^vcos{]Sa,y)  H-  w  cos(Na,-s)]  dSi=:  o. 

Le  métal  b  doit,  lui  aussi,  recevoir  à  chaque  instant  autant  d'é- 
lectricité qu'il  en  perd,  ce  qui  donne 

V  [u  cos(N;!„  x)  -+-  pcos(N/„j')  -H  iv  cos(N6,  z)\  dSi 

-h  V  [«cos(N6,  ce)  -+-  V  cos{l^t„y)  4-  tvcos(NA,  z)]  dS^—  o. 

Mais  l'égalité  (a)  donne 

(?)  ^  [Mcos(Ni,  x)  -i-  V  cos(N6,jk)  •+-  tv  cos(N6,  z)]  dSi  =  o, 

en  sorte  que  l'égalité  précédente  devient 

(v)  V  [ucos{^/j,x)-h-  i^cos(N6,7)  -f-  w  cos(N/„  z)]  ^82  =  o. 

On  verra  ainsi,  de  proche  en  proche,  que  chaque  surface  S(, 

Fi  g. 


So,  S3    livre   passage,    à   chaque   instant,   à  une  quantité   totale 
d'électricité  égale  à  o. 

Gela  posé,  écrivons,  pour  le  métal  a,  une  égalité  analogue  à 
l'égalité  (7),  et  transformons-la  de  la  même  manière.  Soient 
J9a(T),  ha(T),  les  fonctions  3^(T),  A(T),  particulières  au  métal  a, 
nous  aurons 


/// 


3i{ii--t-v^-^w^)dxdydz 
=  —  ^[eV  -{-  e  -}-  jÇa(T)]  [u  cos(Na,  x)^v  cos(Na,jK)  4-  w  cos(Na,  z)\  dSi 
-JfJ[Hix,y,z,T)-K{T)](u^^-^v^^-^».^^^^dxdjdz. 
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Si  l'on  observe  que  la  température  T  et,  par  conséquent,  la 
fonction  ^«(T)  ont  même  valeur  en  tout  point  de  la  surface  S,, 
et  si  l'on  tient  compte  de  l'égalité  (a),  on  aura 


/// 


Jl(  «2  -4-  p2  _|_  (^,2  )  dx  dy  dz 


=  —  X  (sV-l-  0)  [U  COS(Nrt,  X)-^V  COS(Na,JK)  -4-  W  COS(Na,  Z)]  fl?Si 

Les  métaux  b,  c,  d  donnent  des  égalités  analogues.  En  les 
ajoutant  membre  à  membre  et  en  remarquant  qu'on  a,  en  tout 
point  de  S,, 

u  cos(]Na,  x)-^  V  COS(Na,JK)  +  W  cos(Na,  z) 
-\-  u  co?>{'^b,x)  -h  V  cos(N6,jK,>  ■+-  w  cos(N/j,  z)  —  o, 

et  des  égalités  analogues  en  tout  point  des   surfaces  So,  S3,  on 
trouve 

I  f  IS{.(u'^^v^--r'W^')dx,dj,dz 


■fU 


[H(x,y,z,  T)  —  Arf(T)]  ("^-f-''j-  +  ^^)  dxdydz. 


L'intégration  qui  figure  au  premier  membre  s'étend  à  la  chaîne 
tout  entière. 

Le  second  membre  étant  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de 
(X  +  {jl),  il  doit  en  être  de  même  du  premier;  les  courants  ne 
peuvent  donc  avoir  une  intensité  sensible  en  aucune  région  d'é- 
tendue sensible  du  système. 

L'équilibre  électrique  s'établira  sur  le  système.  On  aura,  en  tout 
point,  d'après  l'égalité  (8), 

H(a7,  jK, -s,  T)  t/T  =  —  i/(£V  4- 0). 

Prenons  un  point  M  {fig.  99)  à  l'intérieur  du  premier  métal  a 
de  la  chaîne,  et  un  point  M/  à  l'intérieur  du  dernier  métal  d  de  la 
chaîne.   Soient   T  et  T'  leurs  températures.    Joignons   les   deux 
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points  M,  M'  par  une  ligne  /  rencontrant  les  surfaces  S,,  So,  S3, 
en  P,,  P2,  P3.  L'égalité  (8)  nous  donnera 

.M- 

£V(M)-f-ea(T)-sV(M')-e,/(T')=   /      U(x,y,z,T)dT. 

Mais  le  second  membre  peut  s'écrire 

T, 


I,    -^T-^T-X     -^'^^Jr,    -^^'"A 


.T      ^T 


f     [H(^,r,^,  T)-A^(T)]c/T+...-^   r    [11(^,7,  2,  T)-/irf(T)]f/T. 
Si  Ton  elTectue  les  intégrations  indiquées  aux  quatre  premiers 

Fig-  99- 


termes,  et  si  l'on  néglige  les  termes  suivants,  qui  sont  des  quan- 
tités très  petites  de  l'ordre  de  (\  -+-  [jl),  on  trouve 

£V(M)-4-e„(T)-£V(M')-e,/(T') 


(9)  =      i5a(T,)-i5a(T)+i5^(TO-i56(T,) 

(  -^i5,(T3)-i^,(T2)-f-i5rf(T')-;^rf(T3). 

Supposons,  en  particulier,  que  les  deux  métaux  a  el  d  soient 
identiques;  que  les  deux  températures  T  et  T'  soient  identiques. 
Entre  les  points  M  et  M' existera  une  différence  de  niveau  potentiel 
donnée  par  l'égalité 

l  £[V(M)4-V(M')]=      i5„(TO-i^6(Ti) 
(»o)  _  -^i5/,(Tj)-i9c(T2) 

tandis  que  cette  différence  eût  été  égale  à  o,  si  les  deux  métaux 
avaient  été  réunis  par  des  conducteurs  métalliques  ayant  la  même 
température  en  tous  leurs  points. 

D.  —  I.  32 


(II) 
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Deuxième  loi. —  Une  chaîne  thermo-électrique  fermée,  dont 
toutes  les  soudures  sont  à  la  même  température ,  ne  peut, 
quelle  que  soit  la  distribution  des  températures  entre  les  sou- 
dures, être  parcourue  par  des  courants  permanents  sensibles. 

Soit  une  chaîne  ihei^mo-élec trique  fermée,  formée,  par  exemple, 
de  trois  métaux  a,  ^,  c  {/ig-  100);  soient  S,,  Sa,  S3  les  surfaces 


qui  séparent  ces  trois  métaux,  et  Ti,  To,  T3  leurs  températures. 
Comptons  comme  sens  de  parcours  positif  le  sens  abcda.  On 
démontre  sans  peine  que,  dans  le  temps  dt,  chacune  des  surfaces 
Si,  S2,  S3  est  forcément  traversée  dans  le  sens  positif  par  une 
même  quantité  totale  d'électricité  idt.  Gela  posé,  en  raisonnant 
comme  nous  l'avons  fait  pour  établir  la  loi  précédente,  nous  trou- 
verons sans  peine 

-JJJ[Yl{x,y,  z,  T)  -  A.(T)]  (^^.  _  +  ,-  +  «.  _j  clx  dy  dz. 

Les  trois  derniers  termes  du  second  membre  sont  des  quantités 
très  petites  de  l'ordre  de()v+[i.);  le  premier  terme  du  second 
membre  disparaît  si  l'on  a 

T,  =  T2  =  T3. 
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Si  donc  les  soudures  d'une  chaîne  thermo-électrique  fermée 
sont  toutes  à  la  même  température,  cette  chaîne  ne  peut  présenter 
de  flux  électrique  sensible  en  tout  point  d'une  région  d'étendue 
sensible. 

Troisiè:me  loi.  —  V équilibre  électrique  est,  en  général,  im- 
possible sur  une  chaîne  thermo-électrique  dont  toutes  les  sou- 
dures ne  sont  pas  à  la  même  température. 

En  effet,  si  l'équilibre  électrique  était  établi  sur  une  semblable 
chaîne,  on  aurait  en  tout  point 

(8)  d{z\-^T)=-}\{x,y,z,T)cn. 

Traçons  une  ligne  qui  passe  du  métal  a  au  métal  6,  du  métal  b 
au  métal  c,  et  vient  se  refermer  au  sein  du  métal  a. 

Intégrons  l'égalité  précédente  le  long  de  cette  ligne  fermée  et 
nous  trouverons 

^H(^,jK,  2,  T)^T  =  o. 


/' 


Transformons  cette  égalité  par  un  calcul  analogue  à  celui  qui 
nous  a  fourni  l'égalité  (9)  et  nous  verrons  qu'elle  devient,  en  né- 
gligeant les  quantités  petites  de  l'ordre  Q^+  [J.), 

(12)     J^a(T,)-45«(T3)-^i56(T2)-;0/,(T,)-^i5^(T3)-iPc(T2)=o. 

La  condition  nécessaire  pour  que  l'équilibre  électrique  puisse 
subsister  sur  une  chaîne  thermo-électrique  est  que  les  tempé- 
ratures des  soudures  vérifient  l'égalité  (12)  aux  quantités  près 
de  V ordre  de  {\  +  [t-)- 

Cette  condition  est  en  même  temps  suffisante,  car,  si  elle  est 
vérifiée,  le  second  membre  de  l'égalité  (11)  est  une  quantité  très 
petite  de  l'ordre  de  Çk  -\-  [jl)  et,  par  conséquent,  la  chaîne  ne  peut 
présenter  aucun  courant  d'intensité  sensible  dans  une  région  d'é- 
tendue sensible. 

Lorsque  les  températures  des  soudures  ne  vérifient  pas  l'égalité 
(12),  la  chaîne  thermo-électrique  devient  le  siège  d'un  courant  per- 
manent dont  nous  allons  étudier  les  lois. 

Quatrième  loi.  —  Sur  une  chaîne  thermo-électrique parcou- 
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jme  par  des  courants  permanents,  aucune  ligne  de  flux  ne  se 
ferme  sans  avoir  parcouru  toute  la  chaîne. 

Dans  tout  système  limité,  parcouru  par  des  courants  permanents, 
toute  ligne  de  flux  se  ferme  forcément  sur  elle-même. 

Peut-il  arriver  qu'une  ligne  de  flux  fermée  se  présente,  sur  notre 
chaîne  thermo-électrique,  comme  la  ligne  M PM'QM dans  la  fig.  loi , 

Fig.  101. 


de  telle  façon  qu'il  soit  possible  d'ouvrir  la  chaîne  par  une  section  S 
qui  ne  coupe  pas  cette  ligne  de  flux? 

Supposons  pour  un  instant  que  cela  soit  possible.  Notre  ligne  de 
flux  peut  rencontrer  certaines  soudures;  imaginons  qu'elle  rencontre 
la  soudure  S,  en  deux  points  M,  M'. 

Prenons  cette  ligne  pour  directrice  d'un  petit  canal  de  flux  de 
section  diù.  Soit /"le  flux  en  un  point,  et  posons 

Les  égalités  (5)  nous  donneront 

Çs^fds^—fd{zS-^Q)—  CH{x,y,z,T)dT, 

les  intégrations  s'étendant  à  la  ligne  fermée  MPM'QM. 

La  quantité  i  ayant  la  même  valeur  en  tous  les  points  de  cette 
ligne,  nous  aurons 

Nous  aurons  aussi 


/• 


d{z\-he)  =  0. 
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Enfin  nous  trouverons  sans  peine 

J'H{x,y,z,T)dT=     J     [H(.r,j',z,T)-A«(T)]crr 

.M 

+  /       {n{x,y  z,'ï)-h,{'ï)\dl. 

Le  second  membre  de  cette  expression  est  une  quantité  très 

petite  de  l'ordre  {\-\-  [x).  Il  en  est  donc  de  même  de  i  j   -,—-  ce 

qui  démontre  qu'aucune  ligne  de  la  forme  indiquée  ne  peut  être 
parcourue  par  un  flux  sensible. 

Considérons  un  petit  canal  formé  par  des  lignes  de  flux.  D'après 
ce  que  nous  venons  de  démontrer,  il  parcourt  toute  la  chaîne  ther- 
mo-électrique comme  le  représente  ^^Jig-  102.  Prenons  pour  sens 

Fis;.   lori. 


de  parcours  de  ce  canal  le  sens  abca.  Soit  dio  sa  section  en  un 
point;  soity  le  flux  en  ce  point.  La  quantité 

i  =f  dui 

a  la  même  valeur  tout  le  long  de  ce  canal.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  qu'il  soit  possible  de  mener  au  travers  de  la  chaîne  une 
section  S,  qui  rencontre  normalement  une  et  une  seule  fois  toutes 
les  lignes  de  flux.  On  trouvera  sans  peine  alors,  aux  quantités  près 
de  l'ordre  de  Çk  +  ^),  l'égalité 

ij^=       ^a(Ta)-i5a(T0 

-^J0^(T,)-i56(T2) 

--i5,(T2)-i5c(T3). 

Soit  dû  l'élément  que  notre  canal  découpe  sur  la  surface  S. 
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La  quanti  lé 

J  =  ^idQ 

représentera  la  quantité  totale  d'électricité  qui,  pendant  l'unité  de 
temps,  traverse,  dans  le  sens  positif,  la  surface  S  ou  toute  autre 
section  qui  ouvre  la  chaîne. 

Comme  nous  l'avons  fait  au  Chapitre  IV,  définissons  la  résis- 
tance totale  R  de  la  chaîne  pour  la  distribution  de  flux  que  nous 
considérons  par  l'égalité 


i  =  S 


du 


CIO} 


le  signe  V  indiquant  une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les  éléments 

de  la  surface  S,  et  le  signe  /une  sommation  qui  s'étend  à  tous  les 

éléments  d'une  ligne  de  flux  fermée  issue  d'un  point  de  l'élément 
dû.  Nous  aurons,  en  vertu  de  cette  définition, 

(i3)  ^S>,{T,)-^,{T^) 

Telle  est  la  formule  fondamentale  obtenue  par  Sir  W.  Thomson. 
Si  nous  donnons  au  second  membre  de  cette  égalité  le  nom  de 
force  électromotrice  de  la  chaîne,  nous  pouvons  énoncer  la  loi 
suivante  : 

Cinquième  loi.  —  La  force  électro  motrice  d^  une  chaîne  ther- 
mo-électrique dépend  exclusivement  de  la  nature  des  métaux 
qui  composent  la  chaîne  et  de  la  température  des  soudures. 

L'expression 

(l4)      C  =  i5a(T3)-i5a(T,)  +  i^6(Ti)-i56(T2)~-^,(T2)-i5.(T3) 

de  la  force  électromotrice  d'une  chaîne  thermo-électrique  fournit 
aisément  toutes  les  propriétés  de  semblables  chaînes. 
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§  3.  —  Propriétés  des  chaînes  bimétalliques. 
L'égalilé  (14)  peut  s'écrire 

C=     i5«(T3)-i5a(T.)  +  i56(T,)-i^/,(T3) 

Les  termes  de  la  première  ligne  représentent  la  force  électro- 
motrice d'une  chaîne  thermo-électrique  formée  par  les  deux 
métaux  a  el  b  seulement,  ayant  ses  soudures  aux  températures  T, 
et  T3,  et  comptée  positivement  lorsqu'elle  fait  marcher  le  courant 
du  métal  «  au  métal  b  au  travers  de  la  soudure  dont  la  température 
est  T, . 

Les  termes  de  la  seconde  ligne  représentent  la  force  électromo- 
trice d'une  chaîne  thermo-électrique  formée  par  les  deux  métaux 
^  et  c  seulement,  ayant  ses  soudures  aux  températures  T2  etTs, 
et  comptée  positivement  lorsqu'elle  fait  marcher  le  courant  du 
métal  b  au  mêlai  c  au  travers  de  la  soudure  dont  la  température 
est  T2. 

On  voit  donc  que  l'étude  d'une  chaîne  thermo-électrique  formée 
de  plusieurs  métaux  peut  toujours  se  ramener  à  l'élude  d'un  cer- 
tain nombre  de  chaînes  thermo-électriques  dont  chacune  est 
formée  seulement  de  deux  métaux. 

Moyennant  celte  règle,  obtenue  par  A.-C.  Becquerel  ('),  il  suffît 
d'étudier  les  propriétés  des  chaînes  thermo-électriques  bimétal- 
liques. 

Cette  règle  a  été  soumise  à  une  vérification  expérimentale  très 
précise  par  MM.  Chassagny  et  Abraham  (2). 

Il  n'est  pas  nécessaire  d'étudier  les  propriétés  d'une  chaîne 
bimétallique  pour  toutes  les  combinaisons  possibles  des  tempéra- 
tures des  deux  soudures. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  voulions  connaître  la  force  élec- 
Iromolrice  d'une  chaîne  formée  par  les  deux  métaux  a  el  b  dont 
les  soudures  sont  aux  températures  T,    et  To.  Désignons  cette 


(')  A.-C.  Becquerel,  Du  pouvoir  thermo-électrique  des  métaux  {Annales  de 
Chimie  et  de  Physique,  2"  série,  t.  XLI,  p.  353;  1839)1 

{')  Chassagny  et  Abraham,  Recherches  de  Thermo-électricité  {Comptes  ren- 
dus, t.  CXI,  p.  4/7!  1890}. 
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force  électromolrice,  comptée  posilivement  lorsqu'elle  tend  à  faille 
passer  le  courant  du  métal  a  au  métal  b  au  travers  de  la  soudure 
dont  la  température  est  T,,  par  C^(T\^  Ta). 
Nous  aurons 

d:^(Ti,T2)=i5«(T2)-^«(T.)  +  i3/.(T,)-i96(T,.). 

Soit  To  une  troisième  température  arbitraire.  Nous  pourrons 
écrire 

i'â(Ti,T2)=        i5«(T2)-i5a(To)^i56(To)-+-^/,(T2) 

-[i9a(Ti)-i5«(To)-i|6(To)-i5^(Tijl 
=  d:,'i(To,  T,)-tf;(To,T,). 

Moyennant  celte  relation,  due  à  A.-C.  Becquerel  ('),  on  voit 
qu'il  suffira,  en  maintenant  fixe  la  température  Tq  de  la  soudure 
froide,  d'étudier  la  force  électromotrice  de  la  chaîne  bimétallique 
pour  toutes  les  valeurs  T,  de  la  température  de  la  soudure  chaude. 

Pour  étudier  la  force  électromolrice  »L'*(To,  T,),  comptée  posi- 
tivement lorsqu'elle  fait  passer  le  courant  du  métal  a  au  métal  b 
au  travers  de  la  soudure  à  la  température  To,  nous  opérerons  de 
la  manière  suivante. 

D'après  l'égalité  (6),  nous  avons 

et,  par  conséquent,  l'égalité  (i4)  peut  s'écrire 


(i4')  C'^{To,T,)  =  J       [/t,(T)-A,(T)] 


Choisissons  un  métal  étalon,  toujours  facile  à  reproduire  iden- 
tique à  lui-même  à  une  même  température,  le  plomb,  par  exemple. 
Désignons  ce  métal  par  l'indice  o.  Ce  métal  une  fois  choisi,  la 

quantité 

/î«(T)-Ao(T) 

sera  une  quantité  dépendant  uniquement  de  la  température  et  de 
la  nature  du  métal  a.  Nous  poserons 

(i5)  jK«(T)  =  A,(T)-Ao(T), 

(')  A.-C.  Becquerel,  loc.  cit. 
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et  nous  dirons  que  jKa(T)  est,  à  la  température  T,    le  pouvoir 
thermo-électrique  du  métal  a  rapporté  au  plomb. 
L'égalité  qui  donne  »L'*(To,  T|)  deviendra  alors 

(.6)  i:iJ(To,T,)=    /      [ya{'ï)-yi,{'ï)\dl. 

On  voit  donc  que  si,  pour  chaque  métal,  on  connaît  le  pou- 
voir thermo-électrique  rapporté  au  plomb,  et  cela  à  toute  tem- 
pérature, on  sait,  en  toutes  circonstances,  prévoir  les  effets 
dune  chaîne  thermo-électrique  quelconque. 

Nous  verrons,  au  §  5,  comment  on  peut  déterminer  les  pouvoirs 
thermo-électriques  rapportés  au  plomb.  Pour  le  moment,  discu- 
tons les  conséquences  de  l'égalité  (i6). 

Sur  l'axe  des  abscisses  d'un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires {Jig'  io3),  portons  les  températures  absolues  T.  Portons  les 
pouvoirs  thermo-électriques  en  ordonnées.  Soient  AA',  BB',  les 

Fis.  io3. 


°i_A' 

A- 

r 

B-^ 

-^ 

courbes  qui  représentent  les  pouvoirs  thermo-électriques ^'«(T), 
j^6(T),  des  métaux  a  et  b. 

Menons  par  les  points  d'abscisses  Tq,  Tj,  des  parallèles  Tq  ^o^^o» 
T,  ^)a,,  à  OY.  11  est  aisé  de  voir  que  l'aire  ^o^^o^ti  '^\  représente 
en  valeur  absolue  la  force  électromotrice  C^(To,T,),  et  cette 
force  sera  positive  ou  négative  selon  que  la  ligne  AA'  sera  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  BB'. 

Pour  étudier  les  variations  de  la  force  électromotrice  £*  (T©,  ïi) 
avec  la  température  T<,  il  suffira  de  laisser  invariable  la  ligne 
Toj^o^to  et  d'étudier  les  variations  que  subit  l'aire  j^o^^o^il^i  1oï"S' 
qu'on  déplace  parallèlement  à  elle-même  l'ordonnée  T)j3,a(. 

Il  peut  arriver  que,  dans  toute  l'étendue  du  champ  où  se  font  les 
expériences,  la  ligne  BB'  soit  constamment  au-dessus  ou  constam- 
ment au-dessous  de  la  ligne  AA':  l'aire  précédente,  et  par  consé- 
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quent  la  force  éleclrornolrice  du  couple,  gardent  un  signe  constant, 
et  leur  valeur  absolue  croît  en  même  temps  que  la  différence  entre 
la  température  de  la  soudure  chaude  et  la  température  de  la  sou- 
dure froide. 

Beaucoup  de  couples  présentent  ces  phénomènes  simples;  mais 

Fig.   104. 
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il  peut  arriver  que  les  deux  lignes  AA',  BB'  se  coupent  en  un 
point  C  i^fig-  io4),  dont  la  température  3  soit  comprise  dans  le 
champ  des  expériences. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'aux  températures  inférieures 
à  2r  la  courbe  AA'  soit  au-dessus  de  la  courbe  BB'.  Prenons  la 
température  To  inférieure  à  Sr. 

1"  La  température  T,,  partant  de  Tq,  demeure  d'abord,  elle 
aussi,  inférieure  à  2»  {fig-  io4).  La  force  électromotrice  est  alors 
positive..  Le  courant  va  du  métal  a  au  métal  h  au  travers  de  la  son- 
dure  froide.  La  force  électromotrice  croît  en  même  temps  que  la 
température  de  la  soudure  chaude,  mais  d'autant  moins  vite  que 
cette  température  est  plus  élevée. 

2"  La  température  T,   atteint,   puis  dépasse  la  température  2r, 

F'ig.  io5. 


que  l'on  nomme  le/?om^ /zcM^/'e.  A  partir  de  ce  moment  (/««•.  io5), 
la  force  électromotrice  cesse  de  croître,  car  l'aire  Ca,  (^2  doit  être 
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comptée  négativement  et  retranchée  de  l'aire  Caol^Q.  Toutefois  la 
force  électromotrice  demeure  d'abord  positive. 

3°  Mais  T,,  continuant  à  croître,  peut  atteindre  une  valeur  t 
{Jig.  io6)  pour  laquelle  l'aire  cah  est  égale  à  l'aire  Gao  I^q.  Pour 

Fig.  io6. 


cette  température  d'inversion,  la  force  électromotrice  s'annule. 
Lorsque  la  température  de  la  soudure  chaude  devient  supérieure  à 
la  température  d'inversion,  l'aire  à  retrancher  Ca,  ^,  devient  su- 
périeure à  l'aire  Cao|3o  dont  on  la  retranche.  La  force  électromo- 
trice devient  négative,  et  le  courant  passe  du  métal  b  au  métal  a 
au  travers  de  la  soudure  froide. 

Au  moment  où  la  température  de  la  soudure  chaude  est  égale 
à  la  température  d'inversion,  l'équilibre  électrique  est  établi  sur 
le  système,  car,  on  le  voit  aisément,  l'égalité  (12)  est  alors 
vérifiée. 

La  température  du  point  neutre  dépend  seulement  de  la  nature 
des  deux  métaux  a  el  b  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  tem- 
pérature d'inversion,  qui  dépend  en  outre  de  la  température  Tq 
de  la  soudure  froide,  et  est  d'autant  plus  élevée  que  la  température 
de  la  soudure  froide  est  plus  basse. 

Si,  sur  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  on  porte  en 
abscisses  les  températures  T,  de  la  soudure  chaude,  et  en  ordon- 
nées les  forces  électromotrices  <l^^(To,T(),  on  obtiendra  une 
courbe  représentée  par  \ajig.  107. 

Le  couple  fer-cuivre  a,  le  premier,  offert  aux  physiciens  de 
semblables  propriétés;  lorsque  la  température  de  la  soudure 
chaude  est  peu  élevée,  le  courant  va  du  fer  au  cuivre  au  travers 
de  la  soudure  froide;  mais,  lorsqu'on  élève  au  rouge  la  tempéra- 
ture  de  la   soudure   chaude,  en  laissant  la   soudure  froide  à  la 
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température  ordinaire,  le  courant  change  de  sens.  Ce  phénomène 
a  été  conslalé  pour  la  première  fois  par  Cumming  ('). 

A.-C.  Becquerel  (2)  a  montré  qu'on  obtenait  les  mêmes  phé- 
nomènes   avec  les  couples  zinc-or  et  zinc-argent.    Mais   c'est   à 


FiR.   107. 


Ë*  IT,T  1 


Gaugain  (^)  que  l'on  doit  d'avoir  complètement  éclairci  le  phéno- 
mène de  l'inversion. 

La  théorie  ne  fournit  aucune  indication  sur  la  forme  des 
courbes  AA',  BB',  qui  représentent,  pour  chacun  des  deux  mé- 
taux a  et  6,  le  pouvoir  thermo-électrique  rapporté  au  plomb.  On 

Fis.    108. 


peut,  comme  première  approximation,  confondre  ces  courbes  avec 
deux  lignes  droites  {^fig-  108). 

Dans  ce  cas,  l'aire  du  trapèze  [3o  ao  a,  [3,,  qui  représente  la  force 
électromotrice  C*(To,Ti)  s'exprime  aisément  en  fonction  des 
températures  Tq,  T,  et  de  la  température  2r  du  point  neutre.  On 


(')  Thomson,  Ann.  phil.,  2'  série,  t.  VI,  p.  821;  1823. 
(")  A.-C.  Becquerel,  Traité  d'Électricité  en  3  volumes,  t.  I,  p.  160. 
(  '  )  Gaugain,  Mémoire  sur  les  courants  thermo-électriques  {Annales  de  Chimie 
et  de  Physique,  0'  série,  t.  LXV,  p.  5;  1862). 
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iroiive 

(.7)       cr;(To,T,)  =  [j'«(To-r/>(To)](T,-To)f2r-I^^^'y 

Celte  formule  représente  fort  exactement  les  résultats  des  diverses 
expériences  de  Gaugain.  Elle  a  été  donnée  d'abord  par  M.  Avena- 
rius  (').  Peu  d'années  après,  elle  a  été  retrouvée  par  M.  Tait  (-). 
La  méthode  suivie  par  M.  Tait  pour  y  parvenir  est  reproduite 
dans  tous  les  traités  de  Physique.  Elle  pourrait  aisément,  par  sa 
forme,  induire  en  erreur  sur  le  caractère  de  la  formule  (17)  et  lui 
faire  attribuer  la  valeur  d'une  formule  rigoureusement  exacte, 
tandis  qu'elle  n'est  qu'approchée. 

Les  recherches  très  précises  de  MM.  Chassagny  et  Abraham  (') 
montrent  que  les  écarts  entre  les  résultats  de  l'expérience  et  la 
formule  de  MM.  Avenarius  et  Tait  surpassent  la  limite  des  er- 
reurs d'observation,  du  moins  si  l'on  admet  que  l'on  puisse  con- 
fondre la  température  lue  sur  le  thermomètre  à  hydrogène  avec  la 
température  absolue. 

Si  le  point  neutre  est  très  éloigné  du  champ  des  expériences, 
les  deux  lignes  AA',  BB'  peuvent  être  assimilées  à  deux  droites 
parallèles,  et  l'on  a 

t^(To,T,)  =  fjK«(To)-jK/.(To)](T,-To). 

La  force  électromotrice  du  couple  thermo-électrique  est  pro- 
portionnelle à  la  différence  des  températures  absolues  des  deux 
soudures.  Un  tel  couple  est  dit  couple  à  marche  régulière. 
Le  couple  antimoine-bismuth  a  une  marche  sensiblement  régu- 
lière. 

§  4.  —  Relation  entre  les  phénomènes  thermo-électriques 
et  les  différences  de  niveau  potentiel  au  contact. 

La  force  électromotrice  d'une  chaîne  thermo-électrique  formée 
par  les  deux  métaux  a  et  ^  et  dont  les  deux  soudures  sont  aux 


(  '  )  Avenarius  ,  Ueber  electrische  Differenzen  der  Metalle  bei  verschiedenen 
Temperaturen  {Poggendorff's  Annalen,  t.  CXXII,  p.  198;  1864 ). 

(»)  Tait,  Ou  tlienno-electricity  {British  Association  Repertoriuni,  t.  XLI, 
p.  48;  187.). 

(')  Chassaony  et  Abraham, /?ec/te/-c/ies  de  thermo-électricité  {Comptes  ren- 
dus, t.  CXI,  p.  4:7»  602  et  782;  1890). 


5lO  LIVRE   V.    —   LES   CONDUCTEURS   MÉTALLIQUES. 

températures  Tq  el  T)  est  représentée  par  la  formule 


»^^'(To,T,)=  /     [haiT)-/t/AT)]dT. 


Soient  0a(T),  0ô(T)  les  valeurs  de  la  quantité  B  à  la  tempéra- 
ture T,  à  l'intérieur  des  deux  métaux  a  et  b.  On  sait  que  l'on  a 
[Livre  IV,  Ch.  Il,  égalité  (i6)] 

/'n(  1  )  = ^j—  '  «/>(  1  )  ^ J^Tp 5 

ce  qui  donne 

C^(To,T,)  =  [ea(T„)-0/,(To)]-[0«(T,)-e/,(T,)]. 

Mais,  d'autre  part,  lorsque  les  deux,  métaux  a  et  b  sont  au 
contact,  que  tous  leurs  points  sont  à  une  même  température  T, 
que  l'équilibre  est  établi  sur  le  conducteur  qu'ils  forment,  le 
niveau  potentiel  à  l'intérieur  du  conducteur  a  surpasse  le  niveau 
potentiel  à  l'intérieur  du  conducteur  b  d'une  quantité 

On  a  donc 

(i8)  et  (To,T,)  =  £[D;;'(T,)  -  D^'(To)]. 

Cette  relation  simple  s'étend  à  une  chaîne  formée  d'un  nombre 
quelconque  de  métaux  a,  b,  c,  d.  Soient  To,  T,,  Ta,  T3  les  tem- 
pératures des  soudures  (a,  Z>),  (6,  c),  (c,  d),  [d,  a).  Nous  aurons, 
en  comptant  positivement  la  force  électromotrice  e  lorsqu'elle  tend 
à  faire  marcher  le  courant  dans  le  sens  abcda 

(19)  t=_£[D^(To)+Dg(TO  +  D;f(T2)+D3(T3)]. 

Donc,  au  facteur  t  près,  la  force  électromotrice  d'une  chaîne 
thermo-électrique  est  égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme 
des  CHUTES  qu' éprouve  le  niveau  potentiel  lorsqu'on  traverse 
les  couches  d'épaisseur  2(à-|-  [jl)  qui  avoisinent  les  soudures, 
dans  le  sens  de  parcours  oit  la  force  électromotrice  est  comptée 
positivement. 
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Telle  est  la  relation  (')  très  simple  qui  lie  les  phénomènes 
thermo-électriques  aux  chutes  de  niveau  potentiel  qui  caractérisent 
l'équilibre  entre  deux  métaux  au  contact. 

Le  signe  du  second  membre  de  cette  relation  a  quelque  chose 
de  paradoxal.  Clausius(-),  qui  s'est  occupé  le  premier  de  rechercher 
au  point  de  vue  théorique  une  relation  entre  les  phénomènes 
thermo-électriques  et  les  chutes  de  niveau  potentiel  au  contact, 
avait  été  amené  à  écrire  une  relation  qui  devient,  par  l'emploi  de 
nos  notations, 

(20)  c  =  £[D;;'(To)  -+-  d;,;(T,  )  +  D^^iTo  -4-  d^kt,)]. 

D'après  Clausius,  au  facteur  e  près,  la  force  électromotrice 
d'une  chaîne  thermo-électrique  est  égale  et  de  signe  contraire 
à  la  somme  des  accroissements  qu^ éprouve  le  niveau  potentiel 
lorsqu'on  traverse  les  couches  qui  avoisinent  les  soudures, 
dans  le  sens  de  parcours  où  la  force  électromotrice  est  comptée 
positivement. 

La  formule  de  Clausius  donnerait,  pour  la  force  électromotrice 
thermo-électrique,  une  valeur  exacte,  mais  un  signe  faux.  Cette 
remarque  a  d'autant  plus  d'importance  qu'un  grand  nombre  d'au- 
teurs prennent  la  relation  (20)  comme  point  de  départ  de  la  théorie 
des  courants  thermo-électriques. 

La  relation  (19)  ne  peut  être  soumise  au  contrôle  direct  de 
l'expérience.  La  force  électromotrice  C  est  mesurable  ;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  des  quantités  qui  figurent  au  second  membre. 
On  a,  en  effet, 

D*(To)  =  -^[e,(To)-e«(To)] 


(')  P.  DuHEM,  Sur  la  relation  gui  lie  l'effet  Peltier  à  la  différence  de  niveau 
potentiel  de  deux  métaux  au  contact  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
6*  série,  t.  XII,  p.  433;  1887).  Dans  ce  travail  j'ai,  par  erreur,  regardé  la  rela- 
tion (19)  comme  étant  identique  à  la  relation  (20). 

(»)  R.  Clausius,  Ueber  die  Anwendung  der  mechanischen  Wàrmetheorie 
auf  die  thermoelektrischen  Erscheinungeii ,  équation  i5  {Poggendorffs  Anna- 
len  der  Physik  und  Chemie,  t.  XC,  p.  5i3;  i853.  —  Théorie  mécanique  de  la 
chaleur,  traduite  en  français  par  F.  Folie,  t.  II). 
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et  nous  avons  vu  que  les  méthodes  employées  pour  déterminer  les 
différences  de  niveau  potentiel  au  contact  de  deux  métaux  four- 
nissaient seulement  la  mesure  de  la  quantité 

6(b,  i,  o,To)  —  6(«,  i.o,  To). 

§  5.  —  Relation  entre  les  phénomènes  thermo-électriques 
et  l'effet  Peltier. 

C'est  à  Sir  W.  Thomson  que  l'on  doit  d'avoir  donné,  dans  le 
Mémoire  que  nous  avons  cité  au  début  du  §  2,  la  relation  qui  lie 
les  phénomènes  thermo-électriques  à  l'effet  Peltier. 

Nous  avons  vu  que  l'effet  Peltier  produit  pendant  le  temps  dt^ 
par  un  courant  d'intensité  J  qui  passe  du  métal  a  au  métal  6,  était 
donné  par  les  formules  [Chapitre  VIII,  égalité  (12)] 

(  d(l=--  P'/Jdt, 


^     ^  ^  P'â  =  g[A«(T)-A,(T)]. 

i"  Supposons  que  l'on  considère  le  plomb  o  et  le  métal  a,  la 
seconde  égalité  (21)  donnera,  en  vertu  de  l'égalité  (10), 

(î2)  y„(T)  =  -|p-(T). 

Si  donc,  à  toute  température  ï,  on  mesure  l'effet  Peltier 
produit  par  le  passage  d'un  courant  du  plomb  au  métal  a,  on 
aura,  par  V égalité  (22),  le  pouvoir  thermo-électrique  du  métal 
a  rapporté  au  plomb. 

M.  Leroux  (')  a  employé  cette  méthode  pour  déterminer  le 
pouvoir  thermo-électrique  d'un  grand  nombre  de  métaux  par  rap- 
port au  plomb. 

2"  L'égalité  (i4  bis) 

,-T, 

Câ(To,Ti)=/      [ha{'ï)-h,{T)]dt 


(')  F. -P.  hv.Y^(iV\^  Recherches  sur  les  courants  thermo-électriques,  Mémoire  lu 
à  l'Académie  des  Sciences  le  20  avril  i865  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique, 
4' série,  t.  X,  p.  201;  1867). 
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devient,  en  vertu  des  égalités  (  i), 


5i3 


(23) 


Cette  remarquable  relation  prête  à  des  vérifications  expérimen- 
tales. Par  exemple,  M.  Bellati(')  a  étudié  avec  grand  soin  la  force 
électromotrice  thermo-électrique  du  couple  fer-zinc  dont  la  sou- 
dure froide  est  maintenue  à  o"C.  (Tq  =  2^3),  tandis  que  la  tem- 
pérature de  la  soudure  chaude  varie  de  o°  C.  à  i20°C.  11  a  trouvé 
que  cette  force  éleclromotrice  pouvait  être  représentée  par  la 
formule 

^(To,Ti)  =  9'7,77(Ti  -273)-  i,9488(T,  -  278)2. 

Pour  T,  — 273=  i3",8,   cette  formule,  jointe  à  l'égalité  (23), 

donne 

P(T,)  =  o''",  006065. 

La  mesure  directe  de  l'effet  Peltier  à  cette  température  donne 

P(Ti)=:0'=''',  005923. 

L'erreur  est  inférieure  à^  du  nombre  à  mesurer;  celte  concor- 
dance paraîtra  très  satisfaisante  si  Ton  tient  compte  des  nom- 
breuses données  expérimentales  nécessaires  pour  effectuer  la 
comparaison  et  de  la  difficulté  que  présente  la  détermination  de 
chacune  d'elles. 

3"   Les  diagrammes  {Jig''  109)  qui  représentent  par  les  courbes 

Fig.   109. 


AA',  BB'  les  pouvoirs  thermo-électriques  de    deux  métaux  par 
rapport  au  plomb  fournissent  immédiatement,  à  chaque  tempéra- 


(')  Bellati,  Atti  del  B.  Istituto  Veneto,  5*  série,  t.  V;  1879. 
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turc,  le  coefficient  de  refTel  Peltier  entre  ces  deux  métaux.  En 
elFet,  les  relations  (i  5)  et  (21)  donnent 

Pfj(T)-|[7a(T)~jK,(T)J; 

à  l'inspection  de  la  fig.  109,  on  voit  que  cette  relation  peut 
s'écrire 

P,^(T)  =  -laire  6a«p, 

Taire  bartf^  étant  comptée  positivement  lorsque  le  point  a  est  au- 
dessus  du  point  b. 

Cette  représentation  géométrique  nous  permet  de  prévoir  le 
sens  des  phénomènes  thermiques  qui  se  produiront  au  voisinage 
des  deux  soudures  d'une  chaîne  bimétallique.  Nous  supposerons 
que  la  température  varie  peu  dans  les  régions  qui  avoisinent  les 
deux  soudures,  de  façon  à  pouvoir  appliquer  dans  ces  régions  les 
lois  relatives  au  phénomène  de  Peltier. 

Supposons  en  premier  lieu  la  courbe  AA'  constamment  au-des- 
sus de  la  courbe  BB'  dans  le  champ  des  expériences  {^fig.  io3). 
Nous  savons  que,  dans  ce  cas,  le  courant  passe  du  métal  a  au 
métal  h  au  travers  de  la  soudure  froide.  Donc,  d'après  la  règle 
précédente,  le  courant  échauffe  la  soudure  froide  et  refroidit  la 
soudure  éhaude. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  courbes  AA',  BB' 
se  coupent  en  un  point  neutre  C,  la  courbe  AA'  étant  au-dessus 
de  la  courbe  BB'  lorsque  la  température  est  inférieure  au  point 
neutre.  Supposons  la  température  Tq  de  la  soudure  froide  main- 
tenue au-dessous  du  point  neutre. 

Tant  que  la  température  T(  de  la  soudure  chaude  est  aussi  in- 
férieure au  point  neutre  {^fig-  io4),  le  courant  échauffe  la  soudure 
froide  et  refroidit  la  soudure  chaude. 

Lorsque  la  température  T,  i^fig-  io5)  est  comprise  entre  le 
point  neutre  et  la  température  d'inversion,  le  courant  échauffe 
les  deux  soudures. 

Lorsque  la  température  T,  surpasse  la  température  d'inversion 
(/fo-.  106),  le  courant  refroidit  les  deux  soudures. 
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CHAPITRE  X. 

L'EFFET    THOMSON. 


§  1.  —  Le  transport  électrique  de  la  chaleur. 

La  ihéorie  des  courants  permanents  repose,  dans  tons  les  cas,  sur 
deux  principes  hypothétiques  dont  l'un  est  ohtenu  au  Chapitre  IV, 
en  généralisant  la  loi  d'Ohm,  Tautre  au  Chapitre  VI,  en  généra- 
lisant la  loi  de  Joule.  L'application  du  premier  aux  conducteurs 
métalliques  dont  la  température  n'est  pas  uniforme  nous  a  fourni 
l'ensemble  des  conséquences  exposées  au  Chapitre  précédent.  Ap- 
pliquons maintenant  notre  second  principe  à  ces  mêmes  con- 
ducteurs. 

Considérons  un  conducteur  métallique  dont  tous  les  points  ne 
sont  pas  à  la  même  température  et,  à  l'intérieur  de  ce  conducteur, 
traçons  une  surface  fermée  S.  Soit  N/  la  normale  en  un  point  à 
cette  surface,  normale  dirigée  vers  l'intérieur  de  l'espace  qu'en- 
ferme cette  surface. 

Supposons  qu'on  conserve  à  l'intérieur  de  cette  surface,  pendant 
le  temps  dt,  les  courants  uniformes  qui  parcourent  le  système,  mais 
qu'on  supprime  tout  courant  à  l'extérieur  de  cette  surface.  Dans 
cette  hypothèse,  le  système  éprouverait  pendant  le  temps  dt  un 
changement  de  distribution  électrique.  Chaque  élément  dS  de  la 
surface  S  prendrait  une  charge 

—  [k  cos(N;,  x)-h  w  cos(N/,^)  4-  w  cos(Ni,  5)]  dS  dt. 

Ce  changement  de  distribution  électrique  ferait  éprouver  une 
variation  oU  à  l'énergie  interne  du  système  supposé  sans  courant; 
ce  système  dégagerait  une  quantité  de  chaleur  û?Q'=  — SU.  Le 
principe  que  nous  vouloins  appliquer  énonce  que  le  volume  que 
limite  la  surface  dégage  dans  le  temps  dt  une  quantité  de  chaleur 
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ce  qui  peut  encore  s'écrire 

^Q  =  -3U. 

Or  l'égalité  (i)  du  Chapitre  précédent  permet  de  calculer  SU  et 
l'on  obtient  ainsi 

EdQ  =  dt^iiY  -^  K)[u  cos(Nj,  x)-^v  cos(N,-,  y) -+- w  cos{Ni,z)]  dS. 

Si  nous  remarquons  que  l'on  a  [Livre  IV,  Ghap.  II,  égalités  (i6) 

et  (17)] 

K  =  0-4-TH, 

que  l'on  a  en  outre,  en  tout  point  intérieur  à  la  surface  S, 

du        di>        dw  

àx        dx         dz  ' 


on  verra  sans  peine  que  l'on  peut  écrire 

,  .  r r ru  àY     d&    ^c 


(0 


dT  dx  ^      âl  dx~^      àx)"' 
d\    ^    de  dH 

'  ày'^  dj  'dy 

dT  ày  ^      d^  dy^       dy)  ^ 

d\       de       ^  dïi 

■  —  -f-  —  -t-  1  — 
dz        dz  dz 

de   dT 
dT  51 


^dH  dT  dT\     "1   ,     ,     , 

T  -TT,  -; h  li^—  ]w  \dx  dy  dz. 

di.    dz  "-2  /     J  "^ 


Cette  égalité,  devant  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
surface  S,  fournit  l'expression  de  la  quantité  de  chaleur  dégagée 
dans  le  temps  dt  par  un  élément  de  volume  du  conducteur. 

Si  l'on  observe  que  l'on  a  [Chap.  IX,  égalité  (5)] 

_       fdW        de^        '^^T  _^Y{—\ 
~        \    dx        dx        dT  dx     '        dx  j 

_     I  dy      de      de_dT_     „^\ 

^  ~       \  dy        dy        dT  dy  dyj' 

/    d\        de        de  dT       „dT\ 

^"^^-y'Tz^Tz-^lîTz^^^y 
on  voit  sans  peine  que  la  quantité  de  chaleur  dégagée  pendant  le 
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temps  dt^  par  un  élément  d'un  condiicleur  métallique  dont  la  tem- 
pérature n'est  pas  uniforme  et  que  parcourent  des  courants  per- 
manents, est  donnée  par  l'égalité 

Ec?Q=     S^{u'^-^v'^-^Kv''-)dxdydzdt 

(■'-)  {  \     ôx  '^     ôy    '    "   ôz  ) 


u 'i-  V  —  •  !-  w  ■ —  j  dx  dy  dz  dl 


ô^  I    ffl  dl  dT  \ 


—  'Y  -=r\u \-  V 'x-  w  -—  )dx  dy  dz  dt. 

dT  \     ux  dy  dz  J  "^ 

Le  premier  terme  du  second  membre  représente  le  dégage- 
ment de  chaleur  donné  par  la  loi  de  Joule. 

Le  deuxième  terme  représente  l'effet  Peltier.  Il  disparaît  si  la  ma- 
tière du  conducteur  est  homogène  autour  de  l'élément  dx  dy  dz-^ 
mais  il  ne  change  pas  de  valeur  selon  que  la  distribution  des  tem- 
pératures est  uniforme  ou  non  autour  de  l'élément  dx  dy  dz. 

Le  troisième  terme,  au  contraire,  demeure  le  même,  que  la  ma- 
tière du  conducteur  soit  homogène  ou  non  autour  de  l'élément 
dxdydz]  mais  il  s'évanouirait  si  la  température  était  distribuée 
d'une  manière  uniforme  autour  de  cet  élément. 

Soit/  le  flux  électrique  au  point  (^,  y,  s).  Soit  F  le  flux  calo- 
rifique au  même  point.  Si  l'on  désigne  par  K  la  conductibilité 
calorifique  de  la  substance  qui  forme  le  conducteur,  ce  dernier 
flux  aura  pour  composantes 


dl 

T.  ^T 

.   àl 

—  K  — , 

—  K  — , 

—  K  — 

ôx 

<^y 

dz 

et  le  troisième  terme  de  E<a?Q  pourra  s'écrire 

Î^-5f/cos(F,/). 

On  voit  qu'il  change  de  signe  selon  que  la  direction  du  flux  calo- 
rifique et  la  direction  du  flux  électrique  font  entre  efles  un  angle 
aigu  ou  un  angle  obtus.  Toutes  choses  égaies  d'ailleurs,  il  est  pro- 
portionnel en  grandeur  à  chacun  de  ces  deux  flux. 

Le  phénomène  auquel  correspond  la  présence  de  ce  terme  dans 
l'expression  de  E  û?Q  porte  le  nom  à' effet  Thomson. 

C'est  en   effet  Sir  W.  Thomson  (*)  qui,  dans  sa  belle  étude 


(')   Sir  w.  Thomson,  On  a  mechatùcal  theory  of  thermo-electric  currents 
(Proceedings  of  the  Royal  Society  of  Edinburgh,  Dec.  i85i.  —  Philosophical 
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théorique  sur  les  courants  thermo-électriques,  a  énoncé,  comme 
conséquence  de  la  Thermodynamique,  cette  proposition  :  Un 
couinant  électrique  produit  des  effets  thermiques  différents 
selon  qu^  il  passe  du  chaud  au  froid  ou  du  froid  au  chaud  dans 
un  même  métal. 

Peu  d'années  après,  Sir  W.  Thomson  (')  a  vérifié  expérimen- 
talement cette  conséquence  de  la  théorie,  en  employant  le  procédé 
suivant. 

Un  paquet  de  fils  de  fer,  serré  en  a  et  6  {Jig-  i  lo),  s'épanouit 

Fig.  iio. 


dans  trois  cuves  identiques  A,  13,  C.  Les  cuves  extrêmes  A  et  C 
contiennent  de  l'eau  froide  et  la  cuve  médiane  B,  de  l'eau  bouillante. 
Les  portions  a  et  b,  entourées  de  coton  cardé  pour  atténuer  le 
rayonnement,  contiennent  chacune  un  thermomètre  très  sensible. 
Dans  ce  paquet  de  fils  de  fer,  lançons  un  courant  dans  la  direction 
ABC.  En  a,  ce  courant  va  du  froid  au  chaud,  tandis  qu'en  b  il 
marche  du  chaud  au  froid.  En  a  et  b,  les  flux  de  chaleur  seront 
sensiblement  les  mêmes;  mais,  en  a,  le  flux  de  chaleur  sera  dirigé 
en  sens  contraire  du  courant  électrique  et  en  b  il  sera  dirigé  dans 
le  sens  du  courant.  Soient  T  la  température  extérieure,  T^  la  tem- 
pérature du  thermomètre  a,  T^  la  température  du  thermomètre  b. 
Soit  J  l'intensité  du  courant.  Soit  c'R.  la  résistance  spécifique  du 
métal.  Posons  enfin 


(3) 


Magazine,  4"  série,  t.  \l\,  p.  629;  i852.  —  W.   Thomson's  mathematical  and 
physical  Papers,  t.  I,  p.  3 16). 

C)  Sir  W.  Tnou&o^,  Expérimental  research.es  in  thermo-electricity  {Procee- 
dings  of  the  Royal  Society,  t.  VII;  i854.  —  Thomson's  Papers,  t.  I,  p.  460).  — 
On  the  Electrodynamic  qualities  of  metals  {The  Bakerian  Lecture)  {Philo- 
sophical  Transactions  of  the  Royal  Society,  t.  III,  p.  661  ;  i856.  —  Thomson's 
Papers,  t.  II,  p.  189). 
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Nous  aurons  évidemment 

Ta-  T  =  Kaél(Ta)i^-^  K',fiL(Ta)J, 

Ha,  K^,  R^,  K^  étant  quatre  coefficients  positifs  qui  dépendent  de 
la  température  des  cuves  et  de  la  construction  de  l'appareil. 

Faisons  maintenant  passer  le  courant  en  sens  contraire  ;  les  deux 
thermomètres  marqueront  des  températures  T^  et  T^  et  nous 
aurons 

T;-T  =  K„a(T;)J2--KXT;)J, 

T',  -  T  -  K/,^(n)J2 -+- K^,  jjL(n)J. 

L'observation  montre  que  T„  diffère  très  peu  de  T^  et  T^  très  peu 
de  T^.  On  a  alors  sensiblement 

et,  par  conséquent 

(T„-T/,)  -^  (T'/,-  T;,)  -  ■2\K:,ix{Ta)  -h-  K',.u(T/,)JJ. 

Le  premier  membre  serait  égal  à  o  si  l'effet  Thomson  n'existait  pas. 
Sir  W.  Thomson  a  trouvé  que,  pour  le  fer,  le  premier  membre  a 
une  valeur  positive  fort  petite.  Donc,  pour  le  fer,  l'effet  Thomson 
existe,  mais  est  très  petit;  de  plus,  [x  (T)  est  positif,  ce  qui 
prouve,  en  se  reportant  aux  égalités  (2)  et  (3),  qu'un  courant  dé- 
gage plus  de  chaleur  dans  le  fer  en  passant  du  froid  au  chaud  qu'en 
passant  du  chaud  au  froid.  L'inverse  a  lieu  pour  le  cuivre. 

En  remplaçant  les  thermomètres  par  des  soudures  thermo- 
électriques, M.  Leroux  (')  a  donné  au  procédé  une  plus  grande 
sensibilité,  qui  lui  a  permis  de  constater  la  proportionnalité  de 
l'effet  Thomson  à  l'intensité  du  courant.  De  plus,  en  faisant  usage 
de  l'égalité 

il  a  pu  déterminer,  pour  différents  métaux,  des  nombres  propor- 
tionnels au  coefficient  [Ji-(T);  il  lui  a  suffi  pour  cela  de  donner, 
pour  tous  ces  métaux,  même  valeur  au  coefficient  K^,  ce  qu'il  a 

(')  Leroux,    liecherches  sur  les  courants  thermo-électriques  (Annales  de 
Chimie  et  de  Physique,  /('  série,  t.  X,  p.  201  ;  18G7). 
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obtenu  en  disposant  de  la  section  des  fils  employés  et  du  vernis 

qui  les  recouvre  de  manière  à  leur  donner  même  coefficient  de 

conductibilité  interne  et  même  pouvoir  émissif. 

Il  a  trouvé  ainsi  les  nombres  suivants,  proportionnels  au  facteur 

[.(T): 

Bismuth 3i 

Fer 3[ 

Maillechorl 25 

Alliage  d'antimoine  d'Edmond  Becquerel  ...  24 

Platine 18 

Aluminium 0,1 

Étain o,r 

Plomb o 

Laiton —  o,3 

Cuivre —  2 

Argent —  6 

Bronze  d'aluminium —  6 

Zinc —II 

Cadmium — 3i 

Antimoine — 64 

Alliage  de  10  parties  de  bismuth  pour  i  partie 

d'antimoine — 73 

La  théorie  nous  fournit  une  relation  entre  les  effets  Thomson 
présentés  par  différents  métaux  et  les  effets  Peltier,  produits  par 
le  passage  de  l'électricité  de  l'un  à  l'autre  de  ces  métaux. 

En  efïet,  le  coefficient  de  l'effet  Peltier  a  pour  valeur  [Cha- 
pitre VIII,  égalité  (12)] 

P'  - 
On  a  donc,  d'après  l'égalité  (3) 

(4)  :p =E^^-,— J. 

La  petitesse  de  l'effet  Thomson  n'a  pas  permis,  jusqu'ici,  de  sou- 
mettre cette  relation  à  une  vérification  expérimentale. 

§  2.  —  Remarque  sur  la  théorie  de  Clausius. 
R.  Clausius  (')  a  donné,  en  i853,  une  théorie  des  phénomènes 

(')  R.  Clausius,  Ueber  die  Anwendung  der  mechanischen  Wârmetheorie  auf 
die  thermo-electrischen  E rscheinungen  {Poggendorff's  Annalen,  t.  XC,  p.  5i3; 
i853.  —  Théorie  mécanique  de  la  chaleur.  Trad.  en  français  par  F.  Folie,  t.  II). 


)/;  _  (Ha—  H/) ) T 
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thermo-électriques  qui  ne  concordait  nullement  avec  celle  de  Sir 
W.  Thomson.  Dans  cette  théorie,  il  prenait  pour  point  de  départ 
les  propositions  suivantes  : 

1°  La  différence  de  niveau  potentiel  entre  les  parties  internes 
de  deux  métaux  en  contact  est,  à  une  température  déterminée, 
proportionnelle  au  coefficient  de  l'effet  Peltier  qui  se  produit  entre 
ces  deux  métaux  à  celte  température. 

2°  L'effet  Thomson  n'existe  pas. 

De  ces  points  de  départ,  Clausius  déduisait  deux  conséquences 
fondamentales  : 

1°  Tous  les  couples  thermo-électriques  sont  à  marche  régulière. 

2°  La  grandeur  de  l'effet  Peltier  à  la  soudure  de  deux  métaux 
est  proportionnelle  à  la  température  absolue  de  cette  soudure. 

Bien  que  ces  conséquences  ne  puissent  être  acceptées  d'une 
manière  générale  et  que,  par  conséquent,  la  théorie  de  R.  Clausius 
ne  puisse  être  conservée  dans  son  intégrité,  il  est  intéressant  de 
dire  un  mot  de  cette  théorie  qui  a  exercé  une  grande  influence  sur 
les  travaux  des  physiciens. 

Voyons  donc  quelles  sont  les  conséquences  logiques  de  chacun 
des  deux  postulats  de  R.  Clausius. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  l  effet  Thomson  n'existe  pas 
pour  deux  métaux  a  et  b. 

Les  égalités 

(5)  jjL«(T)  =  o,         MT)  =  o, 

jointes  à  l'égalité  (4),  donnent  alors 


[!^]=o. 


Le  coefficient  de  V effet  Peltier  qui  se  produit  entre  ces  deux 
métaux  est  proportionnel  à  la  température  absolue. 

Les  égalités  (4)  et  (5)  donnent  d'ailleurs 

H«(T)-^H^(T)  =  (K«-Ki), 

K«  et  Ko  étant  deux  quantités  indépendantes  de  la  température; 
on  a  alors  [Chapitre  IX,  égalité  [\/\  bis)\ 

i:^(To,  T.)  =  (K„-K,,)(Ti-To). 
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La  force  électromotrice  d' un  couple  thermo-électrique  formé 
avec  ces  deux  métaux  est  proportionnelle  à  la  différence  des 
températures  absolues  des  deux  soudures. 

L'égalité  [Chapitre  VIII,  égalité  (i4)] 

,  lî^Dâ(T) 

devient 

'dt~'  ^         l 
On  a  donc 

X  étant  une  quantité  indépendante  de  la  tempéra tui'e,  et,  par  con- 
séquent, 

La  différence  de  niveau  potentiel  des  deux  métaux  subit  des 
variations  proportionnelles  aux  variations  de  la  température 
absolue  et  mesurée  par  les  variations  du  coefficient  de  r effet 
Peltier.  La  proportionnalité  de  la  différence  de  niveau  poten- 
tiel avec  le  coefficient  de  Veffet  Peltier  est  compatible  avec 
cette  loi  sans  être  nécessitée  par  elle. 

Ainsi,  en  prenant  seulement  pour  point  de  départ  la  non-exis- 
tence de  l'effet  Thomson,  on  est  conduit  à  toutes  les  propositions 
qui  constituent  la  théorie  de  Ciausius,  sauf  à  la  proportionnalité 
des  différences  de  niveau  potentiel  au  phénomène  de  Peltier. 

Inversement,  supposons  qu'on  prenne  pour  point  de  départ 
unique  la  proportionnalité  de  l'effet  Peltier  à  la  différence  de 
niveau  potentiel  de  deux  métaux  en  contact,  comme  l'a  fait 
M.  Potier  ('). 

L'égalité 

devant  se  réduire  maintenant  à 

PiJ(T)-^D^(T), 


(')  Potier,  Sur  la  théorie  du  contact  {Journal  de  Physique,  2"  série,  t.  IV, 
p.  220;  i885). 


CIIAP.    X.   —    i/eFFET   THOMSON.  5/3 

on  aura  forcément 


La  différence  de  niveau  potentiel  entre  deux  métaux  en  con- 
tact, et,  partant,  le  coefficient  de  V effet  Peltier,  sont  propor- 
tionnels à  la  température  absolue. 

L'égalité  (i4  his)  du  Chapitre  IX  va  donner 

<î:^(Tu,T,)  =  (K„-^K,)(Ti-To). 

La  force  électromotrice  thermo-électrique  est  proportionnelle  à 
la  différence  des  températures  absolues  des  deux  soudures. 

Enfin,  on  trouve  sans  peine 

1-^«(T)  =  l-i/^T). 

V  effet  Thomson  suit  la  même  loi  pour  tous  les  métaux  ;  il  n'est 
pas  nécessairement  nul. 

On  retrouve   encore,    dans   ce   cas,   toutes  les  propositions  de 
R.  Clausius,  sauf  Tégalité  à  o  de  l'efTet  Thomson. 


p 


LIVRE  VI. 

LES    ÉLECTROLYÏES. 

CHAPITRE  PREMIER. 

LA  FORCE  ÉLECTROMOTRICE  D'UNE  PILE. 


§  1.  —  La  loi  de  Faraday. 

Nous  avons  vu  que,  lorsqu'on  faisait  passer  un  courant  au  tra- 
vers d'un  voltamètre  contenant  du  sulfate  de  cuivre,  le  sulfate  de 
cuivre  était  décomposé;  une  certaine  quantité  de  cuivre  se  dépo- 
sait sur  ce  que  nous  avons  nommé  V électrode  négative,  tandis 
que  l'électrode  positive,  supposée  en  cuivre,  était  rongée. 

Ce  fait  n'est  pas  isolé;  la  plupart  des  liquides  composés,  lors- 
qu'ils sont  traversés  par  l'électricité,  subissent  une  décomposi- 
tion chimique.  Ce  phénomène  est  ce  qu'on  nomme  Vélectrolyse. 

L'électroljse  a  été  étudiée  avec  beaucoup  de  soin  par  Faraday, 
qui  est  parvenu  à  mettre  en  lumière  une  loi  fondamentale  très 
simple  à  laquelle  obéit  ce  phénomène. 

Dans  un  voltamètre  où  le  passage  de  l'électricité  dans  un  sens 
déterminé  peut  donner  lieu  seulement  à  une  réaction  chimique  de 
formule  bien  déterminée,  le  poids  des  corps  mis  en  jeu  par  la 
réaction  produite  dans  un  temps  déterminé  dépend  exclusivement 
de  la  quantité  d'électricité  qui  a  passé  au  travers  du  voltamètre 
pendant  ce  temps  et  est  rigoureusement  proportionnel  à  cette 
quantité.  11  est  indépendant  de  l'intensité  du  courant;  de  la 
forme,  de  la  grandeur  du  voltamètre;  de  l'état  dans  lequel  se  trou- 
vent les  corps  entrant  en  réaction.  Pourvu  que  la  formule  de  la 
réaction  demeure  la  même,  toutes  les  autres  circonstances  peuvent 
changer  sans  altérer  le  coefficient  qui,   multiplié  par  la  quantité 
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d'éleclricilé  mise  en  mouvement,  donne  le  poids  de  chaque  corps 
entré  en  combinaison  ou  mis  en  liberté. 

Telle  est  la  première  loi  de  Faraday.  A  cette  loi,  Faraday  en  a 
joint  une  seconde  indiquant  comment  ce  nombre  varie  avec  la 
nature  de  la  réaction  qui  peut  se  produire  dans  l'électrolyte.  Mais 
cette  seconde  loi,  dont  l'énoncé  donne  lieu  à  certaines  difficultés, 
ne  nous  sera  pas  utile  par  la  suite;  la  première  nous  suffira  pour 
donner  la  définition  de  Véiectrolyte. 

Le  conducteur  métallique  était  caractérisé  par  ce  fait  que 
l'électricité  pouvait  se  déplacer  en  toute  direction  dans  son  inté- 
rieur sans  y  produire  aucun  changement  d'état  physique  ou  chi- 
mique. 

Le  conducteur  électrolytique,  au  contraire,  sera  caractérisé 
par  ce  fait  que  le  transport  d'une  charge  électrique  d'un  bout  à 
l'autre  de  ce  conducteur  dans  un  sens  déterminé  y  donne  lieu  à 
une  réaction  chimique  de  formule  déterminée,  et  que  cette  réac- 
tion met  en  jeu  des  poids  des  divers  corps  proportionnels  à  la 
quantité  d'électricité  mise  en  mouvement. 

Ainsi,  pour  définir  un  électrolyte,  il  faut  connaître  non  seule- 
ment l'état  physique  et  chimique  de  ses  diverses  parties,  mais 
encore  la  nature  de  la  réaction  que  produit  une  unité  d'électricité 
positive  traversant  cet  électrolyte,  soit  dans  un  sens,  soit  dans 
l'autre. 

Cette  définition  appelle  de  suite  une  remarque.  La  manière 
dont  l'électrolyte  est  défini  ne  nous  permettra  pas  d'étudier  des 
modifications  réelles  ou  virtuelles  dans  lesquelles  l'électricité  serait 
transportée  seulement  d'un  point  de  l'électrolyte  en  un  point 
voisin,  car  nous  n'avons  pas  défini  la  manière  dont  se  comporte 
l'électrolyte  pour  un  semblable  déplacement.  Nous  devrons  tou- 
jours supposer  notre  électrolyte  compris  entre  deux  électrodes 
métalliques  et  envisager  seulement  des  modifications  dans  les- 
quelles l'électricité  passe  d'une  électrode  à  l'autre  en  traversant 
tout  l'électrolyte. 

Cela  nous  montre  d'avance  que  la  théorie  des  électrolytes  que 
nous  allons  développer  ne  pourra  pénétrer  aussi  loin  dans  l'étude 
de  ces  corps  que  nous  l'avons  fait  pour  l'étude  des  conducteurs 


CHAP.    I.    —    \.\    PILE.  5-27 

métalliques.  Malgré  cette  restriction,  nous  pourrons  établir  un 
certain  nombre  de  propositions  qui  sont,  en  Physique,  d'un  haut 
intérêt. 

§  2.  —  Propriétés  d'une  pile  ouverte. 

Dans  un  liquide  électroljsable  plongent  deux  conducteurs  mé- 
talliques qui  ne  sont  mis  en  communication  électrique  l'un  avec 
l'autre  que  par  l'intermédiaire  de  l'électrolj'te.  Le  système  est  sou- 
mis à  des  forces  données.  Cherchons  à  quelle  condition  l'équilibre 
électrique  sera  établi  sur  un  semblable  système. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  du  système  a  pour  va- 
leur [Livre  IV,  Ch.  II,  égalité  (i5)] 

(,)  J  ==  E(r  -  TS)  -i-W-4-  e,^,-n-  e.ry,-+-  .  .  .  -f-  Sncjn, 

les  diverses  lettres  ayant  la  signilication  indiquée  au  Chapitre  que 
nous  venons  de  citer. 

Une  modification  réelle  ou  virtuelle  du  système  fait  varier  r?  de 
Zri.  En  même  temps,  les  forces  extérieures  appliquées  au  système 
effectuent  un  travail  dGg.  On  obtiendra  les  conditions  d'équilibre 
du  système  en  écrivant  que,  pour  toute  modification  réelle  ou 
virtuelle  imposée  à  ce  système,  on  a 

(7.)  5.7—  d^e=  o. 

Considérons  d'abord,  comme  modification  virtuelle,  le  passage 
d'ime  quantité  d'électricité  positive  dq  du  point  M  situé  à  l'inté- 
rieur de  l'une  des  électrodes  A  au  point  N  situé  à  l'intérieur  de 
l'autre  électrode  B. 

Ce  passage  donne  lieu  à  une  réaction  chimique  de  grandeur  dé- 
terminée et  proportionnelle  à  dq.  Cette  réaction  fait  éprouver  à 
E(r  —  T2)  une  variation  Eô(r  —  TS).  Les  forces  extérieures 
appliquées  au  système  effectuent  un  travail  dQ>e-  Ou  peut  écrire 

(3)  Eo(r  —  TS)  — fl?5c=:  — Crf^r, 

o  étant  une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  de  la  réaction  que 
produit  l'électricité  positive  en  passant  de  M  en  N,  de  l'état  phy- 
sique où  se  trouvent  les  divers  corps  qui  prennent  part  à  cette 
réaction  et  des  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  système. 
La  variation  SW  peut  se  partager  en  deux;  une  première  partie 
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de  cette  variation  est  représentée  par  le  terme 

^  (Y  li  -  y  a)  dcj, 

Va  et  Vjj  étant  les  niveaux  potentiels  à  l'intérieur  des  deux  élec- 
trodes A  et  B;  une  deuxième  partie  o',W  provient  du  déplacement 
qu'ont  dû  subir  les  unes  par  rapport  aux  autres  les  diverses  par- 
ties électrisées  de  l'électroljte.  Cette  partie  ne  pourrait  être  cal- 
culée sans  une  connaissance  complète  des  lois  de  la  distribution 
électrique  sur  l'électroljte.  Or,  pour  les  raisons  indiquées  à  la  lin 
du  paragraphe  précédent,  nous  ne  pouvons  espérer  d'acquérir 
cette  connaissance.  Nous  prendrons  donc  le  parti  de  négliger 
8',W,  ce  qui,  comme  nous  le  verrons,  n'empêchera  pas  les  résul- 
tats obtenus  d'être  très  conformes  à  l'expérience  pour  les  piles  et 
les  voltamètres  de  dimensions  ordinairement  employées. 
Pour  la  même  raison,  nous  réduirons  la  quantité 

8(61  ^Ti -4- 02  5-2-1-  ...-^S„q„) 

à 

(eB-eA)rf^y, 

négligeant  les  termes  qui  peuvent  provenir  du  changement  d'élat 
de  l'électrol}'te. 

Le  travail  non  compensé  dz,  engendré  par  la  modification  que 
nous  venons  de  considérer,  aura  pour  valeur 

(4)  ck  =  [C-h{t\A-heA)  —  {s\n-^eK\]dq, 
et  cette  modification  sera  impossible  si  l'on  a 

(5)  C^{tYx^ex)-{t\K  +  YB)io. 

Prenons  maintenant  une  autre  modification  virtuelle  :  le  pas- 
sage d'une  quantité  d'électricilé positive  dq  du  point  N  au  point  M. 
Nous  aurons,  dans  ce  cas, 

0  (W  H- 01^1 -+- 025-2-+-. . .+ e„gr„)  =  [(£\'a-+- Oa)  —  (£Vb4- Vb)]  rfg-. 

Le  passage  de  la  charge  électrique  produit  une  certaine  réaction 
chimique  qui  peut  être  difl'érente  de  celle  qui  est  produite  par  le 
transport  en  sens  contraire.  Cette  réaction  fait  varier  E(r  —  TS) 
de  Eû'(r  —  TS);  les  forces  extérieures  effectuent  un  travail  d^^. 
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Nous  poserons 

(6)  Eo'(V-Tl.)-d^',  =  -C'dq, 

C'  étant  une  quantité  analogue  à  C. 

Notre  modification  donnera  naissance  à  un  travail  non  com- 
pensé d'z'  ayant  pour  valeur 

(7)  dz'=[C— (t\x-i-B x)-^{zYji^  en)]  dq, 
el  cette  modification  sera  impossible  si  l'on  a 

(8)  C'— (£VA-4-eA)  +  (£VB+eB)^0. 

Pour  qu'il  puisse  y  avoir  équilibre  sur  le  système,  il  faut  que 
l'électricité  ne  puisse  traverser  Télectrolyte  ni  dans  un  sens  ni 
dans  l'autre.  Il  faut,  par  conséquent,  que  l'on  puisse  trouver  deux 
valeurs  V;^,  V^,  du  nouveau  potentiel  satisfaisant  à  la  fois  aux 
deux  conditions  (5)  et  (8). 

Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

1"  On  a 

(9)  —C'<C. 

Dans  ce  cas,  aucun  équilibre  électrique  n'est  possible  sur  le 
système.  Prenons  un  exemple  de  ce  cas. 

On  plonge  deux  morceaux  de  fer  dans  l'acide  chlorhydrique. 
L'électricité,  en  passant  de  l'un  à  l'autre  dans  quelque  sens  que 
ce  soit,  tend  à  ronger  l'une  des  électrodes  de  fer  pour  former  du 
chlorure  de  fer  et  à  dégager  de  l'hydrogène  sur  l'autre.  La  réaction 
étant  la  même  dans  les  deux  sens,  on  a 

D'ailleurs,  la  transformation  du  fer  et  de  l'acide  chlorhydrique 
en  chlorure  de  fer  et  hydrogène  est,  par  elle-même  et  sans  aucun 
transport  d'électricité,  un  phénomène  possible  et  non  réversible. 
Ce  phénomène  entraînerait  donc,  dans  le  système  supposé  à  l'état 
neutre,  un  travail  non  compensé  positif.  On  a  donc 

oE(V  — TS)— rf5c<o 

ou,  d'après  l'égalité  (3), 

C  >  o. 

L'inégalité  (y)  sera  donc  vérifiée  dans  le  cas  actuel;  il  sera  im- 
D.  -  [.  34 
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possible  de  Irouver  sur  le  système  une  distribution  électrique  qui 
empêche  la  réaction  chimique  de  se  produire. 
2°  On  a 

(lo)  —OC. 

Dans  ce  cas,  l'équilibre  électrique  est  assuré  sur  le  système 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  la  différence  de  niveau  poten- 
tiel entre  les  deux  électrodes, 

11  suffit,  en  effet,  pour  que  cet  équilibre  ait  lieu,  que  l'on  ait 

-C'5(£VB+-eB)-(£VA-i-eA)â*^, 

ou,  en  d'autres  termes,  que  (Vu —  V^)  soit  au  moins  égal  à 

z 
et  au  plus  égal  à 

-C'+eA— e» 


Un  semblable  système  est  dit  polarisable ;  lorsque  l'équilibre 
est  établi,  le  système  est  à\l polarisé. 

Prenons-en  un  exemple. 

Deux  électrodes  de  platine  plongent  dans  l'eau  acidulée.  Dans 
quelque  sens  qu'une  charge  électrique  passe  de  l'une  à  l'autre, 
l'eau  est  décomposée;  de  l'hydrogène  se  dégage  sur  l'une  des  élec- 
trodes et  de  l'oxygène  sur  l'autre.  La  réaction  étant  la  même  dans 
les  deux  sens,  on  a 

Sans  transport  électrique,  dans  les  conditions  ordinaires,  l'eau  ne 
peut  se  décomposer  en  oxygène  et  hydrogène;  elle  est  dans  un 
état  stable.  La  décomposition  en  question  correspond  donc  à  un 
travail  non  compensé  négatif;  on  a 

E8(r  — TS)  — t/5e>o, 
ou 

«::  <o. 

L'inégalité  (lo)  est  vérifiée,  et  le  couple  en  question  est  polari- 
sable. 
3"  On  a 

(  1 1  )  <.  ——  f^  . 
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Dans  ce  cas,  V équilibre  électrique  a  lieu  sur  le  système  pour 
une  valeur  bien  déterminée  de  la  différence  du  niveau  poten- 
tiel entre  les  deux  électrodes.  Cette  valeur  est  donnée  par  l'éga- 
lité 

Vb_v^^  .':-4-e,-en 

ô 

Prenons-en  un  exemple. 

Une  lame  de  zinc  et  une  lame  de  cuivre  plongent  dans  une  dis- 
solution de  sulfate  de  zinc  et  de  sulfate  de  cuivre.  Si  une  certaine 
quantité  d'électricité  positive  passe  du  zinc  au  cuivre,  une  certaine 
quantité  de  zinc  est  dissoute,  tandis  qu'une  quantité  équivalente 
de  sulfate  de  cuivre  se  décompose  et  que  le  cuivre  se  précipite.  Si, 
au  contraire,  une  quantité  d'électricité  positive  passe  du  cuivre  au 
zinc,  la  réaction  inverse  se  produit.  On  a  donc  bien  C  =  —  C'. 

De  tels  systèmes  sont  dits  non  polarisables . 

Les  systèmes  non  polarisables  jouissent  donc  de  cette  propriété 
que,  dans  l'état  d'équilibre  électrique,  la  différence  de  niveau  po- 
tentiel entre  les  deux  électrodes  surpasse  d'une  quantité  —  parfai- 
tement déterminée  la  différence  de  niveau  potentiel 

©A 8b 

■ > 

qui  s'établirait  entre  ces  deux  électrodes  si  elles  étaient  réunies 
l'une  à  l'autre,  non  par  l'électroljle,  mais  par  des  métaux  ayant 
tous  la  même  température. 

Cette  propriété  est  employée  pour  obtenir  des  différences  de 
niveaux  potentiels  étalons;  la  pile  de  Daniell,  la  pile  de  Latimer- 
Clark,  servent  constamment  à  cet  usage. 

§  3.  —  Propriétés  d'une  pile  fermée. 

Laissons  maintenant  de  côté  les  systèmes  du  premier  genre,  sur 
lesquels  l'équilibre  électrique  ne  peut  s'établir,  et  étudions  seule- 
ment les  systèmes  des  deux  autres  genres  :  polarisables  et  non 
polarisables. 

Etant  donné  un  de  ces  systèmes,  réunissons  les  deux  métaux 
A.  et  B  par  une  chaîne  formée  d'un  seul  métal  ou  de  plusieurs  mé- 
taux à  la  même  température  et  demandons-nous  si  l'équilibre  élec- 
trique est  possible  sur  le  système  ainsi  formé. 
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Aux  conditions  d'équilibre  déjà  obtenues,  il  faut  joindre  la  con- 
dition que  l'on  obtient  en  exprimant  que  le  potentiel  thermodyna- 
mique interne  ne  varie  pas  lorsqu'une  charge  dq  passe  du  point 
M  au  point  N  ou  inversementau  travers  du  circuit  métallique.  Cette 
condition  est 

(t2)  £VA  +  eA  =  £VB+eB. 

Voyons  si  elle  est  compatible  avec  les  conditions  trouvées  pré- 
cédemment. 

i*'  Couples  non  polarisables. 

Les  deux  conditions  d'équilibre 


tYx-^^K  —  ^^h- 

-  08+  C  =  O, 

sVA-t-eA-sVB- 

-08              =0 

sont  incompatibles  si  l'on  n'a  pas 

1^  =  0. 

D'après  la  définition  de  C  donnée  par  l'égalité  (3),  cette  égalité 
ne  peut  avoir  lieu  à  moins  que  la  réaction,  dont  la  pile  est  le  siège, 
supposée  effectuée  sans  aucun  phénomène  électrique,  ne  soit  un 
phénomène  réversible.  Excluons  ce  cas  particulier  et  nous  arri- 
vons à  cette  proposition  : 

Si  Von  ferme  par  une  chaîne  métallique  un  couple  non  po- 
larisable,  V équilibre  électrique  ne  pourra  plus  subsister  sur 
le  système. 

2°  Couples  polarisables. 

Pour  tous  les  couples  polarisables,  on  a 

(lo)  C>C. 

On  peut  alors  ranger  ces  couples  en  trois  classes  : 

a.   Ceux  pour  lesquels  on  a 

^.   Ceux  pour  lesquels  on  a 
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Y»  Ceux  pour  lesquels  on  a 

—  C'>C>o. 
Les  deux  conditions  d'équilibre 

(îVB  +  eB)  — (£VA-4-eA)  =  0 

ne  sont  compatibles  que  pour  les  couples  de  la  première  classe. 

Ainsi,  parmi  les  trois  catégories  de  couples  polarisables,  les  cou- 
ples de  la  catégorie  a  sont  les  seuls  sur  lesquels  puisse  s'établir 
l'équilibre  électrique  si  l'on  ferme  le  circuit.  Sur  les  autres, 
l'équilibre  électrique  est  impossible.  Le  couple  polarisable  pris 
comme  exemple  au  §  2  rentre  dans  cette  catégorie  a. 

Nous  réserverons  proprement  aux  couples  polarisables  de  la  ca- 
tégorie a  le  nom  de  voltamètres. 

Les  couples  non  polarisables  et  les  couples  polarisables  des  ca- 
tégories p  et  Y  sont  tels  que  l'équilibre  électrique,  possible  sur  un 
tel  couple  en  circuit  ouvert,  devient  impossible  en  circuit  fermé. 
On  donne  à  ces  couples  le  nom  d'éléments  voltaïques. 

Si  l'on  ferme  le  circuit  d'un  élément  voltaïque,  le  système  dont 
cet  élément  fait  partie  va  devenir  le  siège  d'un  courant  permanent. 
Quelle  sera  l'intensité  de  ce  courant? 

Pour  répondre  à  cette  question,  nous  ferons  usage  du  premier 
des  deux  principes  hypothétiques  qui  dominent  toute  la  théorie  des 
courants  permanents,  du  principe  obtenu  au  Chap.  IV  du  Liv.  V 
en  généralisant  la  loi  d'Ohm. 

Rappelons  ce  principe  : 

En  un  point  (x,  j,  z)  d'un  conducteur  traversé  par  des  cou- 
rants permanents,  le  flux  électrique  a  pour  composantes  u,  p,  w,  et 
la  résistance  spécifique  a  pour  valeur  ,R.  Si  une  charge  électrique 
dg  passait  du  point  (^,J)',  ^)  au  point 

{x  -+-  dx,  y  -\-  dy,  z  -\-  dz), 

dans  le  système  supposé  sans  courant,  elle  donnerait  lieu  à  une 
modification  qui  engendrerait  un  travail  non  compensé  dz  et  l'on  a, 
quels  que  soient  dx^  dy^  dz., 

(t3)  d-z  =  A{u  dx -\- V  dy -{- w  dz)  dq . 

Gela  posé,  considérons  le  circuit  fermé  que  nous  voulons  étu- 
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dier.  Admettons  que  toutes  les  lignes  de  flux  qui  doivent  être 
fermées  se  ferment  après  avoir  parcouru  la  chaîne  tout  entière 
kfië-  *  '  0-  Considérons  un  canal  de  flux  infiniment  délié.  Soit  d'co 


Fig.  III. 


l'aire  de  sa  section  en  un  point, /le  flux  en  ce  point.  Le  produit 

garde  la  même  valeur  tout  le  long  du  canal  de  flux  ;  le  flux  a  même 
direction  tout  le  long  de  ce  canal. 

Le  courant  peut,  dans  ce  canal,  marcher  dans  le  sens  MQNP  ou 
bien  dans  le  sens  MPNQ.  Discutons  ces  deux  hypothèses  : 

i"  Le  courant  marche  dans  le  sens  MQNP. 

Supposons  qu'une  charge  positive  dq  décrive  un  élément  ds  de 
ce  chemin.  Dans  le  système  supposé  sans  courant,  elle  produirait 
un  travail  non  compensé  d-z^  et  l'on  aurait,  d'après  l'égalité  (i3), 

dx  =  Si  fdsdq, 

=  -j—  idsdq. 
doi  ■' 

En  intégrant  les  deux  membres  tout  le  long  de  la  ligne  fermée 

MQNPM,  on  aurait 

rsi 
01  =  idq  I  -7—  ds, 
J  d(M 

8t  étant  le  travail  non  compensé  produit,  dans  le  système  supposé 
sans  courant,  par  le  passage  d'une  charge  d'électricité  positive  dq 
au  travers  de  la  ligne  fermée  MQNPM. 

Or  ce  travail  se  compose  du  travail  non  compensé  produit  par 
la  charge  dq  en  parcourant  le  chemin  MQN,  travail  qui  a  pour 
valeur,  d'après  l'égalité  (4), 

[C  +  sV(M)  +  Oa  -  £V(N)  -+-  QYi]dq 
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cl  du  travail  non  compensé  produit  par  la  même  charge  en  par- 
courant le  chemin  NPM,  travail  qui  a  pour  valeur 

[zY  {N  )-+- Su -t\  (M) -ex]dq. 
Ou  a  donc 

oz  =  Cdq , 

cl,  par  conséquent,  si  le  courant,  dans  le  canal  de  flux  considéré 
marche  dans  le  sens  MQNPM,  on  a 


(,4)  C  =  ij^ds. 


2"  Le  courant  marche  dans  le  sens  MPNQ.  On  trouve  alors, 
de  la  même  manière, 

M  5)  C'=i'f-^ds. 

Les  quantités  qui  figurent  aux  seconds  membres  des  égalités 
(i4)  et  (i5)  sont  toutes  positives.  Chacune  de  ces  égalités  n'est 
donc  possible  que  si  son  premier  membre  est  positif.  Voyons  les 
divers  cas  qui  se  peuvent  présenter  : 

i"  Couples  non  polarisables. 

On  a  alors 

C  =  —  C. 

Si  C  est  positif,  l'égalité  (i5)  est  impossible;  dans  toutes  les 
lignes  de  flux,  le  courant  marche  dans  le  sens  MQNPM. 

Si  C  est  négatif,  l'égalité  (i4)  est  impossible;  dans  toutes  les 
lignes  de  flux,  le  courant  marche  dans  le  sens  MPiNQM. 

'>,"  Couples  polarisables. 

Si  le  couple  appartient  à  la  classe  ^,  on  a 

C  <o,         6'  >  o. 

L'égalité  (i4)  est  impossible;  dans  toutes  les  lignes  de  flux,  le 
courant  marche  dans  le  sens  MPNQM. 
Si  le  couple  appartient  à  la  classe  y,  on  a 

«!^>o,         C'<o. 

L'égalité  (i5)  est  impossible;  dans  toutes  les  lignes  de  flux,  le 
courant  marche  dans  le  sens  MQNPM. 
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Ces  résultais  peuvent  se  réunir  en  l'énoncé  suivant  : 

Dans  une  pile  dont  le  circuit  est  fermé,  toutes  les  lignes  de 
Jlux  sont  parcourues  par  un  courant  de  même  sens.  Ce  courant 
marche  de  manière  à  engendrer  dans  la  pile  une  réaction  rpii 
S3rait  possible  d'elle-même,  dans  un  système  à  V état  neutre. 

Supposons  dorénavant,  pour  fixer  les  idées,  C  positif  et  C'  né- 
gatif. Si  l'inverse  avait  lieu,  il  suffirait,  dans  ce  qui  va  suivre,  de 
permuter  B  et  A. 

Dans  toute  ligne  de  flux,  le  courant  marche  dans  le  sensMQNP, 
et  l'on  a 

,      -  ,.      .  rsvds 

Coupons  la  chaîne  par  une  surface  S  normale  à  toutes  les 
lignes  de  flux.  Soit  d'à  la  section  par  cette  surface  du  canal  de 
flux  considéré  dans  ce  qui  précède. 

L'égalité  précédente  peut  s'écrire 

do. 


f 


—r-  en  ds 


Faisons  la  somme  des  deux  membres  pour  tous  les  éléments 
dÙ  de  la  surface  S.  Si  nous  désignons  par  J  l'intensité  du  cou- 
rant qui  traverse  la  chaîne,  et  si  nous  nommons  résistance  de  la 
chaîne  la  quantité  R  définie  par  l'égalilé 

I   _  n          du 
R  ~  O 


rdii 


S\ds 


nous  aurons 

(i5) 


Telle  est  l'égalité  très  simple  qui  nous  donne  l'intensité  du  cou- 
rant parcourant  la  chaîne. 

Nous  donnerons  à  C  le  nom  de  force  électromotrice  de  l'élé- 
ment voltaïque,  et  nous  énoncerons  la  proposition  suivante  : 

L'intensité  du  courant  qui  parcourt  une  chaîne  hydro-élec- 
trique fermée  s^ obtient  en  divisant  la  force  électroniotrice  de 
Vêlement  voltaïque  par  la  résistance  de  la  chaîne. 


CH.VP.    I.    —    LA    PILE.  'JSy 

On  peut  comparer  les  propriétés  d'une  pile  ouverte  et  les 
propriétés  d'une  pile  fermée;  voici  les  résultats  de  celle  compa- 
raison : 

i"  Couple  non  polarisahle. 

Lorsque  cette  pile  est  ouverte,  il  existe  entre  les  deux  électrodes 
une  différence  de  niveau  potentiel 

TT  \T  «!^    -1-    ©A    —    ©B 

e 

tandis  que,  si  les  deux  électrodes  étaient  seulement  réunies  par 
une  chaîne  métallique  ayant  la  même  température  en  tous  ses 
points,  elles  présenteraient  une  différence  de  niveau  potentiel 

Vb- 

Nous  aurons  alors  l'énoncé  suivant  : 

Prenez,  dans  une  pile  non  polarisahle  ouverte,  la  différence 
de  niveau  potentiel  qui  existe  entre  les  deux  électrodes.  Retran- 
chez-en la  différence  de  niveau  potentiel  que  présenteraient 
ces  deux  électrodes  en  contact  direct.  Multipliez  le  résultat 
par  £.  Vous  aurez  la  valeur  de  la  force  électromotrice  de  la 
pile  fermée. 

2°  Couple  polarisahle. 

Lorsque  l'équilibre  électrique  est  établi  sur  ce  couple,  nous 
avons,  entre  les  deux  électrodes,  une  différence  de  niveau  poten- 
tiel qui  vérifie  la  double  inégalité 

S  Vb  —  Va  ^ » 

z  ~  t 

tandis  que,  si  elles  étaient  directement  en  contact,  on  aurait,  entre 
ces  deux  électrodes,  une  différence  de  niveau  potentiel 

V'       V'  -  ^A  —  Qb 
Vb  —  Va  =  ^ 

D'ailleurs  le  couple  appartient  à  la  classe  y,  pour  laquelle 
On  arrive  donc  à  l'énoncé  suivant  : 
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Prenez  toutes  les  valeurs  que  peut  avoir,  dans  la  pile  ou- 
verte, l'excès  du  niveau  potentiel  de  l'électrode^ sur  le  niveau 
potentiel  de  V électrode  A.  Retranchez-en  la  valeur  que  prend 
ce  même  excès  lorsque  les  deux  électrodes  sont  directement  au 
contact.  Prenez,  parmi  tous  les  résultats  ainsi  obtenus,  celui 
qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue.  Multipliez-le  par  s.  Vous 
aurez  la  force  électromotrice  de  la  pile  fermée. 

Dans  tous  les  cas  possibles,  on  peut,  par  l'élude  de  la  pile 
ouverte,  déterminer  le  sens  du  courant  dans  la  pile  fermée,  au 
moyen  du  théorème  suivant  : 

Si,  dans  la  pile  ouverte  en  équilibre,  l^ excès  du  niveau  po- 
tentiel de  V électrode  B  sur  le  niveau  potentiel  de  l'électrode  A 
est  toujours  plus  grand  que  lorsque  les  deux  métaux  sont  direc- 
tement au  contact,  lorscpi  on  fermera  la  pile,  le  courant  ira 
de  B  en  A  au  travers  du  circuit  extérieur.  V inverse  aura  lieu 
SI  cet  excès  est  toujours  plus  petit  cjue  lorsque  les  deux  mé- 
taux sont  directement  en  contact. 

Nous  avons  étudié  les  chaînes  fermées  renfermant  une  seule 
pile.  On  pourra,  sans  aucune  difficulté,  soumettre  à  des  considé- 
rations analogues  les  chaînes  renfermant  plusieurs  piles,  ou  bien 
des  piles  et  des  voltamètres. 

§  4.  —  Vérifications  expérimentales. 

Les  propositions  précédentes  nous  permettent  de  calculer  la 
force  électromotrice  d'une  pile  lorsque  nous  connaissons  la  réac- 
tion dont  elle  est  le  siège,  au  moyen  du  théorème  suivant,  qui  n'est 
que  la  traduction,  en  langage  ordinaire,  de  la  définition  de  C  donnée 
par  l'égalité  (3)  : 

Considérons  la  réaction  qui  se  produit  dans  la  pile  pendant 
c/u'une  quantité  d'électricité  égale  à  V unité  parcourt  le  cir- 
cuit. Produite  dans  un  système  identique,  mais  à  l'état  neutre, 
elle  donnerait  naissance  à  un  certain  travail  non  compensé. 
Ce  travail  non  compensé  représente  la  force  électromotrice  de 
la  pile. 
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Cette  proposition  a  été  donnée  en  1878  par  M.  Gibbs  (').  Elle 
constitue  l'un  des  plus  beaux  résultats  qu'ait  obtenus  la  Thermo- 
dynamique. M.  Gibbs,  en  l'énonçant,  a  redressé  une  des  graves 
erreurs  qui  aient  régné  en  Physique.  Cette  erreur  consistait  à  cal- 
culer la  force  électromotrice  d'une  pile  au  moyen  du  théorème 
suivant  : 

Envisagez  la  réaction  dont  la  pile  est  le  siège  pendant  que 
le  circuit  est  parcouru  par  une  charge  électrique  égale  à 
r unité.  Dans  un  système  identique,  mais  ci  Vétat  neutre,  cette 
réaction  dégagerait  une  certaine  quantité  de  chaleur.  Cette 
quantité,  multipliée  par  V équivalent  mécanique  de  la  chaleur, 
représente  la  force  électromotrice  de  la  pile. 

Cette  loi  avait  été  énoncée  d'abord  par  M.  Edm.  Becquerel  (-), 
puis  par  M.  Helmholtz  (^)  et  par  Sir  W.  Thomson  (*).  Nous  ren- 
verrons, pour  l'histoire  des  recherches  par  lesquelles  elle  a  été 
reconnue  inexacte,  à  notre  livre  sur  le  Potentiel  thermodyna- 
mique et  ses  applications. 

La  loi  de  M.  Gibbs  a  une  telle  importance  que  l'on  doit  regarder 
comme  très  désirable  d'en  avoir  une  vérification  expérimentale  di- 
recte. Cette  vérification  est  fournie  parles  recherches  de  M.  H.  von 
Helmholtz  et  James  Moser. 

Dans  un  couple  hydro-électrique,  la  force  électromotrice  dépend 
de  la  concentration  plus  ou  moins  grande  des  liquides  qui  bai- 
gnent les  électrodes.  Afin  de  préciser  l'influence  que  la  concen- 
tration des  liquides  exerce  sur  la  force  électromolrice,  M.  James 
Moser  (')  entreprit  l'étude  de  piles  dans  lesquelles  la  réaction 

( ' )  J.  WiLLARD  Gibbs,  On  the  equilibriumof  heterogeneous substances  {Trans- 
actions of  the  Academy  of  Arts  and  Sciences  of  Connecticut,  p.  5oi  ;  1878). 

(»)  Edm.  Becquerel,  Des  lois  du  dégagement  de  la  chaleur  pendant  le  pas- 
sage des  courants  électriques  à  travers  les  corps  solides  et  liquides  {Annales 
de  Chimie  et  de  Physique,  3"  série,  t.  IX,  p.  21;  i843). 

(  '  )  Helmholtz,  Ueber  die  Erhaltung  der  Kraft,  p.  49  ;  Berlin,  18^7  (  Helmholtz 
Abhandlungen,  t.  I,  p.  5o). 

(•)  Sir  W.  Thomson,  On  the  mechanical  theory  ofelectrolysis  {Philosophical 
magazine,  4'  série,  t.  II,  p.  177;  i85i.—  W.  Thomson's  mathematical  and  phy- 
sical  papers,  t.  I,  p.  472). 

(')  J.  Moser,  Galvanische  Strônie  zwischen  verschieden  concentrirten  Lôsun- 
gen  desselben  Korpers  und  Spannungsreihen  {Natur/orsch.  Vers.;  Munich, 
sept.  1877.  —  Monatsber.  der  Berl.  Akad.,  8  nov.  1877.  —  Wiedemann's  Annalen, 
t.  III,  p.  216;  1878). 


54o  LIVRE   VI.    —   LES   ÉLECTROLYTES. 

produite  à  un  pôle  est  renversée  à  l'autre  pôle.  La  force  électro- 
motrice dépend  alors  uniquement  de  la  concentration  des  liquides. 
Deux  vases,  mis  en  communication  par  un  siphon,  renfermaient 
des  dissolutions  inégalement  concentrées  d'un  même  sel  métal- 
lique. Deux  électrodes,  formées  du  métal  qui  entrait  dans  la 
constitution  de  ce  sel,  plongeaient  dans  ces  vases.  Tel  était 
le  type  des  piles  dont  M.  J.  Moser  mesura  la  force  électromo- 
trice. 

En  même  temps  que  M.  Moser  publiait  les  résultats  de  ces 
recherches  expérimentales  exécutées  au  laboratoire  de  M.  Helm- 
holtz,  ce  dernier  (')  appliquait  les  propositions  de  la  Thermody- 
namique aux  phénomènes  étudiés  par  M.  Moser. 

Les  dissolutions  renfermées  dans  les  deux  vases  dont  se  com- 
posait chacune  des  piles  étudiées  par  M.  Moser  avaient  des  ten- 
sions de  vapeur  différentes.  M.  Helmhollz  montra  que,  de  la 
variation  que  subit  la  tension  de  vapeur  de  ces  dissolutions  lors- 
qu'on fait  varier  leur  concentration,  on  pouvait  déduire  la  valeur 
de  leur  force  électromotrice.  Ce  théorème  de  M.  Helmholtz  peut 
être  regardé  comme  un  cas  particulier  de  la  loi  de  M.  Gibbs. 

La  comparaison  de  la  valeur  ainsi  calculée  à  la  valeur  observée 
conduisait  à  un  accord  satisfaisant.  Quelques  années  plus  tard, 
celte  comparaison  était  poursuivie  avec  le  même  succès  dans  un 
nouveau  Mémoire  de  M.  James  Moser  (-).  Enfin,  en  1880,, 
M.  von  Helmholtz  (^)  étudiait  les  piles  obtenues  en  opposant 
l'un  à  l'autre  deux  couples  non  polarisables,  formés  tous  deux 
de  mercure,  calomel,  chlorure  de  zinc  dissous  et  zinc,  mais 
renfermant  des  dissolutions  de  chlorure  de  zinc  de  concentra- 
tion différente.  Il  obtint  l'accord  le  plus  complet  entre  la  valeur 


(')  H.  Helmholtz,  Ueber  galvanische  Strome  verursacht  durch  Concentra- 
tion-Unterschiede.  Folgerungen  aus  der  mechanischen  Wârmetheorie  {Mo- 
natsber.  der  Berl.  Akad.,  26  nov.  1877. —  Wiedemann's  Annalen,  t.  III,  p.  201  ; 
1878). 

(')  J.  Moser,  Der  Kreisprocess,  erzeugt  durch  den  Reactionsstrom  der 
electrolytischen  Ueberfûhrung  und  durch  Verdampfung  und  Condensation 
{Nova  acta  der  K.  Leop.  Carol.  Deutsch.  Akad.  der  Naturforschern.,  t.  XLI, 
I"  Partie,  n"  1.  —  Wiedemann's  Annalen,  t.  XIV,  p.  62  ;  iSSi). 

(')  H.  VON  Helmholtz,  Zur  Thermodynamik  chemischer  Vorgànge.  II.  Stu- 
dien  iiber  Chlorzink-Calomel-Elemente  {Sitzungsber.  der  Akad.  der  Wissen- 
schaften  zu  Berlin,  1882,  p.  825). 
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observée  de  la  force  électromolrice   et  la  valeur  calculée  par  la 
théorie  de  M.  Gibbs. 

Dans  un  espace  de  treize  jours,  la  valeur  électromotrice  de  la 
pile  étudiée  par  M.  H.  von  Helmholtz  oscilla  entre 

o,iiG48 
et 

0,11428; 

la  valeur  moj'enne  de  cette  force  fut 

o,  ii54i . 

D'autre  part,  deux  méthodes  de  calcul  différentes,  appliquées  à  la 
règle  de  M.  Gibbs,  donnaient 

0,11579        et        0,11455, 

Une  semblable  concordance  fournit  une  belle  vérification  de  la 
théorie  de  M.  Gibbs. 

Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  l'étude  des  courants  produits 
par  les  différences  de  concentration;  nous  renverrons  le  lecteur 
aux  Mémoires  que  nous  avons  cités  et  à  l'exposé  que  nous  avons 
donné  ailleurs  ('). 


(')  P.  DuHEM,  Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,   p. 
Paris,  1886. 
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CHAPITRE  IL 

LA  CHALEUR  CHLMIQUE  ET  LA  CHALEUR  VOLTAIQUE. 


§  1 .  —  Distinction  entre  la  chaleur  chimique  et  la  chaleur  voltaïque. 

Nous  avons,  au  Chapitre  précédent,  appliqué  aux  courants  per- 
manents qui  traverse  une  pile  voltaïque  le  premier  des  deux  prin- 
cipes qui  régissent  les  courants  permanents.  Nous  allons  mainte- 
nant appliquer  à  ces  mêmes  courants  le  second  de  ces  principes, 
celui  que  l'on  obtient  en  généralisant  la  loi  de  Joule. 

Ce  principe  est  le  suivant  : 

A  l'intérieur  du  système  que  parcourent  les  courants  perma- 
nents, traçons  une  surface  fermée.  Supposons  que,  pendant  le 
temps  dt  ^  le  système  ainsi  formé  éprouve  une  certaine  mo- 
dification. Si  le  système  était  supposé  sans  courant,  cette  modi- 
fication dégagerait  une  certaine  quantité  de  chaleur.  Cette 
quantité  de  chaleur  est  aussi  celle  qui  est  dégagée,  dans  le  temps 
considéré,  par  la  partie  du  système  renfermée  à  l'intérieur  de  la 
surface  que  l'on  a  tracée. 

Appliquons  ce  principe  à  des  surfaces  fermées  convenablement 
choisies. 

Commençons  par  considérer  une  surface  S  enfermant  tout  le 
système  à  son  intérieur. 

Si  nous  remarquons  que  les  courants  permanents  qui  parcou- 
rent le  système  ne  modifient  pas  la  distribution  électrique  sur  le 
système,  nous  voyons  que  la  modification  considérée  ferait  varier 
l'énergie  interne  du  système  supposé  sans  courant  de 

Convenons  de  négliger,  comme  au  Chapitre  précédent,  les 
termes 
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désignons  par  d^e  le  travail  produit,  pendant  le  temps  dt,  par  les 
forces  extérieures  appliquées  au  système,  et  nous  trouverons,  pour 
expression  de  la  quantité  de  chaleur  c?Q  dégagée  par  le  système 
pendant  le  temps  dt^ 

(i)  E  c^Q  =  _  E  or -T- </Sc. 

Celte  égalité  conduit  à  la  loi  suivante  : 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  pendant  un  certain  temps 
dans  un  circuit  fermé  renfermant  une  pile  hydro-électrique 
est  égale  à  la  quantité  de  chaleur  que  dégagerait  la  réaction 
chimique  dont  le  système  est  le  siège,  pendant  ce  temps,  si  elle 
s^ accomplissait,  sous  faction  des  mêmes  forces  extérieures, 
dans  un  système  à  l'état  neutre. 

Cette  loi  fondamentale  est  due  à  M.  Edmond  Becquerel  ('); 
elle  a  été  vérifiée  avec  grand  soin  par  Favre  (-). 

La  réaction  que  produit  le  système  pendant  que  le  courant  trans- 
porte une  quantité  d'électricité  égale  à  l'unité  dégagerait,  dans  un 
système  à  l'état  neutre,  soumis  aux  mêmes  forces  extérieures,  une 
quantité  de  chaleur  L.  La  quantité  de  chaleur  que  le  système  dé- 
gage dans  le  temps  dt  a  alors  pour  valeur 

(2)  dQ  =  Lidt, 

J  étant  l'intensité  du  courant. 

La  quantité  L  est  ce  que  nous  nommerons  la  chaleur  chi- 
mique. 

Considérons  une  pile  formée  par  un  électrolyte  E  dans  lequel 
plongent  deux  métaux  A  et  B  reliés  l'un  à  l'autre  par  un  troi- 
sième métal  C,  homogène,  ayant  la  même  température  en  tous  ses 
points  (fig-  112). 

A  l'intérieur  du  métal  C,  menons  deux  surfaces  coupant  le  cir- 


(')  Edmond  Becquerel,  Des  lois  du  dégagement  de  la  chaleur  pendant  le 
passage  des  courants  électriques  à  travers  les  corps  solides  et  liquides  (  An- 
nales de  Chimie  et  de  Physique,  3"  série,  t.  IX,  p.  21;  i843). 

{')  P. -A.  Favre,  Notes  sur  les  effets  calorifiques  développés  dans  le  circuit 
voltaïque  dans  leur  rapport  avec  l'action  chimique  qui  donne  naissance  au 
courant  {Comptes  rendus,  t.  XXXVI,  p.  342,  i853;  l.  XXXIX,  p.  1212,  i854; 
t.  XLV,  p.  56;  1857).  Recherches  thermiques  sur  les  courants  hydro-électriques 
{Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  2*  série,  t.  XL,  p.  293;  i854). 
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cuit,  l'une  ^  au  voisinage  de  l'électrode  A,  l'autre  S'  au  voisinage 
de  l'électrode  B.  Nous  supposerons  ces  surfaces  normales  aux 
lignes  de  flux;  comme  elles  sont  tracées  à  l'intérieur  d'un  métal 
homogène,  elles  seront,  par  cela  même,  surfaces  d'égal  niveau  po- 


Fig.   112. 


tenliel.  La  fonction  potentielle  aura,  en  tous  les  points  de  la  sur- 
face 1',  une  même  valeur  V,  et,  en  tous  les  points  de  la  surface  S', 
une  même  valeur  V. 

Le  courant  sera  supposé  marcher  de  la  surface  S'  à  la  surface  i] 
au  travers  du  métal  C. 

Les  deux  surfaces  S,  S',  jointes  à  la  surface  qui  limite  le  circuit, 
forment  deux  surfaces  fermées  simplement  connexes.  Nous  nom- 
merons les  parties  du  svstème  que  renferment  ces  surfaces  :  /(( 
pile  et  le  circuit  extérieur  à  la  pile. 

Cherchons  la  quantité  de  chaleur  dégagée  par  chacune  de  ces 
parties. 

Si  les  courants  subsistaient  dans  le  circuit  extérieur  à  la  pile, 
mais  étaient  anéantis  dans  la  pile,  la  seule  modification  que  le  sys- 
tème éprouverait  dans  le  temps  dt  consisterait  dans  le  transport 
d'une  quantité  d'électricité  dt  de  la  surface  Yl  à  la  surface  S. 
Dans  le  système  supposé  sans  courant,  cette  modification  dégage- 
rait une  quantité  de  chaleur  <iQ(  donnée  par 

(3)  Eû?Q,=  £(\"— V)J^/. 

r/Q,  représente  la  quantité  de  chaleur  dégagée,  dans  le  temps 
dt,  par  le  circuit  extérieur. 
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Cette  quantité  peut  encore  s'exprimer  autrement.  Si  nous  dési- 
gnons par  p  la  résistance  du  circuit  extérieur,  définie  comme  au 
Livre  V,  Chapitre  IV,  nous  aurons 

(4)  £(V'— V)--pJ 

et,  par  conséquent, 

(j)  Edqi=  pJ^dt. 

Si  les  courants  subsistaient  dans  la  pile  et  s'annulaient  dans  le 
circuit  extérieur,  pendant  le  temps  dt,  la  charge  de  la  surface  S 
diminuerait  de  Jdt;  celle  de  la  surface  S'  augmenterait  de  la  même 
quantité.  En  même  temps  le  système  éprouverait  une  certaine 
transformation  chimique.  Si  ces  modifications  avaient  lieu  dans  le 
système  supposé  sans  courant,  on  voit  sans  peine  qu'elles  dégage- 
raient une  quantité  de  chaleur  dQ^-,  donnée  par 

(6)  EdQi^EUdt-r-z{\  —  Y')}dt. 

dÇ)2  représente  la  quantité  de  chaleur  dégagée,  dans  le  temps 
dt,  par  la  pile. 

Cette  égalité  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme.  Soit  R  la 
résistance  de  la  pile,  définie  comme  nous  définissons  habituelle- 
ment la  résistance  d'un  conducteur  à  trois  dimensions.  Nous  trou- 
verons sans  peine  l'égalité 

(7)  Rj^e(V-V')-^C. 
L'égalité  (6)  peut  donc  s'écrire 

(8)  EdÇl^=^E\.ldt  —  Cidt.-^V'dt. 
Nous  donnerons  à  la  quantité 

(9)  ^-K 

le  nom  de  chaleur  voltaïque.   L'origine  de  cette  détermination 

peut  s'expliquer  de  la  manière  suivante.  D'après  les  égalités  (4) 

et  (7),  on  a 

(R-r-p)J2t/^  =  EXldt. 

Xidt  représente  donc  le  dégagement  de  chaleur  que  donnerait, 
pour  le  temps  dt,  l'application  de  la  loi  de  Joule  au  sys- 
tème. 

D.  —  I.  35 


546  LIVRE   VI.    —    LES   ÉLECTROLYTES. 

La  quantité 

(lo)  X  =  L~l 

est  la  diO'érence  entre  la  chaleur  chimique  et  la  chaleur  vol- 
taïque. 

Désignons  par  :^2  la  quantité  de  chaleur  que  dégage  la  pile 
pendant  que  le  courant  transporte  une  quantité  d'électricité  égale 
à  l'unité.  D'après  les  égalités  (8),  (9)  et  (10),  nous  aurons 

E^o  =  EJlo-!-RJ. 

Supposons  que  l'on  fasse  croître  indéfiniment  la  résistance  p  du 
circuit  extérieur  en  laissant  constante  la  résistance  de  la  pile.  La 
résistance  totale  du  circuit  augmentant  au  delà  de  toute  limite, 
l'intensité  du  courant  tendra  vers  o  et  l'égalité  précédente  de- 
viendra, à  la  limite, 

^2  =  X. 

Lorsqu'on  fait  croître  au  delà  de  toute  limite  la  résistance 
du  circuit  extérieur,  la  quantité  de  chaleur  que  dégage  la 
pile  pendant  le  passage  d'une  quantité  d'électricité  égale  à 
V unité  tend  vers  une  limite  positive  ou  négative  qui  est  la  dif- 
férence entre  la  chaleur  chimicjue  et  la  chaleur  voltaïque. 

Cette  proposition  a  été  trouvée  expérimentalement  par  P. -A. 
Favre  (').  M.  Gibbs  en  a  donné  l'exposé  théorique  (2). 

La  chaleur  chimique  est,  par  définition,  la  chaleur  totale 
que  dégagerait  la  réaction  produite  dans  le  système  par  le 
passage  d'une  charge  électrique  égale  à  l'unité,  si  cette  réac- 
tion avait  lieu,  sous  l'action  des  mêmes  forces  extérieures, 
dans  un  système  à  l'état  neutre. 

D'autre  part,  si  l'on  rapproche  l'égalité  (9)  de  la  définition  de 
la  force  électromotrice  d'une  pile  donnée  au  Chapitre  précédent, 
on  voit  que  : 


(')  P.  A.  Favre,  Recherches  thermiques  sur  les  courants  hydro-électriques 
{Comptes  rendus,  t.'XLVI,  p.  662;  i858). 

(-)  J.  WiLLARD  Gibbs,  Onequilibrium  of  heterogeneous  substances  (  Transac- 
tions of  Academy  of  Connecticut,  t.  III,  p.  5i6;  1878). 
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La  chaleur  voltaïque  est  la  chaleur  non  compensée  que  dé- 
gagerait la  réaction  produite  dans  le  système  par  le  passage 
d'une  charge  électrique  égale  à  V unité,  si  cette  réaction  avait 
lieu,  sous  l'action  des  mêmes  forces  extérieures,  dans  un  sys- 
tème à  Vétat  neutre. 

Le  rapprochement  de  ces  deux  proposilions  donne  cette  troi- 
sième : 

La  différence  entre  la  chaleur  chimique  et  la  chaleur  vol- 
laïque  représente  la  chaleur  compensée  que  dégagerait  la 
réaction  produite  dans  le  système  par  le  passage  d^une  charge 
électrique  égale  à  l'unité,  si  cette  réaction  avait  lieu,  sous 
V  action  des  mêmes  forces  extérieures,  dans  un  système  à  Vétat 
neutre. 

On  voit  par  là  qu'en  étudiant  non  seulement  la  chaleur  dégagée 
dans  une  réaction,  mais  encore  la  force  électromotrice  de  la  pile 
qu'elle  peut  produire,  on  peut  faire  expérimentalement  le  départ 
entre  la  chaleur  compensée  et  la  chaleur  non  compensée  que  dé- 


gage cette  réaction. 


2.  —  Relation  d'Helmholtz. 


La  dernière  proposition  obtenue  au  paragraphe  précédent  s'ex- 
prime par  l'égalité  suivante 

(II)  cil>Jfi?«  =  -T82, 

8S  étant  la  variation  que  ferait  subir  à  l'entropie  du  système,  sup- 
posé à  l'état  neutre,  la  réaction  produite  dans  le  système  pendant 
le  temps  dt. 

Nous  avons  aussi 

(1-2)  CJ</«=--E8(r-TS)  +  c?5e, 

dQ>e  étant  le  travail  accompli,  dans  les  mêmes  conditions,  parles 
forces  extérieures  auxquelles  le  système  est  soumis. 

Supposons  le  système  soumis  seulement  à  une  pression  nor- 
male, uniforme  et  constante  P.  Nous  aurons  alors 

(i3)  CJrff=-8[E(r-T2)-i-Pt^], 

V  étant  le  volume  du  système. 
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D'autre  )3art,  on  trouve  sans  peine  les  relations 

ES-- A[E(r-TS)-Pp] 

en  sorte  que  les  égalités  (i  i)  et  (i3)  nous  donnent  les  relations 

T  dC 
('4)  "^-"Ëdî' 

(,5)         .  ^-^idt^-^.. 

La  première  de  ces  deux  relations,  qui  supposent  les  variables  P 
et  ï  prises  pour  variables  indépendantes,  est  due  à  M.  H.  von 
Helmholtz  ('). 

Cette  relation  conduit  aux  conséquences  suivantes  : 

Si,  dans  une  pile,  la  chaleur  chimique  est  supérieure  à  la 
chaleur  voltaïque,  la  force  électromotrice  de  la  pile  diminue 
lorsqu'on  augmente  la  température  sous  pression  constante. 

Si,  dans  une  pile,  la  chaleur  chimique  est  inférieure  à  la 
chaleur  voltaïque,  la  force  électromotrice  de  la  pile  augmente 
avec  la  température,  la  pression  demeurant  constante. 

Si,  dans  une  pile,  la  chaleur  chimique  est  égale  à  la  cha- 
leur voltaïque,  la  force  électromotrice  de  la  pile,  sous  pression 
constante,  demeure  indépendante  de  la  température. 

L'élément  Daniell  est  dans  ce  dernier  cas. 

M.  Siegfried  Czapski  (2),  M.  Hans  Jahn  (3),  M.  Lucien  Poin- 
caré  (')  ont  vérifié  l'exactitude  de  la  relation  de  M.  H.  von  Helm- 

(  ')  H.  VON  Helmholtz,  Zur  Thermodynamik  chemischer  Vorgdnge  {Sitzungs- 
berichte  der  Akademie  der  Wissenschaflen  zu  Berlin,  1882,  p.  2). 

(^)  S.  Czapski,  Ueber  die  thermische  Verànderlichkeit  der  electromotorischen 
Kraft  galvanischer  Elemente  und  ihrer  Beziehung  zur  freien  Energie  der- 
selben  (  Wiedemann's  Annalen,  t.  XXI,  p.  209;  1884  ). 

(  ')  H.  Jahn,  Ueber  dieJEquivalenz  von  chemischer  Energie  und  Stromenergie 
(  Wiedemann's  Annalen,  t.  XXVIII,  p.  491  ;  1886). 

(*)  L.  PoiNCARÉ,  Sur  les  piles  à  ëlectroly tes  fondus  et  sur  les  forcées  thermo- 
électriques à  la  surface  de  contact  d'un  métal  et  d'un  sel  fondu  (  Comptes 
rendus,  t.  CX,  p.  SSg;  1890). 
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holtz  pour  des  piles  diverses,  renfermant  des  électroljtes  dissous 
ou  fondus. 

Supposons  que,  dans  une  pile,  la  difTéi'ence  entre  la  chaleur 
chimique  et  la  chaleur  voltaïque  soit  indépendante  de  la  tempéra- 
ture; ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  la  formule  {i4)i  que  la 
force  électromotrice  de  la  pile  puisse  être  représentée,  en  fonction 
de  la  température,  par  une  expression  de  la  forme 

C=KlogT  +  K'. 

Dans  ce  cas,  la  relation  (i  i)  donne 

Or,  si  l'on  désigne  par  C  la  capacité  calorifique  sous  pression 
constante  du  svstème,  on  a 

L'égalité  précédente  devient  donc 

8G  =  o. 

Donc,  pour  que  la  différence  entre  la  chaleur  chimique  et  la 
chaleur  voltaïque  soit  indépendante  de  la  température,  il  faut 
et  il  suffît  que  la  réaction  qui  se  produit  dans  le  système  n^en 
altère  pas  la  capacité  calorifique. 

Si,  en  particulier,  la  chaleur  chimique  est  constamment  égale  à 
la  chaleur  voltaïque,  cas  auquel  la  force  électromotrice  est  indé- 
pendante de  la  température,  la  réaction  dont  le  système  est  le 
siège  n'en  fait  pas  varier  la  capacité  calorifique.  Cette  proposition 
est  due  à  M.  Lippmann  (').  La  réciproque  de  cette  proposition 
n'est  pas  exacte. 

Nous  avons,  dans  l'élément  Daniell,  un  exemple  auquel  s'ap- 
plique la  proposition  de  M.  Lippmann.  L'élément  Daniell  ayant, 
comme  nous  l'avons  vu,  une  force  électromotrice  indépendante  de 
la  température,  la  capacité  calorifique  de  cet  élément  ne  doit  pas 
varier  par  la  réaction  dont  il  est  le  siège. 


(  '  )  Lippmann,   De  l'action  de  la  chaleur  sur  les  piles  et  de  la  loi  de  Kopp 
et  Wœstyne  {Comptes  rendus,  t.  XCIX,  p.  Sgô  ;  i88^). 
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En  elFet,  la  chaleur  spécifique  moléculaire  du  cuivre  est  sen- 
siblement égale,  d'après  la  loi  de  Dulong  et  Petit,  à  la  chaleur 
spécifique  moléculaire  du  zinc.  La  capacité  calorifique  d'une  so- 
lution de  sulfate  de  cuivre  et  de  sulfate  de  zinc  ne  varie  pas  lors- 
qu'on remplace  un  poids  de  svilfate  de  cuivre  par  un  poids  équi- 
valent de  sulfate  de  zinc.  Les  réactions  qui  se  produisent  dans 
l'élément  Daniell  ne  font  donc  pas  varier  sa  capacité  calorifique. 

M.  L.  Poincaré  (')  a  donné  un  autre  exemple  de  couple  auquel 
s'applique  le  théorème  de  M.  Lippmann. 

Venons  maintenant  à  l'examen  de  la  relation  (i5). 

Cette  relation  entraîne  les  conséquences  suivantes  (")  : 

Si  la  réaction  dont  la  pile  est  le  siège  est  accompagnée  d'une 
augmentation  de  volume,  la  force  électromotrice  de  la  pile 
décroit  lorsque  la  pression  croit. 

Si,  au  contraire,  la  réaction  dont  la  pile  est  le  siège  est  ac- 
compagnée d'une  diminution  devolume,  la  force  électromotrice 
croit  avec  la  pression. 

Si  la  réaction  n' est  pas  accompagnée  d'une  variation  sen- 
sible de  volume,  la  force  électromotrice  est  sensiblement  indé- 
pendante de  la  pression. 

Les  piles  qui  dégagent  des  gaz,  telles  que  la  pile  de  Volta,  sont 
le  siège  d'une  réaction  chimique  accompagnée  d'une  augmenta- 
tion de  volume  considérable;  la  force  électromotrice  de  sem- 
blables piles  est  d'autant  plus  faible  que  la  pile  fonctionne  sous 
une  pression  plus  considérable.  J^es  piles  à  gaz  sont,  au  con- 
traire, le  siège  d'une  réaction  chimique  accompagnée  d'une 
grande  contraction  ;  la  force  électromotrice  de  ces  piles  aug- 
mente avec  la  pression.  Enfin,  dans  les  piles  où  aucun  élément 
gazeux  n'entre  en  jeu,  telles  que  la  pile  de  Daniell,  la  réaction 
chimique  n'entraîne  qu'une  faible  variation  de  volume;  ces  piles 
ont  donc  une  force  électromotrice  sensiblement  indépendante  de 
la  pression. 

Telles  sont  les  propriétés  les  plus  générales  des  éléments  vol- 


(')  L.  Poincaré,  loc.  cit. 

(^)  P.  DuHEM,   Le  potentiel  thermodynamique  et  ses  applications,  p.  117 
Paris,  1886. 
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laïques.  Pour  pénétrer  dans  leur  étude  plus  profondément  que 
nous  ne  l'avons  fait  dans  le  Chapitre  précédent  et  dans  celui-ci,  il 
eut  fallu  faire  des  propriétés  des  dissolutions  un  examen  qui  nous 
eut  entraîné  trop  loin. 

§  3.  --  De  deux  conséquences  générales  de  la  théorie  des  courants 

permanents. 

La  théorie  des  courants  permanents  repose  sur  deux  principes 
que  nous  avons  constamment  appliqués  dans  ce  qui  précède.  Ces 
principes  entraînent  certaines  conséquences  qui,  généralisées, 
nous  seront  d'un  grand  usage  dans  l'étude  des  courants  quel- 
conques. Nous  terminerons  ce  Volume  par  l'énoncé  de  ces  consé- 
quences. 

Le  second  des  deux  principes  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
l'étude  des  courants  permanents  est  le  suivant  : 

Traçons  une  surface  fermée  contenant  une  partie  du  système. 
Imaginons  que  les  courants  permanents  demeurent  ce  qu'ils  sont 
à  l'intérieur  de  cette  surface  fermée  et  s'annulent  à  l'extérieur. 
Le  système  éprouverait  alors,  dans  le  temps  dt,  une  modification 
faisant  varier  de  8U  l'énergie  interne  du  système  supposé  sans 
courant  et  donnant  lieu  à  un  travail  diBe  des  forces  extérieures.  La 
partie  du  système  qui  se  trouve  à  l'intérieur  de  la  surface  S  dé- 
gage, dans  le  temps  dl^  une  quantité  de  chaleur  û?Q  donnée  par 

E  c?Q  =  —  E  SU  -r-  d(^e- 

Cette  équation  peut  s'appliquer  en  particulier  à  une  surface  fer- 
mée contenant  tout  le  système  à  son  intérieur.  Elle  donne  alors  le 
résultat  suivant  : 

L'énergie  interne  dUin  système  traversé  par  des  courants 
permanents  subit  à  chaque  instant  une  variation  égale  à  la 
variation  de  V énergie  du  système  supposé  sans  courant. 

Cette  proposition  peut  être  regardée  comme  un  cas  particulier 
de  la  suivante,  qui  nous  servira  d'hypothèse  fondamentale  dans 
l'étude  de  l'Électrodynamique  : 

Lorsqu'un  système  éprouve  une  modification  dans  laquelle 
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les  divers  conducteurs  quit  l'enferme  ne  changent  pas  de  po- 
sition et  dans  laquelle  le  jlux  électrique  en  chaque  point  de 
ces  conducteurs  demeure  invariable,  son  énergie  interne 
éprouve  une  variation  égale  à  celle  que  cette  modification 
ferait  éprouver  à  V énergie  interne  du  même  système  supposé 
sans  courant. 

Le  premier  des  deux  principes  qui  régissent  l'étude  des  courants 
permanents  est  le  suivant  : 

Soient  (a:,  y-,  z)  et  (.r  -h  5^,  y  +  5/,  z  4-  oz)  deux  points  voi- 
sins d'un  système  traversé  par  des  courants  permanents.  Faisons 
passer  une  charge  dq  du  premier  au  second.  Ce  transport  produi- 
rait, dans  le  système  supposé  sans  courant,  un  travail  non  com- 
pensé dx,  et  l'on  aurait 

Cx,  Cy,   Cz  étant  les  composantes  de  la  force   électromotrice  au 
point  £C,y,  z. 

Imaginons  que  les  diverses  masses  matérielles  qui  constituent 
le  système  ne  subissent,  dans  le  transport  de  la  charge  dq,  aucun 
déplacement.  Soient  U  l'énergie  interne  du  système  supposé  sans 
courant  et  ^  son  potentiel  thermodynamique  interne.  Nous  aurons 


EU  =  #  -  T  ^  ,  dr=  —  L^ 


et,  par  conséquent. 


E8U  =  — rfx^T  ^(dz). 
at 


Le  transport  de  la  charge  dq  du  point  (x,y,z)  au  point 
(x  +  5^,  y  +  8/,  z  +  82)  fait  donc  varier  l'énergie  interne  du 
système  supposé  sans  courant  de  SU  et  l'on  a 

Cette  égalité  a  lieu  quelles  que  soient  la  charge  dq  et  la  direction 
du  déplacement. 

Prenons  en  particulier  un  canal  infiniment  délié  formé  par  des 
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lignes  de  flux.  Soient  S,  S'  deux  sections  normales  de  ce  canal. 
Supposons  que  le  point  (^,  y,  z)  appartienne  à  la  première  et  le 
point  (x  -f-  8x,  y  +  OjK,  z  -+-  8s)  à  la  seconde.  Soit  i  le  flux  allant 
de  la  première  à  la  seconde.  Soit  dio  l'aire  de  la  section  S.  Soit  ds 
la  distance  des  deux  sections. 

Transportons  de  la  première  à  la  seconde  une  quantité  d'élec- 
tricité idiù  dt.  C'est  précisément  la  quantité  d'électricité  qui  serait 
transportée  de  l'une  à  l'autre  si  les  courants  demeuraient  ce  qu'ils 
sont  à  l'intérieur  du  petit  segment  que  les  deux  sections  découpent 
dans  le  tube  de  flux,  en  s'annulant  partout  à  Textérieur  de  ce  seg- 
ment. On  peut  donc,  dans  ce  cas,  remplacer  ( —  8U)  par  la  quan- 
tité de  chaleur  <iQ  que  ce  petit  segment  dégage  dans  le  temps  dt^ 
en  sorte  que  l'on  a 

-\-iCz  —  T  -r^  j  cos ( i,  z)  \i  rfw  ds  dt, 

diii  ds  représentant  le  volume  <ira  du  petit  segment  considéré.  On 
a  d'ailleurs 

u  =  icos(î,x),        V  =  icos{i,  y),        w  =  icos{i,z). 

On  arrive  donc  à  l'énoncé  suivant  : 

Lorsqu'un  système  formé  de  corps  immobiles  est  traversé 
par  des  courants  permanents,  chaque  élément  de  volume  dr^s  de 
ce  système  dégage,  dans  le  temps  dt,  une  quantité  de  chaleur 
r/Q  liée  aux  composantes  du  flux  et  de  la  force  électromotrice 
en  un  point  de  cet  élément  par  la  relation 


(16) 


1  -(^^-§)^ 


dxs  dt. 


Cette  relation  générale  renferme  comme  cas  particuliers,  d'une  part 
la  relation  établie  par  Sir  W.   Thomson  entre  la  force  électro- 
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motrice  d'une  chaîne  thermo-électrique  et  les  phénomènes  ther- 
miques dont  elle  est  le  siège;  d'autre  part,  la  relation  établie  par 
M.  von  Helmholtz  entre  la  chaleur  chimique,  la  chaleur  voltaïque 
et  la  force  électromotrice  d'une  pile  hjdro-électrique. 

Nous  verrons  plus  tard  que  l'on  peut  l'étendre  à  des  systèmes 
traversés  par  des  courants  quelconques,  dans  l'étude  desquels  elle 
se  montrera  féconde  en  conséquences. 


FIN    DU    TOME    PREMIER. 
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